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(Entwicklung in Potenzreihen)

U 1. Aufgabe

Entwickeln Sie die Funktion sin® z in eine Potenzreihe um 0.

U 2. Aufgabe
Bestimmen Sie fiir a,b € C mit |a| < 1 < |b] und m,n € N den Wert des
Integrals
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U 3. Aufgabe

Sei f eine ganze Funktion (d.h. analytisch in ganz C) und Re f(z) < ¢ fiir
alle z € C. Zeigen Sie, dass f konstant ist. (Tip: Betrachten Sie e/(*))

U 4. Aufgabe

Seien f und g zwei im Gebiet G C C analytische Funktionen. Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

i) f=g.

ii) Die “Identitdtsmenge” {z € G : f(z) = g(z)} enthilt unendlich viele
Punkte und hat einen Haufungspunkt in G.

iii) Es gibt einen Punkt ¢ € G fiir den gilt: f™(c) = ¢™(c) fiir alle n € N.



H 5. Aufgabe (10 Punkte)
Sei f eine ganze Funktion. Es gebe Konstanten A, R > 0 und m € N, sodass
|f(2)] < Alz|™ fiir |2] > R.

Zeigen Sie, dass f ein Polynom vom Grad hochstens m ist.

(Tip: Abschitzung 8.7 im Skript S. 39 unten)

H 6. Aufgabe (10 Punkte)
Das Gebiet G C C enthalte die abgeschlossene Kreisscheibe B := {z € C :
|z| < r} und es sei a € OB. Es seien f und ¢ in G analytische Funktionen
mit f(a) #0, g(a) =0, ¢'(a) # 0 und g(2) # 0 fir z € B\ {a}.

Man zeige: Wenn f/g die Potenzreihenentwicklung » >° ; a,2™ um 0 hat, so
gilt lim,, a:i -=a

(Hinweis : Zeigen Sie mit Hilfe der Integraldarstellung der a,,, dass
lim,, o @, —a - ayi1| =0)

H 7. Aufgabe (10 Punkte)
Sei f eine im Gebiet G C C analytische Funktion, die nicht konstant ist.
Zeigen Sie:

i) Fiir jede Zahl a € C ist die Menge f~!(a) := {z € G : f(z) = a}
diskret (d.h. ohne Hiaufungspunkte) in G und f~!(a) ist hochstens abzéhlbar
unendlich.

ii) Fiir jedes Kompaktum K C G ist f~!(a) N K endlich.

H 8. Aufgabe (10 Punkte)
Seien f und g zwei im Gebiet G C C analytische Funktionen. Zeigen Sie dass
die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

i) Es gibt ein Polynom p(z), sodass f = g + p,

ii) Bs gibt einen Punkt ¢ € G fiir den gilt: £ (c) = g™ (c) fiir fast allen € N
(d.h. fiir alle bis auf endlich viele n).

Gesamtpunktzahl: 40



