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5 Integration

5.1 Das bestimmte Riemann-Integral
5.1.1 Motivation

Wie berechnet man die Fliche, die von der x-Achse, den Graphen z =a, z = b
und dem Graphen einer Funktion f : [a,b] — R begrenzt wird?

R L g
3 b

Eine naheliegende Idee ist, die Fldche durch einfacher zu berechnende Fléchen,
zum Beispiel Rechtecke, anzundhern. Die Genauigkeit der Ndherung steigt an-
schaulich, je feiner man den betrachteten Bereich der x-Achse unterteilt.

5.1.2 Zerlegung, Unter- und Obersummen
Definition 5.1.1. Sei I = [a,b], a,b € R, f: I — R beschrinkt.
a) Z = (29, Z1,...,&p) Mit a = zg < 1 < ... < z, = b, n € N, heifit
Zerlegung von [ in Teilintervalle Iy, := [z_1,x] fir k € {1,...,n}.

|Z| := max {|I)| | k € {1,...,n}}, wobei |I}| := z), — z_1 heiit Feinheit
der Zerlegung 7.

b) Seien
my, = inf f(Iy) = lgf f(@) =inf{f(z) |z € I}},
z€Il},
My :=sup f(I},) = sup f(z) =sup{f(z) |z € I}
xely
fir k € {1,...,n}, so definiert man die Unter- bzw. Obersummen von f

beziiglich der Zerlegung Z:

— Untersumme: s(Z, f) := > my, - |I}]
k=1

/ I




und

— Obersumme: S(Z, f) :== > My, - |Ii].
k=1

/

I ' ' I
c) Seien Z, Zy1, Z> Zerlegungen von I.
i) Z7 heifit Verfeinerung von Z, wenn Z; alle Zwischenpunkte der

Zerlegung Z enthélt.

ii) Die Zerlegung Z, die genau die Zwischenpunkte von Z; und Zs ent-
hélt, heift Uberlagerung von Z; und Zs, geschrieben: Z = Z+ Zs.

5.1.3 Uberlagerungslemma

Lemma 5.1.2. Sei f : [a,b] — R beschrankt, d.h. es gilt |f(z)| < K fiir alle
x € [a,b]. Sei Z; eine Zerlegung von I mit p im Inneren von I liegenden Punkten
(p € N). Dann gilt fiir jede Zerlegung Z von I:

s(Z,f)
5(2, 1)

Insbesondere gilt: Bei Verfeinerungen nehmen Untersummen zu und Obersum-
men ab.

s(Z + 71, f) < s(Z, ) + 2pK | Z]

< < s(
> S(Z+ 7y, f) > 8(Z, f) - 2pK | Z|

Beweis. fiir Untersummen und p =1, d.h. Z; = (a,2,b), und Z = (xq,...,Tn).
1. Fall: z € {zg, ..., x,} ist trivial.

2. Fall: z € |zp_1,x[ fir ein k € {1,...,n}. Dann gilt

n

s(Z,f) = ka (x; —wim1)

i=1

= ' Z my - (v — xi—1) +inf f([zp—1, 21]) - () — T8-1)

=Y +inf f([zp—1,2x]) - (ke — 2+ 2 — 2% 1)

=X +inf f([zp—1,2x]) - (2k — 2) +inf f([zp-1,2x]) - (2 — 2p-1)
< Y +inf f([z,2i]) - (xr — 2) +inf f([ve—1,2]) - (2 — 2p—1)
=s(Z+ 7, f)



Weiterhin hat man

S(Z+Zu) < Y me(mi—mia) + K- (o —2) + K- (2= 21)
i=1,i#k
= Z my - (2 —xim1) + K - (25 — 2p—1)
i=1,i£k
< > mp(w—wio1) + K- |Z]
i=1,i#k

= ka (@i = wi1) —inf f([op—1, 2x]) - (2 — 2p1) +K - |Z]
i=1

>-K <|z|
s(Z,f)
Per Induktion folgt die Behauptung fiir beliebige p € N. O

Korollar 5.1.3. Jede Obersumme ist grofer als jede Untersumme, d.h. es gilt
S(Z,f) > s(Z, f) fiir alle Zerlegungen Z, Z.

Beweis. Seien Z, Z Zerlegungen, dann folgt nach dem Lemma

S(Z,f)<s(Z+Z,f)<S(Z+Z,f)<S(Z [)

5.1.4 Unteres- und oberes Riemann-Integral
Definition 5.1.4. Sei f: [a,b] — R beschrénkt.

a)
Jo(f) = sup s(Z, f)

Z Zerlegung von [a,b]

heifit unteres Riemann-Integral von f iiber [a,b]. Entsprechend ist

J(f) = 5(Z, 1)

= inf
Z Zerlegung von [a,b]
das obere Riemann-Integral von f iiber [a,b]. Klar ist: J.(f) < J*(f).

b) Wenn J*(f) = J.(f), dann heit f iber [a,b] Riemann-integrierbar
und in diesem Fall definiert man:

b
/ f(@)de = 1.(f) = T (f)

¢) R([a,b]) :=={f: [a,b] — R| f R-integrierbar}



5.1.5 Riemann-Integral als Grenzwert
Satz 5.1.5. Sei f: [a,b] — R beschrinkt.
Fiir jede Zerlegungsnullfolge, d.h. fiir jede Folge von Zerlegungen (Z,),cy
mit |Z,| =30, gilt:
lim s(Z,, f)=J.(f) und lim S(Z,, f) = J"(f)

n— o0 n—oo

Insbesondere gilt fiir jede Funktion f € R([a,b])

nlLIr;OS(Zn,f) = hm S(Zn, f) = /f

Beweis. fiir Untersummen:
Sei (Zy), ey eine beliebige Zerlegungsnullfolge; sei weiter Z eine beheblge
Zerlegung von [a,b] mit p inneren Zwischenpunkten. Nach Lemma 2| gilt

$(Zn, [) < 8(Z + Zn, ) < $(Zn, f) + 20K |Zyp] YV eN (%)

wobei K > 0, sodass |f(z)| < K Vz € [a,b)].

Angenommen, s(Z,,f) — « € R, dann folgt aus (x), dass auch s(Z +
Zn, ) == a. Es ist aber

S(Z,f)<s(Z+Zn, f) < J(f) ¥VneN

Somit folgt
S(Z.f) < a < J(f)

fiir jede Zerlegung Z von [a, b]. Folglich ist auch

sup  5(Z, f) < a < Ju(f)
Z Zerlegung

also a = J.(f).

Der allgemeiner Fall folgt nun mit Hilfe des aus Analysis I bekannten Teil-
folgenprinzips: jede Teilfolge von (s(Z,, f)),cy besitzt eine weitere Teilfolge
(8(Zny,> f))pen» die konvergiert (da (s(Zn, f)), ey beschrinkt ist). Nach dem 1.
Schritt ist aber

Jim 5(Zn,, f) = Ju(f)

Somit gilt
lim $(Zy, f) = Ju(f)

n—oo
5.1.6 Beispiel 1

f:[0,0] =R

Tr+— X



f

0 1

Sei (Zn),,cy dquidistante die Zerlegungsfolge

b kb
xO:O,xlzg,..., g,...,xn:b

Dann ist

I
%
g
=
=
w

Also ist J.(f) = %. Analog gilt

- b
S(Znaf) = Zsup f([‘rkflaxk]) ’ n
k=1
n 3
- ()
n n
k=1
s s
=G>k
k=1
b (n+1)n\> noo bt
— - (=TT noe T
nt 2 4

und damit J*(f) = %. f ist also R-integrierbar mit

b 4
b

/ 2dr = —
0 4

10



5.1.7 Beispiel 2
Dirichlet-Funktion:

_ 0, zeR\Q
o 1, z€Q

Dann gilt fiir jede beliebige Zerlegung Z von [a, b]

n

s(2,D) =Y _inf D([z—1,zx]) (51 — 21) = 0

k=1 -0

S(Z,D) = sup D([wx—1,zk])(xh-1 — 2) =b—a
k=1

=1

Also gilt J.(D) =0 und J*(D) =b—a, dh. D ¢ R([a,b]).

5.1.8 Riemann’sches Integrabilitdtskriterium

Satz 5.1.6. Sei f : [a,b] — R beschréankt. Dann gilt: f ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn

Ve>0 3Z Zerlegung von [a,b] : S(Z,f) —s(Z, f) <e€
Beweis.
= :Ist f € R([a,b]), so gilt

sup  s(Z,f)= __inf S(Z,f)

Z Zerlegung Z Zerlegung

Sei nun € > 0. Dann existiert eine Zerlegung Z; von [a, b] mit

€

s(Z1, f) > J.(f) — B

Weiter existiert eine Zerlegung Z5 von [a, b], sodass

S(Zai ) < TN + 5

Es ist aber

s(Zy+ Za, f) 2 s(Z1, f) > J(f) —

€
2
S(Zy+ 20, f) < S(Zo ) < () + 5
Addiert man die Ungleichungen folgt mit J,(f) = J*(f)

S(Zy + Zo, f) + Ju(f) — % < J'(f) + % v S(Zi+ T, f) o
S(Zl + Zg,f) — S(Zl + Zg,f) <e

Mit Z = Z; + Z5 folgt also die Behauptung.

11



< : Sei € > 0. Dann existiert eine Zerlegung Z mit
S(Z.f)<s(Z,f)+e
Somit folgt

inf  S(Z,f)<S(Z,))<s(Z,f)+e<  sup s(Z,f)+e
Z Zerlegung Z Zerlegung

d.h. es gilt J*(f) < J.(f) + € fiir alle € > 0. Wegen J*(f) > J.(f) folgt
J(f) = Ju(f)-

O

5.1.9 Klassen R-integrierbarer Funktionen

Satz 5.1.7. Seien a,b € R, a < b.
i) Jede auf [a, b] stetige Funktion ist R-integrierbar.

ii) Jede auf [a, b] beschrénkte und bis auf endlich viele Stellen stetige Funktion
ist R-integrierbar.

iii) Jede auf [a,b] monotone Funktion ist R-integrierbar.
Beweis.

i) Sei f eine stetige Funktion auf [a,b]. Dann ist f nach Kenntnissen aus
Analysis T gleichméfig stetig auf [a, ], d.h.

Ve>0 36>0 Va,ye€la,bd] : |z—y|<d=|flz)—fy)<e

Sei € > 0, dann wihle § > 0 dementsprechend. Sei nun Z = (zq, ..., z,)
eine Zerlegung von [a, b] mit |Z| < J. Dann ist

n

S(Z.f) = s(Z,f) = (sup f([wx—1, xx]) — inf f([zr_1,24])) (2% — T4-1)

k=1

<e

<e€- (xg — Tp—1)

M=

1

—_
Sl

<e-(b—a)
d.h. das Riemann’sche Integrabilitdtskriterium ist erfiillt.

ii) Sei f wie in ii) gegeben, seien y1, ..., y, die Unstetigkeitsstellen von f und
K >0, sodass |f(z)| < K Vz € [a,b.

Seien (I;,)V_, Intervalle um die Unstetigkeitsstellen mit

k=1
P
Z II.] < e
k=1

12



Dann gilt

P p

P
> sup f(I;) - [T = > inf f(I;) - [I;] < Z\supffk|+\mff<fk>|>-|fz|

k=1 k=1 k=1
P
K-) |I| < 2Ke
k=1

Auf den restlichen abgeschlossenen Teilintervallen (I})), ist f gleichméfig
stetig. Nach i) existiert deshalb eine Zerlegung Z der Intervall (I})), , sodass

S 1y £ =), ) < €

Somit ergibt sich eine Zerlegung Z des gesamten Intervalls [a,b], fiir die
gilt ~ B
S(Z,f)—s(Z,f) < (2K + 1)e

iii) Sei f monoton wachsend auf [a,b]. Dann ist

fla) < f(z) < f(b) Va€la]
Sei Z = (xo,...,x,) eine Zerlegung von [a, b]. Dann gilt

n

S(Z.f) = s(Z,f)=>_ (sup f([wx—1, zx]) — inf f([zr-1,24])) - (2% — 2x—1)

k=1

Zu e > 0 wihle nun eine Zerlegung Z mit |Z| < W, dann folgt nach
Riemann’schen Integrabilitdtskriterium die Behauptung.

O

Wie man im Beweis von ii) sieht, ist eine beschrinkte Funktion sogar dann
R-integrierbar, wenn ihre Unstetigkeitsstellen fir jedes € > 0 in héchstens ab-
zihlbar vielen Intervallen (1), ; (J also hichstens abzihlbare Indexmenge) mit

S oLl<e

jedJ

enthalten sind (oder auch: ,won diesen tberdeckt werden kénnen®). Das ist die
Aussage des Lebesgue’schen Integrabilitdtskriteriums.
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5.1.10 Riemann’sche Zwischensumme

Definition 5.1.8. Sei Z = (x, ..., x,) eine Zerlegung von [a, ], & € [xk—_1, Tk]
firk=1,...,nund f: [a,b] — R beschriankt. Dann heift

o(Z,&k, f) fok Tk — Th—1)

eine Riemann’sche Zwischensumme von f beziiglich der Zerlegung 7.
Klar ist:

Lemma 5.1.9. Sei f : [a,b] — R beschriankt. Zu jedem e > 0 und zu jeder
Zerlegung Z von [a, b] existieren Zwischenpunkte (&), oy und (7x),cy, sodass
(Z f) = (Zagkyf) < S(Z7f)+6
(Zf)z (Zﬂlkvf)ZS(va)_e
Beweis. fiir Untersummen: Sei Z = (zo, .. ., z,) eine Zerlegung. Nach Definition
des Infimums existiert zu jedem e > 0 ein & € [zp_1, 2] mit

€

0 < f(&) —inf f([zp_1,21]) <

“b—a

0 < (f(&) —inf f([wg—1,2k))) (T — Tpp—1) <

€
b—a

(T — Tp—1)

Uber die k = 1,...,n summiert ergibt sich

Ltk — xk_l) =
—a

0<Z (&) — inf f([zx-1,zs])) (2 — T4 sz

n

0< Zf(fk)(zk —ap-1) = Y inf f(lop1,2a]) (@ — 2p1) <€ =

k=1 k=1

$(Z,f) <028k, [) < s(Z,f) +e

5.1.11 Riemann’sche Summenfolge

Definition 5.1.10. Sei (Z,),y eine Zerlegungsnullfolge auf dem Intervall
[a,b], (&%), Zwischenpunkte und f : [a,b] — R beschrinkt. Dann heifit
(0(Zn, &1, f)),, eine Riemann’sche Summenfolge.

Satz 5.1.11. Sei f : [a,b] — R beschrankt. Dann gilt:
’ f € R(Ja,b]) <= Jede Riemann’sche Summenfolge ist konvergent. ‘

In diesem Fall konvergieren alle Riemann’schen Summenfolgen gegen ein und
b

denselben Grenzwert [ f(z)dz

Beweis.

= : Klar, da fiir jede Zerlegung Z, fiir beliebige Zwischenpunkte (i), gilt:
s(Z,f) <0(Z,&, ) <S(Z, f)

14



< :Sei (Zn),,cy eine Zerlegungsnullfolge. Nach Lemma angewandt mit
Z := Zy, € = * existieren zu jedem n € N Zwischenpunkte (£) und (n}),
sodass

$(Zns ) < 0T 1) < 5(Fs ) +

S(Zns 1) 2 0(Zus s ) 2 8(Zn, £) =+

Fiir n — oo folgt nach Sandwich-Lemma
lim o(Zy, i, f) = J*(f)
n—oo
Betrachte die ,,Mischfolge*
O'(vaglia f)? U(Znanli7 f)7 U(mel?v f)a e

Dies ist wieder eine Riemann’sche Summenfolge. Nach Voraussetzung ist
diese konvergent. Damit konvergiert auch jede ihrer Teilfolgen gegen den
gleichen Grenzwert. Insbesondere konvergieren damit die beiden Teilfol-
gen 0(Zy, &7, f) und o(Z,, &, f) gegen denselben Grenzwert. Folglich ist
J(f) = J*(f), d.h. aber f € R([a,b]).

O

5.1.12 Beispiel

b
Sei 0 < a < b. Betrachte f : [a,b] — R, z — 2 mit o # —1. Berechne [ f(z)dz
(da f stetig ist, gilt f € R([a,b])).

Betrachte dazu ¢, := T\‘/g . Zerlege das Intervall mittels |geometrischer Pro-

gression:
_ _ _ 2 _ n =b
a =g, T1 =(4n, T2 =0a4,, ..., Tp = aq,, =

Dann gilt fiir jedes k

n—oo

Tht1 — Tk = aqﬁ(qn -1)—0

Setze & = agt=1, dann ist

n—1
0(Zn, 68 ) =Y F(&Y) - agl(gn — 1)
k=0
n—1
=a(gn—1) ) (agh)* - q5
k=0
n—1
=a" (g — 1) > (g2t
k=0
1—(gath)™
= aa+1(qn — 1)1—7(12"'1

a+1
—a®tl. 1= b =1
a 1— q%+1
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Nun ist

T Sk S OSSR
a—11—gotl 251 —(a+ 1)z a
und damit
b
/xa dz = nhi& o(Zn, &1, f) = (ao‘+1 - bo‘+1) %1 = é . (ba71 - anrl)

a

5.1.13 Cauchy’sches Integrabilitidtskriterium

Der folgende Satz wurde in der Vorlesung an dieser Stelle nicht behandelt, wird
aber spdter in allgemeinerem Kontext wieder aufgegriffen.

Satz. Sei f : [a,b] — R beschrinkt. f ist Riemann-integrierbar genau dann,
wenn

VYe>0 36>0:|0(Z,¢,f) —U(Z,é,f)) <€ YZ,7Z Zerlegungen, |Z|,

A ‘ <46
Beweis.

= Sei also f € R([a,b]) und € > 0 gegeben. Angenommen es gibe zu jedem

n € N Zerlegungen Z,,, Z,, mit |Znl, Znl < %, aber

(2,6, 1) = 0(Zu 6, )] 2 €

fiir gewisse Zwischensummenfolgen (£"),, oy (5”) . Die Mischfolge
ne

(U(thlvf)’o-(Zlvglvf)ﬂj(ZQagQa f)v i )

ist eine Riemann’sche Summenfolge, die nach dem letzten Satz konvergiert.
Da R vollstandig ist, ist diese Folge eine Cauchy-Folge, d.h. insbesondere
miisste

0(Z0,€7, 1) = 0(Z0, €, )] < ¢

ab einem gewissen ng € N gelten, was der Annahme widerspricht. Also
muss das Cauchy-Integrabilitatskriterium erfiillt sein.

< Sei € > 0 gegeben. Sei 0(Z,,£", f) eine Riemann’sche Summenfolge. Nach
Voraussetzung gibt es ein § > 0, sodass

0(Z0n, ", f) = 0(Zn, €™, )| <€

wenn nur |2y, |Zn,| < 6. Da (Z,),cy eine Zerlegungsnullfolge ist, muss
dies ab einem ng € N gelten. Damit ist gezeigt, dass o(Z,,£&", f) eine
Cauchy-Folge ist, also konvergiert. Da die Folge beliebig war, folgt aus
dem letzten Satz die Integrabilitdt von f.

O
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5.1.14 Allgemeinere Alternativdefinition des Riemann-Integrals

Bemerkung. Satz zeigt eine Moglichkeit auf, das Riemann-Integral bzw.
die Riemann-Integrierbarkeit fiir nicht notwendig reellwertige Funktionen zu
definieren, da die zur Definition nicht notwendig die Ordnungsstruktur von R
ausgenutzt werden muss.

5.1.15 Integrierbarkeit komplexwertiger Funktionen

Beispiel: Komplexwertige Funktionen: Sei f : [a,b] — C beschriankt. Dann
kann man f in Real- und Imaginérteil zerlegen:

Re(f): [a,b0] = R Im(f): [a,b)] = R
z — Re(f(z)) z = Im(f(z))

Es ist also: f = Re(f) +1-Im(f).

Definition. f: [a,b] — C beschrinkt heifit Riemann-integrierbar, wenn Re(f)
und Im(f) integrierbar sind.

Alternativ kann man die Riemann-Integrierbarkeit iiber Riemann’sche Sum-
menfolgen definiert werden

Definition. f : [a,b] — C beschrinkt heifit Riemann-integrierbar, wenn jede
Riemannsche Summenfolge (0(Z,,,&}, f))n konvergiert.

Bemerkung. Beide Definitionen sind dquivalent, weil

0(Zn; &505 ) = 0(Zn, €1, Re(f)) +i0(Zn, &5, Im(f))

und eine Folge (cp), oy C C konvergiert, genau dann wenn (Re(c,)),cn und
(Im(cp)), ey konvergieren.

5.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals
5.2.1 Linearitit des Riemann-Integrals

Lemma 5.2.1. Seien f,g € R([a,b]), a,0 € R, dann ist - f + - g € R([a, b])

und
b b

[ @@+ sy s =a [ fa)de+ / glw) do

a a

D.h. R([a, b)) ist ein R-Vektorraum.

Beweis. Betrachte die Riemann’sche Summenfolge

n

0(Zn, &8 af + Bg) = > [(af (&) + Bg(&R)) - (x1 — zx-1)]

k=1
=) fE) - (wp—zra) + 8D 9(&R) - (xx —wp)
= k=1

1

Grenziibergang n — oo ergibt die Behauptung. O
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5.2.2 Erhaltung der Riemann-Integrierbarkeit
Satz 5.2.2. Seien f,g € R([a,b]), h: [a,b] — R beschrinkt. Dann gilt

i) Anderungen des Wertes von h an endlichen vielen Stellen 2 € [a,b] &n-
dert nichts an der Riemann-Integrierbarkeit der Funktion h; insbesondere
#ndern sich die Werte J,(h), J*(h) nicht.

ii) Wenn f(z) = g(x) fiir alle « aus einer in [a, b] dichten Teilmenge A, dann

ist b b
/f(m)dx:/g(m)dx

iii) Wenn ¢ : f([a,b]) — R lipschitz-stetig ist, dann ist auch @ o f € R([a, b]).
iv) |f|, 1 := max(0, f), f~ := min(0, f) und f? sind Riemann-integrierbar.
Falls | f(z)| > ¢ fiir alle z € [a, b] fiir ein § > 0, dann ist auch % € R([a,b)).

v) f-g, max(f,g), min(f,g) € R([a,b]).
Beweis.

i) Es geniigt zu zeigen, dass eine Anderung von h an einem einzigen Punkt
xo € [a,b] nicht den Wert von J,(h) verdndert. Definiere also

- {h(x), z € [a,b]\ {mo}

h(zo) +v, x=x

Dann dndert sich der Wert einer beliebigen Untersumme s(Z, h) von h ma-
ximal um den Wert | Z|, da sich die Anderung nur in einem Teilintervall
der Zerlegung auswirkt. D.h. es gilt

[s(2.7) ~ s(z.)| <712

Fiir eine Zerlegungsnullfolge (Z,) folgt

neN

Jo(h) = J.(h)| = lim |s(Zn,h) — s(Zn,h)| <0

n—oo

0<

also Ji(h) = J.(h).

ii) A ist dichte Teilmenge von [a,b], d.h. fiir alle € > 0 und x € [a, b] gibt es
ein g € A mit |z — z¢| < e. Es geniigt Riemann’sche Summenfolgen zu
betrachten, fiir die die Zwischenpunkte £ in A liegen:

U(Zn7£l?af) = '(xk_xszl)

B) (@ — 2p—1)

> FEn
k=1
Zg(fk)
k=1
= U(Zn7 fl?a g)

Fiir n — oo folgt die Behauptung.
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iii) Es wird das Riemann’sche Integrabilitiatskriterium angewandt. Sei dazu
e> 0.

 sei lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L > 0, d.h. es gilt

lp(f(@) —o(fW) < L-|f(x) = fly)] Y,y € la,b]

Sei I}, ein Teilintervall von [a, b]. Dann gibt es x,y € I mit

€

o(f(x)) > supp(f(Ix)) —

A(b— a)
PUIw) < mf () + g
Dann gilt
sup p(f(Iy)) — inf p(f(Ix)) < o(f(x)) — o(f(y)) + Q(bi o)
<L 17@) ~ S0+ 5oy
<L (sup S (1) —inf f() + 555 (1)

Da f Riemann-integrierbar ist, gibt es nach Riemann’schen Integrabili-
téatskriterium eine Zerlegung Z von [a, b] mit

S(Z.J) = s(Z.) < 37 (2)

Fiir diese Zerlegung gilt nun

S(Z,po f)=s(Z,po f) =" sup(po f)(Ix)|Ik] = Y inf(wo f)(I) | Tx]
k

k

= (sup(po f)(Ix) — inf(w o f)(I1)) [ 1]
k

E5Y (L (sup f(Tk) = inf (1)) + 55— a>) .

k

=L-(S(Z f)—s(Z,f)+

2
(<) I

€
— =€

£
2L 2
iv) Es reicht sich zu {iberlegen, dass ¢ : f([a,b]) — R definiert durch
o) =y, o(y) =y", w(y) =y~ bzw. p(y) =y* Yy e f([a,b])
lipschitz-stetig ist. Gleiches gilt fiir die Funktion
p: ]—00,8] U4, +oo][ — R
1

Y -

Y

mit L = 5% als Lipschitz-Konstante.
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v) Es gilt

(f+9°—(f—9)?
4

A-fog=(f+9>—-(f-9 e fg=

und

max(f,g) = f + (9 — f)*, min(f,g) = —max(—f, —g)
Mit Lemma und Punkt iv) folgt, dass die Funktionen integrierbar
sind.

O

5.2.3 Monotonie des Integrals

Lemma 5.2.3. Seien f,g € [a,b] — R beschriankt. Wenn f(z) < g(z) fir fast
alle z € [a, ], dann gilt

Jo(f) < Ju(g) und J*(f) < J*(9)

b b
@< [ g s
wenn f,g € R([a,b]).

Beweis. fiir das untere Riemann-Integral: Die Behauptung folgt sofort aus

S(Z.0) = Y inf f(I) 1] < 3 inf (1) || = s(Z.g)
k

insbesondere

k
fiir alle Zerlegungen Z von [a, b], geht man mit Z = Z,, fiir (Z,),,cy Zerlegungs-
nullfolge zum Grenzwert fiir n — oo {iber. O

5.2.4 Dreiecksungleichung fiir Integrale
Lemma 5.2.4. Fiir f € R([a,b] ist

/bf(a?)dw S/be(%)Olaj

Speziell gilt: Wenn | f(z)| < K fiir alle z € [a, b], dann gilt

b
/f(m)dng-(b—a)

Beweis. Nach Satz folgt aus f € R([a,b]), dass | f| € R([a,b]), und fiir jede
Riemann’sche Summenfolge gilt

|0 (Zn, &55 )| =

S rE ) = 2
k
<> FED @ =2
k
— 0(Zn, 8. 1f1)
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Fiir n — oo folgt die gewiinschte Ungleichung.
Der Zusatz folgt trivialerweise schon aus ([5.1.2)) und den Definitionen

b

/If(x)\dx < S(Z,1f1) < 5((a,0),|f]) = sup [f([a,b])| - (b —a) = K - (b—a)

a

O

5.2.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Satz 5.2.5. Es sei f € R([a,b]) und

b
1
= b_a/f(x)dx

der Integralmittelwert von f iiber [a,b]. Nun gilt

a) der Mittelwersatz der Integralrechnung

inf f([a,b]) < u(f) < sup f([a,b])
Insbesondere: Ist f stetig auf [a, b], dann existiert ein & € Ja, b[ mit f(§) =
u(f)-

b) und der erweiterte Mittelwertsatz der Integralrechnung:
Ist p € R([a,b]), p > 0, und gilt m < f(x) < M fiir alle z € [a,b], dann

gilt
/ dm</f dx<M/

Insbesondere gilt: Ist f stetig auf [a,b], dann existiert ein & € ]a, b[ mit

/bf(l”)p(l’) dz = f(¢) - /bp(x) dz

Beweis.
a) Es gilt
inf f([a,b]) < f(x) <sup f([a,b]) V€ a,b]
Mit Lemma folgt

(b—a) - inf f([a,B]) < / f(z)dz < (b—a) sup £([a, b))

Division durch (b — a) ergibt die Behauptung. Der Zusatz folgt aus dem
Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.
b) Es gilt also
mp(z) < f(z)p(z) < Mp(z) V€ a,l]
Aus der Monotonie und Linearitét des Integrals folgt erneut die Behaup-
tung. Den Zusatz erhélt man wieder durch den Zwischenwertsatz.

O
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5.2.6 Vertauschung von Limes und Integration

Es stellt sich wieder die Frage: Ist (f.),cy C R([a,b]) und konvergiert (f,),
punktweise bzw. gleichméfig gegen eine Grenzfunktion f auf [a,d], ist dann
f € R([a,b])? Wenn ja, gilt dann

b b b

lim [ fu(z)dz = / lim f,(z)dx = /f(a;) dz ?
Fiir punktweise Konvergenz sind die Fragen mit nein zu beantworten. Aber es
gilt der folgende

Satz 5.2.6. Seien (fy),cy C R([a,b]), (fn), auf [a,b] gleichméfig konvergent
gegen eine Funktion f. Dann folgt f € R([a,b]) und

b

b
nlirr;o fn(x) d:c:/f(x) dx

a

Beweis. Konvergiert (fy,), gegen f gleichméfig, so gilt
Ve>0 ngeN Vn>ng: |fu(z)— fx)]<e V€ la,b]
Sei also € > 0, und ng geméak dieser Aussage gewahlt. Es gilt somit
falx) —e< f(z) < fulz)+€ Va€la,bl, Vn>ng
Mittels der Monotonie der Unterintegrale laut Lemma [5.2.3] folgt

J(fn(x) =€) < Ju(f) < Ju(fu(@) +€)
Da f,(z) £ € integrierbar ist, folgt
b b
[h@dr-cb-a << [L@ard-0 =

a

b
/fn(ﬂf)dft—J*(f) <elb—a) Vn>ng =

a

b
lim [ fu(z)dx = J.(f)

n—oo
a

Dieselbe Argumentation fiir obere Riemann-Integrale liefert
b
lim [ fo(z)dx = J*(f)

a

und damit
b b

TP = (D)= 1 € Rlla.b) mit in [ fo(o)de = [ fla)da

a a
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Korollar 5.2.7. Sei (fy), ey C R([a,b]), S(z) = >"0" fn(x) gleichméRig kon-
vergent auf [a,b]. Dann ist S € R([a, b]) und

b b N w b
a/S(J;)dx:A}iinooa/;fn(x)dx:;a/fn(x)dx

5.2.7 Beispiel

Die Exponentialreihe ist gleichméiflig konvergent auf [a, b], weshalb gilt

n=0

0 prt+l e "
:;::O(n—&-l'_nz::o(n—kl)'

e b X n
=X

d.h.

5.2.8 Integrale iiber Teilintervallen
Satz 5.2.8. Sei f: [a,b] — K € {R,C} beschriankt, a < ¢ < b. Dann gilt:
f € R([a,b]) <= [ € R([a,c]) und [ € R([c,b])

In diesem Fall gilt

/bf(x)dxz/cf(m)dx+/bf(x)dx

Beweis. Sei (Zy,),,cyn Zerlegungsnullfolge, sodass jedes Z,, den Stiitzpunkt c ent-
hlt. Seien (Z})) oy und (22), <y die induzierten Zerlegungsfolgen von [a, ¢] und
[c, b]. Dann gilt

§(Zn, [) = 8(Zp, )+ s(Z3, f)
S(Zns ) = 8(Zy, )+ S(Z3, f)
also

O(Zn,f) O(Z3.1) O(Z%.1)
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wobei

n—oo

O(Zn, /) =30 <= |0(Z}, f) "= 0und O(Z2, f) =% 0]

5.2.9 Schreibkonvention fiir Integralgrenzen

Definition 5.2.9. Fiir a < b und f € R([a,b]) setze

/bf(x)dxz—/af(x), /Cf(x)dx:O Ve € [a,b]

Somit ist fur f € R([a,b]) und «, 3,7 € [a,b]
ey
fl@)de+ [ f(z)de+ | f(z)dz =0
« B Y

5.2.10 Integralfunktion
Satz 5.2.10. Sei f : [a,b] — K € {R,C} beschriankt und R-integrierbar,
¢ € [a,b].

F: [a,b)) = R

Diese Integralfunktion genannte Funktion ist lipschitz-stetig. Genauer:
Gilt |f(z)] < K fur alle x € [a, b] mit einem K > 0, dann gilt

|F(z) = F(y)| < K|z —y| Va,y€la,b]

Beweis. Es gilt fir y <z

F(z) - F(y)| = /f(t)dt S/If(t)\dtS/Kdt:K\xfyl

Yy

5.2.11 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Satz 5.2.11.

a) Sei f € R([a,b]) und stetig in zg € [a,b]. Dann ist F(z) = [ f(t)d¢ fir
alle ¢ € [a, b] differenzierbar in xy mit F’'(xq) = f(xo).

Es gilt also f € C%([a,b]) = F € C'([a,b]) mit F’' = f.
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b) Sei F : [a,b] — K € {R,C} differenzierbar und F’ € R([a, b]). Dann ist:

Beweis.

a) Sei zur Abkiirzung I, := [min {z, z¢}, max {z, 2o }| das Intervall zwischen
o und z. Es gilt

|Fmr—Fuw—fwwu—x@h:/fwdv3/f@ww

::/uw—ﬂm»w

< sup |7(0) = Jeo)l el =
P )| < sup 510 - S
0 tel,

Sei € > 0 gegeben. Da f stetig ist, gibt es ein 6 > 0, sodass fiir alle t € [a, ]
mit |t — x| < § gilt: | f(¢) — f(x0)| < €. Folglich gilt

F(z) - F

’(x)(xo)_f(xo)‘ <e Vz—ao| <6
T — X

und damit die Behauptung.

b) Sei (Z,),, ey Zerlegungsnullfolge mit Z,, = (a = x¢, 21, ..., T, = b). Dann
gilt fiir jedes n € N

n

F(b)—F(a) =Y (F(ax) — F(z-1))

k=1

Nach Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es also & € |xg—1, xg[ mit
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5.2.12 Stammfunktion

Definition 5.2.12. Sei J C R ein nicht-leeres Intervall, f, F': J — R. F heifst
Stammfunktion von f, wenn F auf J differenzierbar ist mit F’' = f.

Bemerkunyg.

1. Nach Satz folgt also:
Jede stetige Funktion f: J — R besitzt eine Stammfunktion. ‘

2. Eine Funktion G : J — R ist Stammfunktion von f: J — R genau dann,
wenn

G(x):/f(t)dt, z,c€J

Somit gilt: Integrale von Funktionen f € R([a,b]), die Stammfunktionen
besitzen, kénnen iiber diese berechnet werden:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) =: F(x)|"

Notation Ist G Stammfunktion von f, so schreiben wir

G(z) = /f(z) dz 4+ const

—_——

unbestimmtes Integral
Achtung. Stammfunktionen sind nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Bemerkunyg.

1. Eine Stammfunktion kann nich‘g immer explizit angegeben werden, be-
trachte zum Beispiel f(z) =e ™ Va eR.

2. Eine nicht-stetige Funktion besitzt im Allgemeinen keine Stammfunktion,
betrachte zum Beispiel die Heaviside-Funktion

H(z) := {17 z20

0, z<0

Sie ist R-integrierbar auf jedem Intervall [a,b] C R, besitzt aber keine
Stammfunktion, was man leicht durch den Zwischenwertsatz fiir Ablei-
tungen einsieht.

5.2.13 Allgemeines Taylor-Restglied

Satz 5.2.13. Sei J C R ein Intervall, f € C"1(J) fiir ein n € Ny und a,z € J.
Dann ist

x

f@ =t [ E o o

a

r Integralrechnun. (n+1) f
MWS de Izgalechung(fva)+f7'(®/<x_t)ndt
n:
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fiir ein £ € |min {a, 2}, max {a, z}|.

Beweis. durch Induktion iiber n.
n=0:

gilt nach Satz b).

n — (n+1): Sei x € J fest. Betrachte

Dann ist

T — n+1
F'(t) = ((n—i)l)' (1) — T

Integriert man auf beiden Seiten von a bis x

F(z) —F(a) = Rpt1(z) — Ry () =
e
Ro(z) = F(a) + Rpsa(2) Y
f(@) = Ta(f,a) = F(a) + Ry (2) =
f(@) =Tu(f,a) + F(a) + Rns1(z) =
f(x) =Thi1(f,a) + Rpyr()

5.3 Integrationstechniken
5.3.1 Partielle Integration
Satz 5.3.1. Sei I C R ein Intervall, f,g: I — K € {R,C} differenzierbar auf

I. Dann gilt:
/?uw@wwzﬂmmw—/fmmumx

b b
/ﬂmyquzﬂwamﬁ—/ﬁumme

Beweis. Folgt direkt aus der Produktregel: (f-g) = f'-g+g¢ - f. O

5.3.2 Substitutionsregel

Satz 5.3.2. Seien I,J C R Intervalle, ¢ : I — J differenzierbar, f: J — K €
{R, C} stetig und sei F' Stammfunktion von f. Dann gilt:
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SE) = )00 = [ 1@ del,_, = [ fel) 0

Ist zusétzlich ¢ streng monoton in I, dann existiert die Umkehrfunktion
¢~ ! und fiir t = o~ (z) gilt dann

[t@ae= [ sy soa,_, .,
i)

b B8
/ f(z)dz = / Fe(t) - () dt

mit o = ¢~ (a) und B = ¢~ 1(b), oder

b »(b)
[ #e@)-dwar= [
a »(a)

5.4 Uneigentliche Integrale

5.4.1 Motivation

Betrachte

fa) =+ o) =

Was ist [ f(z)dz und [ g(z)dz?

C

(o)

? 1
/f(x) da == lim ;da: = lim In|c| = 0
1

1

. [ 1 1
/g(w) dz = lim — dz = lim (1 - ) =
c—00 x
1

c—00 c
1
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Definition 5.4.1. Seia € R, f: [a,+o0o] — R mit f € R([a,c]) fiir alle ¢ € R,
c>a.

C
a) Wenn lim [ f(z)dz in R existiert, dann existiert (oder konvergiert) das
Cc— 00
a

sogenannte uneigentliche Integral

C

/f(:c) dz:= lim [ f(z)dz

Cc— 00
a

In diesen Fall heifft f uneigentlich R-integrierbar auf [a, +oo].

Falls lim [ f(z)dz nicht existiert, dann heift [ f(z)dz divergent.
€00 a a

b) Analog fiir j} f(z) dz fir eine Funktion f : ]—o0,a] — R mit f € R([e, a])
fiir alle ¢ <70Cf

c) Fur f : ]—o0,+o0o[ — R mit f € R([c,d]) fiir alle ¢,d € R, ¢ < d, heifst
ofo f(z)dx konvergent, falls f f(z)da und Tf(x) dz konvergent sind

a d
mit ¢ € R, d.h. falls lim [ f(z)dz und dlim J f(z)dz in R existieren
c——00 7, —00

fiir ein @ € R. In diesem Fall gilt

7f(x)dx::/af(a:)dx+7f(a:)dx

5.4.2 Beispiele

1.
/1 1 | c
—dr=lim [ —dz= lim In(z)|] = lim (In(c) —In(1)) = +oo
X Cc— 00 T Cc— 00 Cc— 00
1 1
2. - .
1 1 1| 1
/fdleim —dr=Ilm ——| =lm |[——+4+1]=1
xz c— 00 xz c— 00 €T 1 c— 00 C
1 1

(oo}
3. | wxdz existiert nicht (ist divergent), denn

— 00

22|° 2
/:de: lim zdr = lim 5 = liI_n (0—2):+oo

C——00 C——0O0
— 00 C
analog
oo
/o:dx = 400
0
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Achtung.

2 (&
lim [ xdx = lim T =0 Vec>0
c—00 c—oo 2
(oo}
Dies reicht nicht fiir die Konvergenz des uneigentlichen Integrals [ zdz

aus!

Bemerkung. Die bekannten Eigenschaften wie Linearitdt, Ordnungserhaltung
etc. ibertragen sich auf das uneigentliche Riemann-Integral. Sind zum Beispiel
f, g auf [a, +o00[ uneigentlich R-integrierbar und f(z) < g(x) fir alle z € [a, +o0],

dann gilt
[ @< [ gz

Klar ist auch: Wenn f : [a,400o] — R mit f € R([a,c]) Ve € R, ¢ > a,
dann konvergiert [ f(z)dz genau dann, wenn [ f(z)dx konvergiert fiir ein

a c
c € R, ¢ > a. und in diesem Fall ist

7f(a:)da:=/cf(x)dx+7f(a:)dx VeeR, c>a

5.4.3 Cauchy-Kriterium
Satz 5.4.2. Sei f: [a,+00] = R mit f € R([a,c]) Ve €R, c¢>a. Dann gilt

00 d
/f(x)dx konvergiert <= Ve >0 JA>a : /f(x)dx <e VA<c<d
a c

5.4.4 Beispiel

Sei o > 0. Behauptung;:

oo
in(t
/ SH;E ) dt konvergiert
1

Der Integrand ist stetig auf [1,00][, also R-integrierbar auf [1,¢] V¢ > 1. Be-
trachte fir d > ¢ > 1

d
/sin(t) gt — — cos(t)

te te

d
¢ B / —cos(t) - (—a) da N

ta+1

c
d

c

d

sin(t 1 1 1 1 1 1 2
/sm()dxg—+—+/ O e — .12

to c*  do tatl co + de do oo o
C
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Sei nun € > 0. Wahle A > 1 mit % < ¢, so folgt fiir alle d > ¢ > A:

5.4.5 Absolute Konvergenz

o0
Definition 5.4.3. Sei f : [a,00] — Rmit f € R([a,c]) ¢>a. [ f(z)dz heift
absolut konvergent, wenn [ |f(z)|dz konvergiert.

Satz 5.4.4. Ist f: [a,00] = R mit f € R([a,c]) ¢> a, so gilt

(o) o0
i) Ist [ |f(z)|dz absolut konvergent, dann ist [ f(z)dx konvergent.

ii) Wenn |f(z)| < g(z) Va € [a,00[ und [ g(z)dz konvergiert, dann kon-
vergiert auch [ f(z)dz (absolut) (Majorantenkriterium).

Beweis. mit Cauchy-Kriterium: Es gilt

| T f(@)de

< T 1f(2)] dw und

ii)

T 1/ () da

< T1f (@) dz < [ g(x) da.

5.4.6 Integralvergleichskriterium fiir Reihen

Satz 5.4.5. Sei f : [a,+0o[ — R monoton fallend mit f € R([a,c]) Ve > a.
Dann gilt

S i< [f@ar<Y 500 vnennza
n k=n

k=n-+1

Mit anderen Worten: Die unendliche Reihe und das uneigentliche Integral haben
das gleiche Konvergenzverhalten.
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5.4.7 Vertauschbarkeit von Limes und Integration

Satz 5.4.6. Seien f,,g: [a,4+00o[ = R mit f,,9 € R([a,c]) Ve¢>a,neN. Es
gelte zudem
[f(@)] <g(x) Vaela,+oo],neN ()

Wenn auferdem [ g(x) dz konvergiert und f,, — f gleichméRig auf [a,c] Ve >

a, dann existieren die uneigentlichen Integrale [ f,(z)dz und [ f(z)dz und es
a

gilt

lim fn )da = / flx

o0

Beweis. Da g alle f, majorisiert, folgt aus der Konvergenz von [ g(z)dz die
a
o0

(absolute) Konvergenz von [ f,(z)dz fiir alle n € N. Mit der punktweisen
a
Konvergenz f, — f auf [a, +o0o[ folgt aus (x) auch |f(z)| < g(x) VYV € [a,+00]

und somit nach dem Majorantenkriterium auch die Konvergenz von [ f(z)dx.
a

Weiter ist

oo
Da [ g(x)dx konvergiert, gilt

a

(o}

lim [ g(z)dx =0

Sei nun € > 0. Wahle ¢ > ¢ mit

oo

2/g(x)dx<§

c

c ist nun fest gewédhlt. Nach Satz iiber die Vertauschbarkeit von Limes und
Integration fiir eigentliche R-Integrale gilt

lim fn Ydz = / flx

n—oo
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Also existiert ein ng € N mit
/fn(w) — flx)dx| < g Yn > ng
Folglich gilt

/fn(x)dx—/f(x)dx <%—|—§:e Vn > ng

5.4.8 Uneigentliche Integrale unbeschrénkter Funktionen

Wie sieht es mit dem Fliécheninhalt unter dem Graphen unseres Eingangsbei-
spiels von 0 bis 1 aus?

1 1
1 ? 1 1

/—dx:;lim/—dx:hm 14+ -] =+
2 oS 22 ANYI) c

0 c

Definition 5.4.7. Seien a,b € R, a < b.
i) Sei f eventuell unbeschrénkt bei a, R-integrierbar auf [¢,b] Va < ¢ <b.

b
Dann heift das uneigentliche Integral [ f(z)dx konvergent, wenn
a
b
lim r)dx
tim [ 7(2)

in R existiert. In diesem Fall definiert man

b b

/f(x) dz = 3{1{11 f(z)dz

a C

b
Andernfalls heift [ f(x)dz divergent.
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b
ii) Enstprechend definiert man das uneigentliche Integral [ f(z)dz, wenn f

bei b unbeschrankt ist:

b c
/f(sc)dx ::li}rll)/f(x)da:

falls die rechte Seite existiert.
iii) Falls f bei a und b unbeschrénkt ist, f € R([¢,d]) Va < c¢<d <b, dann
b b
heift [ f(z)dax konvergent, falls fiir ein ¢ € | f f(z)dz und [ f(z)dx

a
konvergieren; in diesem Fall definiert man

/bf(x)dx ::/Cf(x)dx+/bf(x)dx

iv) Ist f auf ]a, c[ mit eventueller Ausnahme eines Punktes ¢ € |a, b[ definiert,
integrierbar auf jedem abgeschlossenen Intervall [d, e] C (Ja,c[\ {c}) und
b

bei ¢ unbeschrinkt, dann heift [ f(z)dx konvergent, falls [ f(z)dz und
a a

b
[ f(z) dz konvergieren. Dann ist

/bf(x)dx :/cf(:c)der/bf(:r)dz

5.4.9 Beispiele
1.

lim

1 ro1
= dr= = d
0/\/1—x2 ‘ c/lo/\/l—ac2 v
Substituiere = (t) = sin(t) (¢'(t) = cos(t)):

arcsin(c)

[
——dz / - cos(t
0/ b= arcsin(0) 'V 1 - Sln
arcsin(c) . arcsin(c)
= / eos )] -cos(t) dt = / 1dt = arcsin(c)
COs
0 0

Damit folgt

= lim arcsin(c)

1 T
/\/1—302 c /1 2
0

Das uneigentliche Integral ist also konvergent und gleich 7 /2.
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2. Sei a > 0.
1 1

1
/—dx—hm —d
xre c\\0
0 c
Fiir 0 < ¢ < 1 hat man
; 1 ln|:z:|\ a=1
_ — I 1
/a :1 , a#l
Folglich ist
400, a=1
. 1 1
hm/—dx: T 0<a<l1
c\0 xo o
c 400, a>1

Das uneigentliche Integral ist divergent fiir @ > 1, konvergent und gleich
= fir0<a<l.

3. Sei f: Dy =10,4\{3} =R, f(x) := = 3)2 Vx € Dy, so ist f stetig, in
jedem abgeschlossen Intervall C Dy R-integrierbar und in 3 unbeschréinkt.

Betrachte
1 ro 1 \[°
——dz =1 ——dx =1 — =
/(x—3)2 TEM) w3 T 1}%( x—3>0 e
0 0
Daraus folgt, dass f 3)2 dz divergent ist.
Achtung.
4
/ Ly 1\ Lo . 4
— Ar = —_ = - _— — _— = ——
(x —3)2 z—3/|, 4-3 0-3 3 3
0
ist falsch!

5.4.10 Integrand und Integrationsbereich unbeschrinkt

Bemerkung. Es sollte nun klar sein, wie die Konvergenz eines uneigentlichen
Integrals bei gleichzeitigem Auftreten von unbeschrianktem Integranden und un-
beschranktem Integrationsbereich definiert sind.

Beispiel
oo 1 00
1 1 1
— dx konvergent <= — dz und | — dx konvergent
¢ e e

1
J z% dx konvergiert fiir alle 0 < a < 1, aber es ist

&S]
1 xfaJrl

¢ c—otl
:lim<1 >:+oo Vo<a<l




o0
also ist [ x% dx divergent fiir alle o > 0.
0
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6 Topologische Grundlagen

6.1 Metrische und normierte Riaume
6.1.1 Normierte lineare Raume

Definition 6.1.1. Sei X ein {R,C} > K-Vektorraum. Eine Abbildung ||| :
X — R mit den Eigenschaften

i) ||z >0 Vze X und ||z]| =0 < x =0 (Definitheit)
i) la-z|| =la||lz]| VaeR,ze X (Homogenitét)
i) |l +yl <zl + lyll V, z,y € X (Dreiecksungleichung)

heifit Norm auf X; (X, ||-||) heift normierter linearer Raum.

6.1.2 Beispiele
1. X =R" n e N. Fiir alle 1 < p < oo definiert

1
n P
el = @y, . zn)ll, = (ZI%I”) »ow= (2., @) €RY
=1

eine Norm auf R", die sogenannte p-Norm (die Dreiecksungleichung folgt
direkt aus der Minkowski-Ungleichung). Im Spezialfall p = 2 erhélt man

||'IH2: a‘,’:(gj17,_,,1‘")€Rn

also die Standardnorm auf R"™, genannt die Euklidische Norm.
Ebenso definiert

2 = @1, o)l = X foil, @ = (21, 20) € R
ax,

eine Norm auf R™, die sogenannte Supremums- oder Maximumsnorm.

2. X =C(la,b])) ={f: [a,b] = R| f stetig} ist ein R-Vektorraum und

[flloo = max [f(t)], feX
t€la,b]

ist Norm auf X, die sogenannte Supremums- oder Maximumsnorm.
Auch

1
P

b
11, = /\f(t)Idt  fex

definiert fiir 1 < p < oo eine Norm auf X.
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6.1.3 Metrische Raume

Definition 6.1.2. Sei X eine nicht-leere Menge. Eine Abbildung d : X xX — R
mit den folgenden Eigenschaften

i) d(z,y) >0 Va,y € X und d(z,y) = 0 & 2 = y (Definitheit)
ii) d(z,y) =d(y,z) Vz,y€ X (Symmetrie)
i) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) VYz,y,z € X (Dreiecksungleichung)
heifit Metrik auf X; (X, d) heift metrischer Raum.

Wie im Skript zu Analysis I schon angemerkt, geniigt es bei der Definition
von Norm und Metrik jeweils in i) die Definitheit, d.h. ||z|| = 0 & = = 0
bzw. d(z,y) = 0 & x = y zu fordern. Die Nichtnegativitat folgt aus den drei
Gesetzen.

6.1.4 Beispiele

1. X =R, d(z,y) == |z —y| Vaz,y € Rist eine Metrik auf R. Allgemeiner:
Ist (X,||]|) ein normierter linearer Raum, dann definiert

d: XxX—R
(@, y) = flz =y

eine Metrik auf X. D.h. jeder normierte lineare Raum ist in natiirlicher
Weise auch ein metrischer Raum.

Andersherum kann man aus einer Metrik auf einem R-Vektorraum X eine
Norm zuriickgewinnen, falls gilt

e d ist translationsinvariant, d.h. es gilt
dlx —z,y —z) =d(z,y) Vz,y,2€X
e d ist homogen, d.h. es gilt
dlaz,ay) = |ald(z,y) VaeR, z,ye X
2. Ist 0 £S5 C X, (X,d) ein metrischer Raum, dann definiert

dsg: SxS—R
(z,y) — d(z,y)

eine Metrik auf S. dg heifit von d auf S induzierte Metrik (oder auch
Spurmetrik).

3. Sei () # X eine Menge. Dann definiert

d: XxX—R

0, z=y
(z,y) —
L, z#y

eine Metrik, die sogenannte diskrete Metrik auf X.
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6.1.5 Kugeln, Umgebungen, offen, abgeschlossen

Definition 6.1.3. (X, d) sei ein metrischer Raum, 2y € X.

i) Fir € > 0 heifst B.(zo) : {x € X | d(z,20) < €} offene Kugel mit Radius
€ um .

ii) U C X heikt Umgebung von z, falls ein € > 0 existiert mit B(xg) C U

NV

iii) O C X heift offen, wenn O Umgebung eines jeden Punktes x € O ist.

iv) A C X heifft abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

6.1.6 Beispiele

1. i) Betrachte X = R? mit do(z,y) = [z —y|l, Va,y € R, also der
durch die Euklidische Norm induzierte Euklidische Metrik.

B1(0) = {a: = (z1,m) € R? | (/a2 + 23 < 1}
ist die Einheitskugel in X = R?.

B.(0)

i) doo(z,9) = [l =yl

B:(0) = {x = (z1,22) € R?| max {x1,x2} < 1}
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i) di(z,y) = [lz —yl,

B1(0) = {z = (21,22) € R?*| |21 + |22 < 1}

-1

(In den Abbildungen gehoren die Rénder jeweils nicht zur Kugel.)

2. Die offenen e-Kugeln sind offen. Denn sei y € B(zg), dann definiere ¢j :=
d(y, o) < e. Mit ¢ := € — ¢ gilt fiir z € Bs(y)

d(zvx()) < d(zay) + d(y,iﬂo) <e—¢€ te=¢€
also Bs(y) € Be(zo).

3. Bezliglich der diskreten Metrik auf einer Menge X sind alle Teilmengen
von X sowohl offen als auch abgeschlossen.

4. In jedem metrischen Raum (X,d) sind () und X sowohl offen als auch
abgeschlossen.

6.1.7 Metriken induzieren Topologien

Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

i) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Teilmengen und der Durch-
schnitt von endlich vielen offene Teilmengen von X ist offen.

ii) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Teilmengen und der
Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmengen von X ist
wieder abgeschlossen.

Beweis.
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i)  — Seien O; offene Teilmengen von X mit I beliebige Indexmenge. Zu

zeigen ist

J0i =[O offen

iel
Sei dazu = € |JO;, dann existiert ein ig € I mit @ € O;,. Da O,
offen, existiert ein € > 0, sodass B.(xz) C O;, C |JO;, also ist |J O;
offen.

— Seien O4,...,0, endlich viele offene Teilmengen von X. Zu zeigen

1st "
ﬂ 0; = ﬂ O; offen
i=1

Sei dazu x € (O;, es ist dann x € O; Vi =1,...,n. Da jedes O;
offen ist, existieren

BQ(LL') QOZ Vi=1,...,n

Mit € := min ¢; folgt
=1 n

i=1,...,

Bz)CB.. CO; Yi=1,...,n =
Bf(x) C ﬂ Oz =
i=1
O; offen
i=1

ii) Folgt aus i) durch Komplementbildung:

i:U1Ai=X\ Q(X\Ai) QAiZX\ ieLJI(X\Ai)

offen offen

6.1.8 Beispiele

Der Durchschnitt von beliebig vielen offenen Mengen ist im Allgemeinen nicht
offen. Die Vereinigung von beliebig vielen abgeschlossenen Teilmengen ist im
Allgemeinen nicht abgeschlossen.

o O, :=]—21 Llist fiir jedes n € N offen, aber (| O,, = {0} ist nicht offen.
neN

o A, := [%,1] ist fiir jedes n € N abgeschlossen, aber J A, = ]0,1] ist

neN
nicht abgeschlossen.
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6.1.9 Metrische Riaume sind hausdorffsch

Lemma 6.1.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sind z,y € X, x # y, dann
gibt es Umgebungen U von z und V von y mit U NV = (.

Man sagt: ,Verschiedene Punkte besitzen disjunkte Umgebungen oder lassen
sich durch disjunkte Umgebungen trennen.“

Beweis. Seien z,y € X,z # y. Definiere dy := d(z,y) > 0, so sind U :=
B.(x),V :=B.(y) fir 0 < e < %0 disjunkte Umgebungen. O

6.1.10 Topologie

Bemerkung. Wenn X eine beliebige Menge ist, 7 C P(X) ein System von
Teilmengen mit

i) 0,XeT,

ii) Endliche Durschnitte und beliebige Vereinigungen von Teilmengen in 7
liegen wieder in 7.

dann nennt man 7 eine [Topologie|auf X (X, 7) einen topologischen Raum.
Die Mengen in 7 nennt man die offenen (Teil-)Mengen in X.

Eine Teilmenge U von X heifft Umgebung eines Punktes z € X, falls es
eine offene Teilmenge O € 7 gibt mit x € O C U.

(X,T) heiflt hausdorffsch| , wenn verschiedene Punkte disjunkte Umge-
bungen besitzen. Ein metrischer Raum ist also ein hausdorffscher topologischer
Raum.

6.1.11 Offene Mengen in TeilrAumen

Satz 6.1.5. Sei (S,dg) ein Teilraum des metrischen Raums (X, d). O C S ist
offen in (S,dg) <= 3O’ offen in (X, d) mit O = O’ N S. Eine solche Teilmenge
O von X heift relativ S-offen.

Analoges fiir abgeschlossene Mengen.

Beweis. Sei O’ C X offen mit O = O’ N S. Zu zeigen ist, dass O in (S, dg) offen
ist. Sei dazu x € O = O’ N S; da O in X offen ist, existiert ein € > 0 mit

BX(z) ={z € X |d(z,y) < e} C O =
BX(z)nScO'nS=0
{ye S|d(z,y) <e} CO
{yeSlds(z,y) <e} SO
BS(x) SO

t ¢

D.h. O ist offen in S.
Sei nun umgekehrt O offene Teilmenge von (5, dg). Dann gilt

VzeO Je>0: B (z)CO =

0= U Bi(az)z U (Bfi(x)ﬁS): (U Bi(m)) nsS
—_———

z€0 z€eO z€0
=:0’

O’ ist eine offene Teilmenge von X als Vereinigung offener Teilmengen. O
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6.1.12 Beispiele

Betrachte X = R ausgestattet mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y|, x,y €
R und S :=]0, 1] ausgestattet mit der Spurmetrik dg. Dann ist etwa

o A= [%, 1[ abgeschlossene Teilmenge in (S, dg) und
e O =10, ;[ offene Teilmenge in (S, ds).

Achtung. A ist nicht abgeschlossen in (X, d), nur relativ S-abgeschlossen.

6.1.13 Inneres, Abschluss, Rand; Hiufungs- und Beriihrpunkte
Definition 6.1.6. Sei (X,d) ein metrischer Raum, S C X.

i) Die Vereinigung aller offenen Teilmengen von S:

S=mt(S):= |J O

OCS offen

heiftt Inneres von S (S ist offensichtlich die grofte offene Teilmenge von

s).

ii) Der Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen von S:

S =cl(S) := N A

ADS abgeschlossen

heift abgeschlossene Hiille oder Abschluss von S (S ist offensichtlich
die kleinste abgeschlossene Obermenge von S).

iii) Der Rand von S ist definiert als S := S\ S. Ein Punkt s € S Rand-
punkt von S.

iv) s € S heifit innerer Punkt von S, falls ein € > 0 existiert mit B.(z) C S.

v) z € X heift Hiufungspunkt von S, wenn
Ve>0: Be(z)N(S\{z}) #0

vi) € X heifst Berithrpunkt von S, wenn

Ve>0: B(z)NS#0

Lemma 6.1.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum, S C X. Es gilt
i) S={ses|sinnerer Punkt}
ii) S = {s € s|s Beriihrpunkt von S}

ili) 0S5 = {s € s| s Berithrpunkt von S und von X \ S} und 95 ist abgeschlos-
sem.

Beweis.

i) ist trivial.
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ii) Sei M := {s € s| s Beriihrpunkt von S}. Zeige zunichst M C S:

Falls § = X ist nichts zu zeigen. Sei also # € X \ S. Da S abgeschlossen
ist, ist X \ S offen, d.h.

Je>0: B(z) CX\SCX\S

x ist also kein Bertihrpunkt von S, d.h. z € X\ M. Damit ist X\\S € X\ M,
also M C S gezeigt.

Zeige S C M: O.B.d.A. sei M # X. Sei z € S, dh. x € A fiir alle
abgeschlossenen Mengen A O S. Sei € > 0 gegeben. Angenommen z sei
kein Beriihrpunkt, d.h. B.(z) NS = 0, dann ist B.(z) € X \ S bzw.
S C X\ Be(z). X\ Bc(x) ist damit aber abgeschlossene Obermenge von
S, die = enthalten miisste, Widerspruch.

iii) Esist S =5\ S =9n (X \ S) und damit also Schnitt abgeschlossener

Mengen abgeschlossen. Der Rest der Behauptung folgt ebenso unmittelbar
aus dieser Darstellung.

O

6.2 Folgen und Konvergenz in metrischen Riumen
6.2.1 Konvergenz

Definition 6.2.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Sei (%), eine Folge in X und sei z € X. Dann heifit (2,,),, .y konvergent
gegen z in (X, d), wenn

lim d(x,,z) =0 &

n— o0

Ve>0 3dngeN : d(z,,z)<e Vn>ng

Notation:
Tp — T, Tp—x, (d=)limz, =z
d n—oo
(Tn),cy heilt konvergent, wenn 2 € X existiert mit 2,, — . Andernfalls
heift (z,,),cy divergent.

ii) Eine Folge (2y),,cy in X heift Cauchy-Folge in (X, d), falls

Ve>0 dngeN Vn,m>ng : dan, z,) <e€

Bemerkung.
1. Wenn (X, |[|-||) ein normierter linearer Raum ist, (z,),.y € X, z € X,
dann konvergiert (z,,),, oy gegen z in (X, ||-||) genau dann, wenn x,, — in

X beziiglich der von der Norm induzierten Metrik d. Notation: x,, ﬁ x.

2. In metrischen Rdumen (X, d) kann Konvergenz von Folgen dquivalent nur
mit Hilfe des Umgebungsbegriffs definiert werden:
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Ist (z),cn Folge in X und z € X, dann

Tn 2T & YU(z) InoeN:z,e€U(z) Vn>ng
wobei U(x) eine Umgebung von z bezeichnet.

Beweis. Es gelte zunéchst x,, el Sei U Umgegbung von x, dann existiert
ein € > 0 mit B.(z) CU. Da x, —a, existiert ein ng € N mit x,, € Bc(x)
fiir alle n > ng, also x, € U VYn > ng.

Die andere Richtung ist trivial, da B.(z) Umgebung von z fiir alle € >
0. O

Die Definition der Konvergenz mit Hilfe des Umgebungsbegriffs ldsst sich
auf allgemeine topologische Rdume erweitern.

3. Wie in Analysis I zeigt man, dass konvergente Folgen in (X, d) Cauchy-
Folgen sind:

Tn — = d(Xp, Tm) < d(xp, x) + d(,20) < 26 Vn,m > ng

fiir in Abhéngigkeit von € hinreichend grofs gewéhltes ng € N.

Aber: Im Allgemeinen sind Cauchy-Folgen in einem metrischen Raum
(X, d) nicht notwendigerweise konvergent.

6.2.2 Vollstindigkeit

Definition 6.2.2.

i) Ein metrischer Raum (X, d) heift vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
in X konvergiert.

ii) Ist (X, |]|) ein normierter linearer Raum und X beziiglich der von der
Norm induzierten Metrik d vollstandig, dann heift (X ||-||) Banachraum.

ili) Eine Teilmenge N eines metrischen Raums (X, d) heifit vollstdndig, falls
(N, dy) vollstiandig ist.

6.2.3 Beispiele

1. (R,]-|) ist ein Banachraum, da nach Analysis I Cauchy-Folgen in R kon-
vergieren.

2. (C([a,b]),]|l) (a,b € R,a < b) ist ein Banachraum.

Beweis. Es ist zu zeigen: (C([a,b]),d) ist vollstandig.

Sei dazu (fn), cy Cauchy-Folge beziiglich der d..-Metrik, d.h.

Ve>0 dng €N : doo(fr, frn) = Ifn — il <€ YR,mMm>n0 &
Ve>0 dngeN: m[a§]|fn(:z)ffm(x)|<e Yn,m>ny <
zE|a

)

Ve>0 FngeN: |fu(z)— fm(x) <€ Vn,m>mng, x € la,b]
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Dies ist aber das Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz der Funk-
tionfolge (fy), ey aus Analysis I, d.h. (fy) konvergiert gleichméRig ge-
gen eine stetige Funktion f auf [a,b], also

neN

Ve>0 FIngeN: |fp(z)— f(x)|<e Vn>ng, z€la,b <
Ve>0 dngeN: |fy—fllo<e Vn=>ng
und somit f, HT fin C(la, b)). O

oo

6.2.4 Konvergenz und Vollstindigkeit von R beziiglich p-Normen
Was ist mit (RY,[|-]|)?

Lemma 6.2.3. Sei X = RY N > 1 ausgestattet mit der p-Norm [, 1<p<

00), (Tn),eny € X, x € X. Dann gilt

i) (#3),cy ist Cauchy-Folge in (RY, I1,) = (zni) Cauchy-Folge in

neN

(R,]-]) fiir alle¢ =1,...,N.
i) xn‘T zin RV — mmnxz inR firallei=1,...,N.
(Dabei bezeichnet z = (z1,...,zyx) und x,, = (Tn1,-.-, Tny)-)

Beweis. Voriiberlegung: Ist z € RV, 1 < p < oo, dann gilt fiir allei = 1,..., N:

N s
|zi] < <le’i|p> = [,

IA
—~
e

P
|
=B
o
S M
El
~_
he]
~
=
Il
S
=
P
L
o
P
Bl
~__
S
~_
3 =
Il
=
SIC
B
8

Dai=1,..., N beliebig, folgt
[2]loe < llzll, < N7 -zl
Zum eigentlichen Beweis:
i) Sei zuniichst Cauchy-Folge in (R, [z,). Es gilt fir alleé =1,..., N
i = Tmil < [l2n — Tl < llan — xm”p Vn,meN

wonach sofort folgt, dass (x,,;)
Sei (2n;)

nen Cauchy-Folge in (R, |-[) ist.
nen fir jedes i =1,..., N Cauchy-Folge, d.h. es gilt

Vi=1,...,N Ve>0 3TIng(i) eN : |zp; —Tmi| <€ Yn,m > ng(i)
Bei gegebenen € > 0 folgt fiir ng := max;=1,... n no(%)

|Tns — Tyl <€ Vn,m>ng,i=1,...,N

d.h. ||z, — 2 < € fiir alle n,m > nyg, also ist (v,), .y Cauchy-Folge in
RY beziiglich ||z . Aus der Voriiberlegung folgt die Betrachtung auch
flir 1 <p< co.
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ii) verlduft analog.

Korollar 6.2.4. Fiir N > 1,1 < p < oo ist (RY, [[I],,) ein Banachraum.

Beweis. Sei (), Cauchy-Folge in (RY, []l,)- Nach Lemma ist (zn;),cy
Cauchy-Folge in R fiir jede Koordinate i = 1, ..., N, also wegen der Vollstandig-

keit von (R, |-|) konvergent. Wieder nach Lemma konvergiert also (x,),cy. O
Merke: Konvergenz in R ist ,koordinatenweise Konvergenz®..
Bemerkung. Zwei Normen |||, , |||, auf einem Vektorraum X bezeichnet man
als dquivalent, falls ¢,d > 0 existieren mit
c-lzlly < llelly <d-flzf, vVoeX
Sind ||| , [|-||, &quivalente Normen auf X, dann besitzen (X, ||z||,) und (X, ||z||,)

die gleichen Cauchy-Folgen und die gleichen konvergenten Folgen, d.h. (), ¢y
ist Cauchy-Folge/konvergent in (X, [|-|;) <= (z4),cy Cauchy-Folge/konvergent
in (X, [|[],)-

Wir haben also gesehen: Alle [|-|| -Normen auf RY 1 < p < oo sind dquiva-
lent.

6.2.5 Charakterisierung topologischer Eigenschaften iiber Folgen

In metrischen Rédumen kénnen topologische Begriffe wie Haufungspunkt, Be-
rithrpunkt, abgeschlossene Hiille etc. mit Hilfe von Folgen beschrieben werden.

Lemma 6.2.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum, S C X.

i) z € X Haufungspunkt von S <= es gibt eine Folge (2,,),c € (5\ {2})
mit x,, 7 x.

ii) € X Beriihrpunkt von S <= es gibt eine Folge (), .y € S mit

Xy — L.
"

iii) S = {x €X |3 (2n),en €S & Tp 73:} Insbesondere gilt:

S ist abgeschlossen <= V (z),cy €5 @ 2y —TE X=ze€f

D.h. S ist folgen-abgeschlossen.

Beweis.

i) Sei x € X Haufungspunkt von S, d.h.

Ve>0: Be(z)N(S\{z}) #0 =
VneN: Bi(z)n(S\{z})#0
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Wiihle also fiir jedes n € N ein 2, € B1 ()N (S \ {x}). Dann ist (z,),,.y €

(S\ {z}) und d(z,,2z) <+ VneN, also z, — .

Sei nun (z,),cy € (S\ {z}) mit Ty — T Sei dann € > 0. Da :z:n?d,

existiert zu jedem € > 0 ein ng € N mit z,, € Bc(z) fir alle n > ng. Da
€ (S\ {z}) fir alle n € N, folgt B.(z) NS # 0 fiir alle n > ny.

ii) verlduft analog.

iii) Die Mengengleichheit folgt aus Lemma und ii), der Zusatz aus S
abgeschlossen <= S =S und der Mengengleichheit.

O

6.2.6 Abgeschlossene Teilrdume vollstédndiger Rdume sind vollstan-
dig
Satz 6.2.6. Sei (X, d) vollstdndiger metrischer Raum und S C X. Dann gilt:
S ist vollstandig (d.h. (S, dg) ist vollstdndig) <= S ist abgeschlossen.

Beweis.

= Es geniigt nach Lemma ili) zu zeigen, dass S folgen-abgeschlossen

ist. Sei also (z,),cy € S mit 2, — . Als konvergente Folge ist (zr,),cy

Cauchy-Folge in (X,d). Da (z,),cy € S, folgt, dass (x,),cy auch in
(S,dg) Cauchy-Folge ist. Nach Voraussetzung ist (S, dgs) vollstindig, also
Ty d—> y € S. Damit gilt aber auch z,, 7Y und da der Grenzwert eindeutig

ist also x =y, d.h. x € 5. S ist folghch folgen-abgeschlossen.
< Sei (), ey Cauchy-Folge in (S,ds). Damit ist sie auch Cauchy-Folge in

(X,d). Da (X,d) vollstédndig ist, konvergiert (z,), .y gegen ein x € X.
Und weil S folgen-abgeschlossen ist, folgt € S, womit sofort x,, 7 es
S

abfallt.

6.2.7 Banach’scher Fixpunktsatz

Satz 6.2.7. Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum (X #0), T: X — X
eine kontrahierende Abbildung, d.h.

J0<qg<1:d(T(),T(y) <q-d(z,y) Va,yeX

Dann gilt:

i) Es existiert genau ein Fixpunkt & € X : T(z) = &.

ii) Fiir alle 29 € X gilt: Die Folge (2,),cy, rekursiv definiert durch x,,1 :=
T(x,) Vn > 0, konvergiert gegen & in (X,d) und es gilt die folgende
Fehlerabschéatzung

n

1—g¢

d(zn, ) < ~d(xg, 1) Vn>2
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Beweis. Eindeutigkeit des Fixpunkts: Angenommen, & und § € X sind Fix-
punkte von T'. Dann gilt

d(z,9) =d(T(2),T(2)) < q-d(2,9) © d(&,9) =02 =7
Zur Existenz: Sei zg € X, 41 :=T(z,) Vn € Ny. Dann gilt
A Xp, Tpt1) < q" - d(zg,21) n>1
Beweise dies duch vollstédndige Induktion: Fiir n = 1 gilt
d(x1,29) = d(T(x0),T(21)) < q-d(zo, 1)
Induktionsschritt n — n + 1:

(@41, Try2) = d(T(2n), T(Tn41))
S q - d({En, (En+1)
v
< q-q" - d(wo,x1) = " - d(wo, 71)
Somit folgt fiir beliebige n, k > 1

d(xwu xn+k) < d(iEn, $n+1) +...+ d($n+k_1, xn-{-k)
< g d(wo,w1) + ...+ ¢ d(wo, 31)
=q"- (1 +...+ qkfl) ~d(xg,x1)

oo
<q"- Zqi ~d(zo, 1)
i=0

1 n—oo

. 177(] 'd(l'(),l']) — 0

Somit ist gezeigt, dass (v,,),, .y Cauchy-Folge ist. Da (X, d) vollsténdig ist, kon-
vergiert (z,,),cy gegen ein & € X.
Durch Ubergang zum Limes fiir £ — oo in obiger Ungleichung erhilt man

n

q

d(zn, &) < 7 .

~d(zg,x1) Vn>1

Hierbei wurde benutzt, dass d(,, Tpir) — d(zn,2); dies folgt sofort aus der
Dreiecksungleichung;:

‘d(x’ru xn—i—k) - d(xn; i‘)| S d(xn—i-k) i‘)
Es bleibt zu zeigen, dass & Fixpunkt von T ist. Betrachte dazu

d(2,T(2)) < d(&, Tps1) + d(zns1, T(E))
:d(xaxn+1)+d( ( )7T(i'))

Also ist d(&,T(2)) =0, d.h. & = T(&). O

Bemerkunyg.
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1. Auf die Voraussetzungen, dass 0 < ¢ < 1 kann nicht verzichtet werden. Ist
q =1, so besitzt f: X — X im Allgemeinen keinen Fixpunkt. Betrachte
zum Beispiel

fiR=R z—ax+1 =
lfl@) = fWl=le+1-y—-1=1-|z -y Vz,y €R

aber f besitzt natiirlich keinen Fixpunkt.

2. Auch die Vollstédndigkeit ist essentiell. Betrachte beispielsweise X = R\ {0}
ausgestattet mit der von R induzierten Standardmetrik, und

f: R\ {0} - R\ {0}, x»—>§ =
@ - i@l =52 =3 -yl VoyeRr\{o}

f ist also kontrahierend, besitzt aber keinen Fixpunkt.

3. Die Voraussetzung, dass T kontrahierend ist, kann aber durch die all-
gemeinere Voraussetzung ersetzt werden, dass 7% kontrahierend ist fiir
ein k£ € N. Denn dann gibt es nach Fixpunktsatz genau ein £ € X mit
f™(&) = &. Damit gilt

d(f (&), &) = d(f(f™(2)), ™ (£))
= d(f™(f(2)), [ (%))
< q-d(f(2),2)

)=0< f(Z) = Z. Zur Eindeutig-
keit betrachte man 2’ € X mit f(z’) = 2’. Dann gilt

d(a',2) = d(f(2'), f(2)) = ... = d(f"(2'), [ (%)) < q-d(2, 2)

also d(z/,%) = 0 und damit 2’ = 2.

6.3 Kompaktheit
6.3.1 Definition
Definition 6.3.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum, S C X.

i) Eine Familie/ = (U;),.; von offenen Teilmengen von X, die S iiberdecken,
d.h. S € U;¢; Ui, heikt offene Uberdeckung von S.

Eine Familie V heiftt Teiliiberdeckung von S beziiglich ¢/, wenn V C U
und S C UUiev Ui, d.h. es existiert K C I, sodass S C ;¢ Us-

Die Teiliiberdeckung V heiftt endlich, wenn K endlich ist.

ii) Die Teilmenge S heift kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von S
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

iii) S heiRt relativ kompakt, wenn S kompakt ist.
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6.3.2 Beispiele

1. Sei (X, d) ein metrischer Raum, (z,),.y € X, € X mit z, — . Dann

ist S := {z, | n € N} U{z} kompakt.

Beweis. SeiUd = (U;),; eine offene Uberdeckung von S, also S C ;. Us.
Insbesondere gilt
T e U U;

iel
dh. Jigel : x € U;,. Dax, —z und U;, offen gibt es ein ng € N
Tn € Uio Vn Z no

Seien U;,,...,U; = die offenen Mengen, die die endliche vielen Folgen-

ing
glieder zi,...,z,,—1 enthalten. Dann ist V = {U,'l,...,UzvnO , Uio} eine
endliche Teiliiberdeckung von S. O

2. Sei X = R, S = N ausgestattet mit der Standardmetrik. S ist nicht
kompakt, denn

ist offene Uberdeckung von S, die keine endliche Teiliiberdeckung von S
enthalt.

6.3.3 Kompaktheit und Abgeschlossenheit

Satz 6.3.2. Sei (X, d) eine metrischer Raum, S C X.

i) Wenn S kompakt, dann ist .S abgeschlossen und beschrinkt, wobei S C X
beschriankt heiflt, wenn der Diameter oder Durchmesser von S

diam(S) = sup {d(z,y) |z,y € S} <o (S #0)
Fiir S = ( definiert man diam(0) = 0.

ii) Abgeschlossene Teilmengen eines kompakten metrischen Raums sind kom-
pakt.

Beweis.

i) Sei S kompakt.

Zur Abgeschlossenheit: Zeige X \ S ist offen. O.B.d.A. ist X \ S # ). Sei
dann x € X \ S. Bestimme nun € > 0 mit B.(z) C X \ S.

Bemerke dazu, dass zu jedem k € S ein ¢ > 0 existiert, sodass B.(k) N
B, () = 0 (denn (X, d) ist hausdorffsch, d.h. verschiedene Punkte kénnen
durch disjunkte e-Kugeln getrennt werden). Dann gilt

Sc | Ba(k)

keS
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dh. U = (B, (k))es ist eine offene Uberdeckung von S. Da S kompakt
ist, existieren kq,...,k, € S, sodass

S - CJ Béki(ki)

i=1
Setze dann € := min;—; ., €,. Klar ist dann:
B, (ki)NBe(z)=0 Yi=1,...,n
also SN B(z) =0, d.h. B(x) € X\ S. Daz € X\ S beliebig war, ist
also gezeigt, dass X \ s offen ist.
Zur Beschrianktheit: O.B.d.A. sei S # (). Sei zp € S, dann gilt
S € [ Bulao)
neN

d.h. U = (B, (20)),,cy ist offene Uberdeckung von S. Da S kompakt ist,
besitzt U eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. aber gerade, dass ein ng € N
existiert mit S C B, (x). Somit folgt
diam(S) = sup {d(x,y) | z,y € S} < 2ng
d.h. aber gerade, S ist beschrankt.
ii) Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Sei S eine abgeschlossene Teil-
menge von X. Zeige: S ist kompakt.
Sei dazu U = (U;),.; eine offene Uberdeckung von S, d.h. S C J;c; Us.
Da S abgeschlossen ist, ist X \ S offen, also ist
U= (Ui U{X\ 5}

eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, besitzt U eine endliche
Teiliiberdeckung

{Ui,..., Ui, , X\ S} : X C | JU;, u{X\ S}
k=1
Dann ist aber {U;,,...,U; } eine endliche Teiliiberdeckung von S.

6.3.4 Folgen-Kompaktheit

Satz 6.3.3. Sei (X, d) eine metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
i) S ist kompakt.
ii) Jede Folge in S hat einen Haufungspunkt in S, wobei € X Haufungs-
punkt von (z,),.y € X
<~ :Ve>0 VmeN In>m: dz,,z)<e
( <= in jeder e-Kugel liegen unendlich viele Folgenglieder von (), cy

<= es existiert eine Teilfolge von () die gegen = konvergiert.)

neN>»

iii) S ist folgen-kompakt, d.h. jede Folge in S besitzt eine in S konvergente
Teilfolge.

Beweis. Die Aquivalenz zwischen ii) und iii) zeigt man wie in Analysis I.
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i) = ii) Angenommen, ii) gilt nicht, dann existiert eine Folge (yn), oy in S,
die keinen Haufungspunkt in S besitzt, d.h.

VseS Jes>0 dmeN Vn>m : y, & Be(s)

Da S C |J,cg Be. (s) und S kompakt, existieren sy,. .., s, € smit S C U, Be,(s:).
S enthélt unendliche viele Folgenglieder von (y,),, oy, die Vereinigung auf der
rechten Seite aber nur endliche viele, Widerspruch.

ii) = i) Zu zeigen ist: Jede offene Uberdeckung U = (U;),.; von S besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung.

1. Schritt: Zeige zunéchst, dass S durch endlich viele e-Kugeln iiberdeckt
werden kann

Ve>0 dzg,...,z,m, €5 : SC UBE(%‘)
i=0
Teilmengen S C (X, d) mit dieser Eigenschaft heifien totalbeschrinkt. Klar
ist:

S kompakt = S totalbeschréankt = S beschrénkt.

Die umgekehrten Implikationen gelten im Allgemeinen nicht.

Zeige also die Totalbeschranktheit von S. Angenommen, S sei nicht to-
talbeschrénkt. Dann existiert ein € > 0, sodass S nicht durch endlich vie-
le e-Kugeln iiberdeckt werden kann. Sei xg € S. Insbesondere existiert dann
x1 € S\ Be(zp). Wiederum iiberdeckt B.(zg) U B(x1) nicht S, d.h. es existiert
29 € S\ (Be(xo) U Be(x1)) usw.

So finden wir induktiv eine Folge (2,,),cy € S mit der Eigenschaft x,,, €
S\U/_o Be(z;). Nach Voraussetzung besitzt (2,),,cy einen Hiufungspunkt = €
S. Insbesondere liegen in der Kugel Bg (z) unendlich viele Folgenglieder, etwa
(%n, ), Folglich gilt

d(xp,,xn,) <€ Vi keN

Andererseits gilt nach Konstruktion der Folge (), cy

ZTpn, € Be(zn,) VI>k

also d(zy, ,xn,) > € VI >k, Widerspruch. Die Menge ist also totalbeschrénkt.

2. Schritt: Angenommen, S ist nicht kompakt, d.h. es existiert eine offene
Uberdeckung U = (Ui);cr von S, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Da S totalbeschrinkt ist, wissen wir, dass Vk € N S durch endliche viele
offene Kugeln mit Radius % iiberdeckt werden kann. Fiir jedes k € N gibt
es also eine Kugel B 1 (zx), xx € S, die nicht durch endlich viele der Mengen
U, iiberdeckt werden kann. Nach Voraussetzung besitzt die so gefundene Folge
(1) ey € S einen Haufungspunkt & € S.

Da U Uberdeckung von S, existiert ein ig € I mit & € Ui,- Ui, ist offen, also
existiert ein € > 0 mit Bc(Z) C Uy,. Da & Haufungspunkt von (x3), .y ist, gibt
eseinn € N, n > %, sodass z,, € Bg (). Fir dieses n gilt

B (l‘n) g Be(-%) g Uio

1
n

53



weil fiir alle © € Bi(x,) gilt

D.h. aber, dass Bi(x,) durch endlich viele der offenen Mengen U; iiberdeckt
werden kann, Widerspruch. O
6.3.5 Satz von Heine-Borel

Satz 6.3.4. Sei X = RY fiir N > 1 mit d als euklidischen Metrik auf X (oder
einer der dquivalenten Metriken d,, fiir 1 <p < oo0) und A C X. Dann gilt

’ A kompakt <= A beschriankt und abgeschlossen. ‘

Beweis. Die Hinrichtung gilt nach Satz in jedem metrischen Raum.
Sei also A beschrankt und abgeschlossen. Zeige: A ist folgen-kompakt. Sei
dazu (2,,),cy € A; A ist beschrinkt, also ist (z,,),cy beschrénkt, d.h. 3M > 0:

N

Vi=1,...,N ) 2
|Tni — 215] < Z|xm-—x1i| =da(zp, 1) <M VneN
=0

Also ist jede Komponentenfolge (), cy beschriankt in R. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafs besitzt jede Komponentenfolge also eine in R gegen ein %; €
R konvergente Teilfolge. Nach Lemma folgt also

xnkijfc:(fl,...,x}v)eRN

Da A abgeschlossen ist und (2., ),cy € 4, folgt & € A. Somit ist gezeigt, dass
(%p),,cn eine in A konvergente Teilfolge besitzt. Also ist A folgen-kompakt, und
damit kompakt. O

6.3.6 Beispiele
1. Abgeschlossene Quader der der Form
[a1,b2}X[az,bg]x...x[aN,bN] = {l‘ GRN \al <z; < bi Vi= 1,...,N}

flir a;,b; e RVYi=1,..., N sind kompakte Teilmengen in (RN, d2) mit dy
euklidische Metrik.

2. Sei X = R mit d definiert durch d(z,y) = l‘f‘;ﬁ'yl Vz,y € X als Metrik

ist beschrénkt, da d(x,y) <1 Vaz,y € R. Aber X ist auch abgeschlossen,
trotzdem ist = nicht kompakt.

6.3.7 Kompaktheit impliziert Vollstindigkeit

Satz 6.3.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum, S C X. Ist S kompakt, so ist S
vollsténdig.
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Beweis. Sei (), € S eine Cauchy-Folge. Da S kompakt ist, existiert eine
Teilfolge (2n, ey die in S gegen ein 2 € S konvergiert. Wie in Analysis I folgt
dann, dass die gesamte Folge gegen x konvergiert:

Sei € > 0. Da (2,),,cy eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ng € N, sodass

A(Tpy Tin) < Vn,m > ng

DN

Da z,, — =z, existiert ein kg € N, sodass
d

d(xp,,,x) < VEk>ky

N o

Fiir alle n > max {ng, ng, } gilt also

d(zp,x) < d(zp, xn,) +d(@n,,z) <€
—_———— N——

<3 <3
vV k2>ko,n=>no

6.3.8 Verallgemeinerung von Heine-Borel

Satz 6.3.6. Sei (X,d) ein metrischer Raum, () # S C X. Dann gilt

’ S ist kompakt <= S ist vollstindig und totalbeschrankt.

Beweis. Die Hinrichtung wurde im vorherigen Satz gezeigt.

Sei S also vollstdndig und totalbeschréankt. Zeige, dass S folgen-kompakt ist.
Sei dazu (yn),cy eine beliebige Folge in S. Da S totalbeschrénkt ist, kann S
fiir jede k € N durch endlich viele offene Kugeln mit dem Radius % iiberdeckt
werden.

Zu jedem k € N existiert dann eine Kugel B%(xk), zp € S, die unendlich
viele Folgenglieder von (yy,),, oy besitzt. Genauer: Fiir k = 1 existiert eine Kugel
Bi(x1), x1 € S, sodass unendlich viele Glieder, also etwa die Teilfolge

(yln)neN = (yll,y127 e Yip, - )

in By(z1) liegt. Fiir k = 2 gibt es eine Kugel B (x2), sodass unendliche viele

Glieder von (y1,,) also etwa die Teilfolge

neN?
(an)neN = (y217 y227 ERR ) y?na . )

in By (x2) liegt usw.
So erhalten wir induktiv Kugeln B1 (7x) und Teilfolgen (yn, ) ey Mit (Yn, ), €
Dann gilt

B (). Betrachte nun die Diagonalfolge (yn,,),en-

fir alle £ € N und (yn,,),cy ist eine Cauchy-Folge in S, denn zu € > 0 wihle
k € N mit % < 5, damit gilt

V?’L, m > k : d(ynnvymm) < d(ynnawkr) + d(.’L‘k, ymm) <e€
—_——— ———

<% <%



Klar ist auch, dass nach Konstruktion (yn,),cy Teilfolge von (y,),cy ist. Da
S nach Voraussetzung vollsténdig ist, ist (¥n,,),cy in S konvergent. Damit ist
gezeigt, dass (yYn),cy eine in S konvergente Teilfolge besitzt, also ist S folgen-
kompakt. [
6.4 Zusammenhang

6.4.1 Erinnerung: Intervalle

I C R heiftt Intervall, wenn gilt
Ve,zel,yeR: x<y<z=yel
Beispiele von Intervallen in R:

0, R, {z} (z €R),
la,b={x €eR|a <z < b}, [a,b) ={r eR|a <z <b}
[a,b={zx eR|a <z <b}, la, b ={x € R|a <z <b}

6.4.2 Topologische Charakterisierung von Intervallen
Fiir I C R ist dquivalent:
i) I ist ein Intervall.

ii) @ und I sind die einzigen Teilmengen von I, die in (I, dy) sowohl offen als
auch abgeschlossen sind.

Beweis.

< Beweis durch Kontraposition: Sei I sei kein Intervall, d.h.
de,zel,yeR:z<y<zundy &l

Setze B:={a €1 |a<y}. Danngilt B+# 0, weilz € B, BC I, 2 ¢ B.
Weiterhin gilt:
B = Im]_ooay[: Im}_oo7y]

also ist B offen und abgeschlossen in I gleichzeitig, also gilt i) nicht.

= Sei [ ein Intervall, ) # B C I. Zeige: B ist nicht zugleich offen und
abgeschlossen. Da B # (), existiert ein x € B; da B # I, existiert ein
z€ I\ B,oB.dA. <z Setze

y:=sup{a € Bla< z}

Dann gilt: © <y < 2. Da z,z € I und I ein Intervall ist, folgt y € I.
Ist y € B, so ist y < z und ]y, z2[ N B =, also ist B nicht offen.
Ist y &€ B, so kann B nicht abgeschlossen sein.
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6.4.3 Definition
Definition 6.4.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) X heift[zusammenhingend, wenn () und X die einzigen Teilmengen von
X, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

ii) Y C X heifst zusammenhéngend, falls (Y, dy) zusammenhéngend.
Bemerkung. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind dquivalent:

i) X ist zusammenhéngend.

ii) X kann nicht als Vereinigung disjunkter, nicht-trivialer offener Teilmengen
von X geschrieben werden. Das heifit, wenn A, B offene Teilmengen von
X sind mit ANB=0und AUB = X, soist A =0 oder B = 0.

iii) Fiir alle Teilmengen @ # A C X gilt 0A # (.
Beweis.

i) = ii) Angenommen X kann als Vereinigung disjunkter, nicht-trivialer offener
Teilmengen A, B geschrieben werden, dann ist A = X \ B zugleich offen -
nach Voraussetzung - und abgeschlossen, weil B offen ist. Also ist X nicht
zusammenhangend.

ii) = i) Angenommen X ist nicht zusammenhéngend, dann gibt es eine offene und
abgeschlossene Teilmenge () # A C X. Aber dann ist auch ) # (X\A) # X
offen und abgeschlossen, und natiirlich AU(X \ A) = X.

i) < iii) X ist zusammenhingend genau dann, wenn () und X die einzigen Teil-
mengen von X sind, die zugleich offen und abgschlossen sind. Die ist dqui-
valent zu: Fiir alle Teilmengen ) # A C X ist A verschieden von A, also

OA=A\ A+
O

6.4.4 Vereinigung zusammenhingender Mengen

Satz 6.4.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

i) Ist (A;);c; eine Familie zusammenhéngender Teilmengen von X und ist
MNicr Ai # 0, dann ist auch (J,;.; A; zusammenhéngend.

ii) Wenn A zusammenhingende Teilmenge von X, dann ist auch A zusam-
menhangend.

Beweis.

i) Angenommen | J;; A; sei nicht zusammenhéingend, d.h. es gibt eine offene
und abgeschlossene Teilmenge ) C A C |J;c; Ai. Dann gibt es ein ¢ € T
mit @ C (AN A;) C A;, womit eine nicht-triviale offene und abgeschlossene
Teilmenge von A; gefunden ist. Denn wire (ANA;) = A; oder (ANA;) =0
fiir alle ¢ € I, dann wére entweder A = (J,.; A, was ein Widerspruch ist,
oder es gilte AN A; = A; und AN A; = 0 gleichzeitig fiir bestimmte
i,jel, also A;NA; C AN A; =0, womit dann folgt

(Ai=0

el
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ii) Sei ) # B C A eine Teilmenge von A, die zugleich offen und abgeschlossen
ist. Wiare BN A = (), so wire A echte Teilmenge von A\ B. Da B offen
ist, ist A\ B = AN (X \ B) als Durchschnitt abgeschlossener Mengen
abgeschlossen. A ist aber die kleinste abgeschlossene Obermenge von A,
also miisste A C A\ B, d.h. B = () gelten.

Somit ist dann B N A eine nicht-leere offene und zugleich abgeschlossene
Teilmenge von A. A ist zusammenhéingend, also folgt

B abgeschlossen —
=

ANB=A = ACBCA ACBCA= A=B

6.5 Separabilitat
6.5.1 Definition
Definition 6.5.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Eine Teilmenge M C X heift dicht in X (oder dichte Teilmenge von X),
wenn M = X, d.h.

VeeX 3 (vp),eyCM : Tn — 2

ii) (X,d) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare Teilmenge von X gibt,
die dicht in X ist. X heift dann abzdhlbar dichte Teilmenge von X

6.5.2 Beispiele
1. (R,d),) ist separabel, denn Q ist abzdhlbar dicht.

2. RY fiir N > 1 ausgestattet mit einer der dquivalenten Metriken dp, 1 <
p < 00, ist separabel, da QV abzihlbar dichte Teilmenge ist.

3. C([a,b]) ausgestattet mit der Supremumsnorm ist separabel, denn die
Menge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten ist abzahlbar dichte
Teilmenge von (C ([a,b]) ,ds) (Satz von Weierstra®).

4. Die beschrénkten reellen Zahlenfolgen

(> (N) := {(xn)neN CR| sup|a,| < oo}
neN

ist ein Vektorraum. ||(z5),cn|| = sup,en|®al ist eine Norm auf ¢>°(N)
(Supremumsnorm). d., bezeichne die dann induzierte Norm. Es gilt:

’ (¢>°(N), do) ist nicht separabel. ‘

Beweis. Angenommen es existierte ein abzihlbares A C ¢*°(N) mit A =

>(N).
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Sei M C N, definiere (xar,,),cy durch

]I, neM
XMn=N0, ng M

Es gilt [|xar, || = sup,en [XMn| = 1 < 00, also ist (xar,,)pen € £7°(N). Fiir
N D M # M ist

doo ((an)n : (an)n) = sup IXatn = Xy, =1
Die Menge

hat folglich die Kardinalitét der Potenzmenge P(N), ist also {iberabzéhl-
bar. Wegen A = (*°(N) gilt

V(%) ,ey €LO(N) Ve>0 3 (an)peny € Alde ((20),,, (an),) <€

Insbesondere gibt es also fiir jedes (xar,), € A ein (a,), € A mit

doc (X3t (0),) <

Da verschiedene Elemente aus A gemessen mit der d.,-Metrik genau
1 voneinander entfernt liegen, liegt fiir jedes (a,),, € A hochstens ein
(Xa1n),, in Bi((an),). Damit muss es aber mindestens so viele (a,),, ge-

ben wie (Xar,,),,, d.-h. A kann nicht abzéhlbar sein. O
6.5.3 Kompakte Riume sind separabel
Satz 6.5.2.
i) Jeder kompakte metrischer Raum (X, d) ist separabel.
ii) Eine Teilmenge eines separablen metrischen Raums ist separabel.

Beweis.

i) Wenn (X,d) kompakt ist, dann ist (X,d) insbesondere total beschrankt
und somit kann X fiir jedes n € N durch endliche viele Kugeln mit Radius
% iiberdeckt werden:

X CBi(z{")U...uBi(a}")
mit gewissen Punkten x&"), e ,xéz), k, € N.

Dann ist M := {xin) lneN,i=1,..., kn} abzéhlbare Teilmenge von X.
Sei nun z € X, dann gibt es b, € Nmit 1 <b, <k,, sodass ¢ € B1(xp,)
fiir jedes n € N. Fiir die Folge (xl()n)> C M gilt dann

" /neN

1
VneN : d(x,x,():)) <

(n)

also ;7 — .
d
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ii) Wenn (X, d) separabel ist, M C X abzdhlbar dichte Teilmenge von X und
Y C X, dann ist zu zeigen, dass Y separabel ist.

Achtung. Y N M ist im Allgemeinen nicht dicht in Y, betrachte etwa
Y =X\M.

Fiir jedes m € M und jedes n € N, sodass Bi(m) NY # () wahle
Ymn € B1(m)NY. Dann folgt: N := {ym, so gewdhlt} ist abzihlbar

dichte Teilmenge von Y. Denn sei y € Y, so gibt es wegen M = X fiir
jedes n € N ein m € M mit m € B 1 (y). Dann ist B1(m)NY # 0, also
gibt es ein z, 1= Yy € B1(m) mit

1 1 3
d n:d sy Ymn Sd ) d sy Ymn < — - =5
(Y, 2n) = d(ys Ymn) < d(y,m) +d(m,ymn) < oo+ = = o0

Fiir dies so definierte Folge (2,,),,cy C IV gilt 2, —Y

6.6 Stetige Abbildungen in metrischen Raumen
6.6.1 Definition
Definition 6.6.1. Seien (X, d), (X', d’) metrische Raume.

i) Eine Abbildung f : X — X’ heift stetig in p € X, wenn fiir jede
Umgebung U von f(p) in X’ gilt, dass f~*(U) Umgebung von p in X ist.

ii) f: X — X heift stetig auf X, wenn f in jedem Punkt p € X stetig ist.

Bemerkung. Die obige Definition lasst sich verallgemeinern auf den Fall, wo
(X,7),(X’,7") beliebige topologische Raume sind. In metrischen Réumen ist
die obige Definition der Stetigkeit zu der aus Analysis I bekannten e-6-Stetigkeit
und zur Folgenstetigkeit dquivalent.

6.6.2 Aquivalente Charakterisierungen

Satz 6.6.2. Sind (X,d), (X’,d’) metrische Réume, f: X — X', p € X, dann
ist aquivalent:

i) f ist stetig in p.

)
Ve>0 36>0:d(f(z),f(p) <e VzeX, dxp) <d

oder
Ve>0 36>0: f(Bs(p) C B(f(p))

iii) f ist folgenstetig in p, d.h.

3 (xn)neN CX oy 7]7 = f(zn) ? f(p)

Beweis.

ii) < iii) zeigt man wie in Analysis L.
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i) = ii) : Sei € > 0. Dann ist B¢(f(p)) eine Umgebung von f(p). Nach i) ist dann
F~Y(B.(f(p))) eine Umgebung von p in X. D.h. aber gerade, dass ein § > 0

existiert mit Bs(p) C f~1(Bc(f(p))), also ist f(Bs(p)) C Be(f(p))-

ii) = i) Sei U eine Umgebung von f(p) in X’. Dann existiert ein € > 0 mit
B.(f(p)) € V. Nach Voraussetzung ii) gibt es ein § > 0 mit f(Bs(p)) C
B.(f(p)). Es folgt p € Bs(p) C f~*(V). Somit ist f~!(V) Umgebung von
pin X.

O

6.6.3 Charakterisierung globaler Stetigkeit
Aquivalent charakterisiert man globale Stetigkeit.

Satz 6.6.3. Seien wieder (X, d), (X’,d") metrische Ridume, f: X — X', dann
ist aquivalent:

i) f ist stetig auf X.
ii) Fiir alle offenen Mengen O C X’ ist f~1(O) offen in X.
iii) Fiir alle abgeschlossenen Mengen A C X’ ist f~!(A) abgeschlossen in X.
Bewets.

i) = ii) Sei O eine offene Teilmenge von X’. Sei weiterhin p € f~1(0). Da O
offen in X’ und f(p) € O, existiert ein € > 0 mit B.(f(p)) € O. Da
f stetig ist nach Voraussetzung, existiert nach Satz ein 6 > 0 mit
f(Bs(p)) € B(f(p)), d.h. aber dann

Bs(p) € fH(B:(f(0))) € f71(0)
also ist f71(O) offen.

ii) = 1) Seip € X, € > 0. Dann ist B.(f(p)) offene Menge in X’. Nach Vorausset-
zung ist f~1(B.(f(p))) offen in X. Es folgt

36 >0 : Bs(p) C f~H(B(f(p)))

also f(Bs(p)) € Be(f(p)), womit gezeigt ist, dass f in p stetig ist. Da
p € X beliebig war, ist f stetig auf X.

i) & ii) folgt mit f~1(A) = X \ f~1(X"\ A).

6.6.4 Beispiele
1. Sei (X,d) ein metrischer Raum, p € X.

d(ap) X = ]Ra
z — d(z,p)

ist stetig (der Beweis findet sich in dem des[Banach’schen Fixpunktsatzes)).

2. Wenn (X, ||-|| x) ein normierter Raum ist, so ist die Norm ||-|| ; stetig auf
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6.6.5 Verkniipfung stetiger Funktion ist stetig

Wie in Analysis I zeigt man

Satz 6.6.4. Sind (X,dx),(Y,dy),(Z,dz) metrische Rdume und f : X — Y
stetiginp € X, g: Y — Z stetig in f(p), so ist g o f stetig in a.

Bemerkung. Sind f,¢g: (X,dx) — (Y,dy) Abbildungen und Y ein normierter
(reeller oder komplexer) Vektorraum, so sind Linearkombinationen von f und
g stetig, wenn f und g selbst stetig sind. D.h.

CX,)Y):={f: X =Y | [ stetig}
Co(X,Y):={f: X = Y| f stetig und beschrankt}

sind Vektorrdume.
Sei |||y eine Norm auf Y und dy die durch |-||,- induzierte Metrik, dann
gilt

Cy(X,Y) = {f: X — Y| f stetig und sup || f(z)|y < oo}
reX

| fll o := sup,ex ||.f(x)|ly heit Supremumsnorm auf Cy(X,Y), womit Cy(X,Y)
ein normierter Vektorraum ist. Ist (Y, ||-||y) vollsténdig, so ist auch Cy(X,Y)
vollsténdig, was man analog wie beim Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Kon-
vergenz aus Analysis I zeigt. Insbesondere ist (Cy (X, (RY, [11,)): Ill o) ein Ba-

nachraum, da (RY, [[],,) vollstdndig ist.

6.6.6 Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes

Satz 6.6.5. Sei (X,d) ein zusammenhingender metrischer Raum, (X', d’) ein
metrischer Raum. Sei f : X — X' stetig, dann ist f(X) ein zusammenhéngender
Teilraum von X'.

Beweis. Sei ) # B C f(X) offen und abgeschlossen. Dann gilt

30 C X' offen : B= f(X)NO

JA C X’ abgeschlossen : B = f(X)N A
womit folgt f~1(B) = f~1(O) und f~1(B) = f~}(A). Nun ist aber f~1(O)
offen und f~!(A) abgeschlossen, weil f stetig ist, d.h. f=(B) ist offen und

abgeschlossene Teilmenge von X. Da X zusammenhéngend ist, muss f~1(B) =
X, also B = f(X) sein, was zu zeigen war. O

6.6.7 Wegzusammenhang

Mit Hilfe der Definition stetiger Abbildungen kénnen wir nun einen stérkeren
Zusammenhangsbegriff definieren.

Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Menge M C X heift weg-
zusammenhingend, wenn es fiir je zwei Punkte zg, 1 € X eine stetige Ab-
bildung ¢ : [0,1] — X gibt mit ¢(0) = 2 und ¢(1) = x;.

Wegzusammenhang ist stirker als Zusammenhang, was die Aussage des fol-
genden Satzes ist.
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Satz. Ist M C X in (X, d) eine wegzusammenhéngend, dann ist M insbesondere
zusammenhangend.

Beweis. Seien () # U,V C M zwei disjunkte offene Mengen, u € U,v € V. Da
M wegzusammenhéngend ist, gibt es eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — M
mit ©(0) = u und (1) = v. Da ¢ stetig ist, sind =1 (U), o~ (V) offen. Das
Intervall [0, 1] ist zusammenhéngend, also gilt =1 (U) U ¢~ 1(V) C [0,1] oder
e N U) N Y(V) # 0, denn keine der beiden Mengen ist leer und keine der
beiden ist M (da U,V disjunkt sind). Also muss UUV C M oder UNV # ()
gelten. O

6.6.8 Kompaktheitssatz

Satz 6.6.6. (X,d),(X’,d’) seien metrische Riume, f : X — X' stetig. Sei
A C X kompakt, dann ist f(A) C X’ kompakt.

Beuweis. Seien (U;),.; offene Uberdeckungen von f(A), d.h.
fAclJu=aclJrw
iel i€l
Fiir jedes i € I ist f~1(U;) offen, da U; offen und f stetig. Da A kompakt ist,
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, sodass

n

AclUrtwy=rcyu
k=0

k=0
womit eine endliche Teiliiberdeckung von f(A) gefunden ist. f(A) ist also kom-
pakt. O
6.6.9 Satz von Maximum und Minimum fiir reellwertige Funktionen

Korollar 6.6.7. Sei (X,d) metrischer Raum, f : X — R stetig. Ist A C X
kompakt, so nimmt f auf A Minimum und Maximum an.

Beweis. Nach Satz ist f(A) kompakt, also insbesondere beschrinkt, d.h.
sup f(A) < oo, und es existiert eine Folge (7,), .y C A mit

lim f(z,) = sup f(A)

n—o0

Da A kompakt ist, besitzt (z,),.y eine gegen z* € A konvergente Teilfolge
(Tn,,) pen- Damit gilt wegen der Stetigkeit von f

Fa®) = lim fra,) = lim f(en) =sup f(4) = max [(A)

k—oo

6.6.10 Gleichmifige Stetigkeit

Definition 6.6.8. Seien (X,d),(X’,d’) metrische Rdume, f : X — 2/ eine
Abbildung.
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i) f ist gleichméifig stetig auf X : <
Ve>0 36>0: f(Bs(xz)) C Be(f(z)) VaxelX,dh
d(z,2) <6 =d'(f(x), f(Z)) <e VreX

i) f ist gleichméfig stetig auf M C X : <= die Einschrankung von f auf
(M,dyr) ist gleichmifig stetig.

6.6.11 Gleichmifiige Stetigkeit auf kompakten Mengen

Satz 6.6.9. Seien (X,d),(X’,d') metrische Raume, f : X — X’ stetig. Sei
A C X kompakt, dann ist f gleichméfig stetig auf A.

Beweis. Sei 0.B.d.A. A = X (sonst betrachte f|4 in (A4,da)). Sei € > 0. Da f
stetig ist, existiert zu jedem x € X ein d, > 0 mit

f(Bs,(x)) € Be(f(x)) (%)

auferdem gilt
xcY Bs, (x)

Da X kompakt ist, gibt es x1,...,x, € X mit

X C U By (1:)
i=1

Sei § := min{égi i = 1,...,n} > 0. Seien z, % € X mit d(z, ) <.

Vee X 3Jie{l,...,n} : x € Bs, (v;)
2

also ist d(z,z;) < %, mit (x) also d(f(x), f(z;)) < §. Weiterhin ist

d(Z,x;) <d(Z,z) +d(x,z;) <5+ % < g,

also wieder d(f(Z), f(z;)) < §. Schlieklich ist

d(f(x), f(2)) < d(f (), f(2:)) + d(f(2), f(x)) < €

6.6.12 Gleichmifig konvergente Funktionen sind stetig

Definition und Satz 6.6.10. Scien (X, d), (X', d’) metrische Rdume und f,, :
r — 2’ fiir n € N stetige Funktionen. Wenn (f,,), oy gleichméfig auf X gegen
eine Funktion f: X — X’ konvergiert, d.h.

Ve>0 dngeN : d(fulz), f(x)<e Yn>ng,zeX

dann ist f stetig.
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Beweis. Zeige die Stetigkeit in einem beliebigen Punkt p € X. Sei dazu (x1), C
X mit xy P Sei € > 0. Wéhle ng € N geméf der gleichméfigen Konvergenz.

Da f,, stetig ist in p, existiert ein § > 0 mit

dl(fn0($)7fn0(p)) <e Vwe€ B&(p)
Da 23, — P existiert ein ko € N mit d(zx,p) < 0 fiir alle k > ko. Dann gilt ab

diesem kg

d/(f(mk)v f(p)) < d/(f('rk)> fno (mk)) + d/(fno (mk)> fno (p)) + d/(fno (p)7 f(p)) < 3e
O

6.6.13 Lineare Abbildungen

Betrachte im folgenden Abbildungen f : (X,|||x) — (Y,]|-|ly) zwischen nor-
mierten Vektorrdumen. Begriffe wie Stetigkeit und entsprechende Ergebnisse las-
sen sich auf diesen Fall ibertragen, indem die metrischen Rdume (X, dx), (Y, dy)
betrachtet werden, wobei dx,dy die von |||y , |||y induzierten Metriken sind.

Definition 6.6.11. Seien X,Y K-Vektorrdume (K = R,C). Eine Abbildung
T : X — Y heifst linear, wenn

Ta-z+p-y)=a-Te+p-Ty Ve,ye X, a, €K
Notation fiir lineare Abbildungen: Tz statt T'(x).

6.6.14 Stetigkeit linearer Abbildungen

Satz 6.6.12. Seien (X, |-[|y), (Y, |[]|ly) normierte Vektorrdume, 7': X — Y
eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

i) T ist stetig auf X.
ii) T ist stetig in 0.

i) IM >0 : |Tzly, <M-|z||y VzelX.

iv) T ist gleichmifig stetig auf X.

Beweis. 1) = ii) und iv) = i) sind trivial.
iii) = iv) Sei e > 0, wéhle ¢ := 7 > 0, dann gilt fiir alle 2,y € X
o~ ylly <8 = [T~ Tylly = IT(@—y)lly < M-z - yls <
ii) = iii) Da T in O stetig ist, gibt es zu e = 1 ein § > 0 sodass
lallx < 6= T2~ To], <1

Sei 0 # = € X beliebig, dann ist

1) T
- — € Bg(O)
2 ]l x
also gilt
é x 2
HT (2 : ) <1l=|Tzly < 3 ]| x
Izl x /lly ~—
=M
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6.6.15 Lineare, stetige Operatoren

Definition. Sind (X, ||-|| ), (Y, ||-]|y) nomierte K-Vektorrdume, dann setzt man
L(X,)Y):={T: X — Y |T linear und stetig}
L(X,Y) ist ein K-Vektorraum. Fiir T € L(X,Y") sei

1Tl zx,y) = sup [[Tz([ (< o0)
ex

x
ll]l x <1

Man rechnet leicht nach, dass dadurch auf £(X,Y’) eine Norm definiert wird.
Falls (Y, [|-|ly) vollstéindig ist, d.h. ein Banachraum ist, so ist auch (£(X,Y),
[l z(x,y) ein Banachraum.

Abbildungen T € L(X,Y) bezeichnet man auch als Operatoren (genauer:
stetige lineare Operatoren von X nach Y). [T,y s heilt auch Opera-
tornorm von T'.

Spezialfall: Ist Y = K mit der Norm |-, so ist £(X, K), [|-[| z(x k) ein Banach-
raum. Die Elemente T' € £(X,K) bezeichnet man auch als (stetige, lineare)
Funktionale auf X.

Notation: X* := L(X,K), [T x. = T £ (xx)-

6.6.16 Topologische Isomorphismen, Isometrien

Definition 6.6.13.

i) Normierte Vektorraume (X, [|-|| ), (Y, ||-]ly-) heifen topologisch isomorph,
wenn es einen stetigen (linearen) Isomorphismus ¢ : X — Y gibt, sodass
auch 1 =1 : Y — X stetig ist. Solch eine Abbildung heift dann topologi-
scher Isomorphismus zwischen X und Y.

Notation: X &2 Y.

ii) Existiert ein isometrischer topologischer Isomorphismus.:: X — Y,
d.h. gilt zusatzlich
le(@)lly =llzllx VzeX

dann heiffen X und Y isometrisch isomorph.

Bemerkung. Topologisch isomorphe R&ume konnen miteinander identifiziert
werden, insbesondere bildet ein topologischer Isomorphismus Cauchy-Folgen auf
Cauchy-Folgen, konvergente Folgen auf konvergente Folgen ab. Folglich gilt: Ist
(X, 1 ) = (Y, |]lly), so ist X vollsténdig genau dann, wenn Y vollstéandig ist.

Satz 6.6.14. Sei (X, ||-|| ) ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum,
{v1,...,v,} eine Basis von X. Dann ist die Koordinatenabbildung

T: X —-R"
n n

xr = E xjvj = E xjej
j=1 j=1

ein topologischer Isomorphismus zwischen (X, ||-|| ) und (R™, ||-||), d.h. X = R™.
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Beweis. Klar: T ist wohldefiniert, linear und bijektiv. Weiterhin gilt fiir x =
> xje; € R™.

n n
1T o =D wjvs|| <D Jasl - llvsll 5
j=1 -

2 2
Holder

n n
2 2
< (DIl ) (DDl | =Ml
=1 j=1

J

d.h. es gilt ||T*1xHX < M -|zl|, Va € R", wonach T~! stetig ist. Um zu
zeigen, dass auch T stetig ist, definiert man

|| := ||T71IHX Vo eR"
Man rechnet leicht nach, dass |-| eine Norm auf R™ definiert. Setze

c:= inf |z
zesSn—1t
wobei S"7! := {z € R", ||z||, = 1} die Einheitssphére ist.
Angenommen ¢ = 0. Dann existiert eine Folge (zj), C S*! mit |z)| — 0.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraft im R™ besitzt die beschrénkte Folge

(1), eine konvergente Teilfolge (xy,), mit x, lﬁo z. Da |zg, ||, = 1 fiir alle
2

[ € N, folgt auch ||z|, = 1. Somit gilt

l—o00

lz| <z — 2k, | + |on| < M - ||z — 28], + |28, — 0

also |z| =0, d.h. z = 0, was ||z|, = 1 widerspricht.
Also muss ¢ > 0 gelten. Fiir dieses ¢ > 0 gilt somit ¢ < |x| Vz € S"~L. Fiir
z € R™\ {0} ist y := 75~ € S, und somit
2

1

x =l

c< |yl =

e
[+,

- At
”xHQ || xHX

d.h.c|z], < HT‘I;UHX, bzw. |Tyl, < L-llylly Vy € X, woraus die Stetigkeit
von T folgt. O

Korollar 6.6.15. Auf R” sind alle Normen &quivalent.

6.6.17 Im Endlichdimensionalen sind lineare Operatoren stetig

Satz 6.6.16. Sei (X, ||-|| ) ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum,
(Y, ]]-ly-) ein beliebiger normierter R-Vektorraum, T': X — Y linear. Dann ist
T stetig.

Beweis. Wegen Satz [6.6.14] kann man o0.B.d.A. annehmen, dass (X, |-||y) =
(R™, ||-||5) fir ein n € N.
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Seialso T': (R",[-||,) — (Y, ]||ly-) linear, dann gilt fiir alle x = )" x;e; € R™

n n n
ITxlly = T3 ajes|| =D ai-Teil| <> lailITe;lly
j=1 v j=1 y =1
1 1
Holder n 2 ’ n 2 :
< [l SoITely | =Mz,
j=1 j=1

flir konstantes M € R, womit die Stetigkeit von T' gezeigt ist.
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7 Differentialrechnung in normierten Raumen

7.1 Definition der Differenzierbarkeit und elementare Ei-
genschaften

(X, 1l ), (Yo ]|-|ly) seien im gesamten Kapitel Banachrdume. Weiterhin sei -
sofern nicht anders gesagt - U eine offene, nicht-leere Teilmenge des jeweils
angegebenen Banachraums.

7.1.1 Erinnerung: Reeller Fall

Ist U C X eine offene, nicht-leere Teilmenge von X, f: U — Y. Wann heifst f
differenzierbar in einem Punkt xg € U?
Im Fall X =Y =R war f differenzierbar in 2y genau dann, wenn

b £@) = flao)
T—To T — X

in R existiert. In dem Fall heiftt dieser Grenzwert Ableitung von f an der Stelle
Zo-

Das Konzept ist in dieser Form nicht iibertragbar, da durch Vektoren z—z¢ €
X ,nicht dividiert werden kann“. Aber dquivalent gilt in X = Y = R: f ist
differenzierbar in ¢ genau dann, wenn ein k£ € R und eine Abbildung r : U — R
existieren, sodass

flx)=flxo) + k- (x —xo) +r(z)(x —xo), VaxelU

und sodass lim, ., r(z) = 0. D.h. f kann lokal in 2y durch die affin lineare
Funktion
x> flzo) + k- (x— )

approximiert werden, mit einem Fehler, der schneller als der Abstand von x zu
o gegen 0 strebt. In diesem Fall ist

k=: f'(z0) € R~ L(R,R)

wobei ¢ : L(R,R) — R, T+ T(1) ein isometrischer Isomorphismus ist.

7.1.2 Definition

Dieses Konzept ldsst sich auf allgemeine normierte Rdume iibertragen.

Definition 7.1.1. Sei U C X offen. Eine Abbildung f: U C X — Y heifit
differenzierbar in 2o € U, wenn es ein A € L(X,Y) gibt, sodass

f(@) = fwo) — Az — m9)

lim =0
z =0 |z — ol
d.h.
o 1@ = Fwo) = A —w)lly
w =0 lz — 2ol x
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7.1.3 Quotientenfreie Form

Lemma 7.1.2. Seien die Voraussetzung wie in der obigen Definition gegeben.
f ist differenzierbar in xy genau dann, wenn A € L(X,Y)und r : U — Y
existieren, sodass

f(@) = f(xo) + Alx —xo) +7(2) - x — wol x, Vel

und sodass
lim |r(z)[y =0

Tr—T0

Beweis. Aus der Bedingung im Lemma folgt trivialerweise die Definition der
Differenzierbarkeit. Sei nun andersherum f in zq differenzierbar, so definiere

f(@)—f(wo) —A(z—x0)
r(x) = fe-olly @ &7 %0
0, T = Xo

und es folgt sofort das obige Kriterium. O

7.1.4 Elementare Eigenschaften
Satz 7.1.3. Seien die Voraussetzungen wieder wie oben.
i) Ist f differenzierbar in zg € U, dann ist f insbesondere stetig in z.

ii) Ist f differenzierbar in zg, dann ist die Abbildung A € L(X,Y) aus der
Definition eindeutig.

Beweis.

i) folgt unmittelbar aus dem Lemma:

lim f(z) = lim (f(zo) + A(x — zo) +r(z) - [l = zol|) = f(0)

r—x0 r—x0

ii) Angenommen es existieren A, B € L(X,Y) mit

f(z) = f(zo) — A(z — m0)

lim =0
v [l = zoll x
i @) = f(@o) = Ble —x0) _
2o [z — ol x
dann folgt
Az — — Bz — —
0= tim ABZT)=B@ =) gy F=20)
e - aolly s o — aollx

Wiihle fiir jedes n € N: z,, = 29 + £ fiir y € X \ {0}. Dann folgt

Sk

lim (A— B)

=0

Sk

d.h. aber gerade (A—B) ( b ) =0 fiiralley € X\{0},also (A—B)y=0

Tyl
fiir alle y € X, konkreter Ay = By, also insgesamt A = B.

O
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7.1.5 Ableitung
Definition 7.1.4.

i) Sei U C X offen, f: U — Y. Ist f differenzierbar in xy € U, dann heift
der eindeutig bestimmte Operator A aus der Definition Ableitung
(oder auch Fréchet-Ableitung, oder (totales) Differential von f in

xo).
Notation: A = f'(x¢), Df(xo) oder df(xp).

ii) Ist f in jedem Punkt x € U differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf
U und die Abbildung

F U= L(X,Y)
z— f'(z)

heifit Ableitung von f auf U. Ist f’ stetig in x¢ (bzw. auf U), dann heifst
f stetig differenzierbar in zg (bzw. auf U) und man setzt

CYU,Y) :={f: U — Y| f stetig differenzierbar auf U}

Bemerkung.

1. Der besseren Unterscheidbarkeit von anderen Differenzierbarkeitsbegriffen
wegen bezeichnet man eine im Sinn der Definition differenzierbare
Abbildung auch als total differenzierbar oder Fréchet-differenzierbar.

2. Die Begriffe ,Differenzierbarkeit“ und ,,Ableitung” sind unabhéngig von
der Wahl dquivalenter Normen in X und Y.

3. Da £L(R,R) 2 R kann man also £(R,R) und R identifizieren. Diese Inde-
tifizierung zeigt, dass die obige Definition der Differenzierbarkeit im
Falle X =Y = R mit der aus Analysis I bekannten iibereinstimmt.
7.1.6 Beispiele
1. Fir B € L(X,Y) betrachte

B: X—-Y
X — Bz

Dann ist fiir zg,z € X also
Bz = Bxo + B(z — z¢)

womit A das Lemma mit A := B und r(z) =0 Vz € X erfiillt. D.h. B
ist differenzierbar mit B’ = B auf ganz X.

2. Betrachte fiir yo € Y die konstante Funktion
ky, : X =Y
T+ Yo
dann ist fiir alle z,z9 € X
kyo () = Ky, (20) + Az — 20) + () || = w0l x
erfiillt mit A =0, r = 0. Also ist &y, differenzierbar auf X mit k; = 0.
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7.1.7 Spezialisierung auf endlich-dimensionale Banachriume

Schon nach der Betrachtung dieser beiden relativ einfachen Funktionenklassen
erkennt man das Problem: Wie kann man im allgemeinen Fall Differenzierbarkeit
bequem {iiberpriifen und die Ableitung berechnen?

Im Falle X = R")Y = R™ fiir n,m € N ist fiir eine im Punkt o € U
differenzierbare Funktion f: U C R™ — R™ die Ableitung f'(z¢) € L(R™,R™).
Also kann bei Wahl von kanonischen Basen in R” und R™ f’(x¢) mit der diese
linearen Abbildung darstellenden m x n-Matrix identifiziert werden. Die Frage
ist, wie die Eintrage dieser Matrix berechnet werden kénnen.

7.1.8 Richtungsableitung
Zur Vorbereitung folgende
Definition 7.1.5. Sei f: UC X - Y, 29 € U, v € X \ {0}. Existiert

D, f(w0) == tlf% flzo+1 .;,) ~ f(x0)

so heift D, f(zo) die Richtungsableitung von f in x¢ in Richtung von v.
Grafische Illustration im Falle f: U C R? — R.

Satz 7.1.6. Sei f : U C X — Y differenzierbar in zg € U. Dann existiert
die Richtungsableitung von f in z( in jede Richtung v € X \ {0} und es gilt

Dy f(zo) = f'(wo)v.

Bemerkung. Aus diesem Satz folgt im Falle X = R™, Y = R™, dass es geniigt,
die Richtungsableitungen von einer in einem Punkt x( differenzierbare Funktion
in Richtung der kanonischen Einheitsvektoren ¢; = (0,...,1,...,0),i=1,...,n
zu kennen, um die totale Ableitung zu berechnen.

Beweis. f ist differenzierbar in xg; sei v € X \ {0}. Dann existiert nach Lemma
iiber die alternative Definition der Differenzierbarkeit eine Funktion r: U — Y
mit

flwo +1t-v) = f(zo) + f'(wo)(t - v) +r(zo +1-v)[[t-v]lx
fiir alle t € R geniigend klein, soll heiften: sodass z¢ + ¢ - v € U. Daraus folgt

oot 02T _ piagyo tr(ao+1-0)- Wl =
lim flzo +1t :) — f(xo) _ F(xo)v
d.h. D, f(zg) existiert und ist gleich f’(xg)v. O

Bemerkung. Die Umkehrung des Satzes gilt im Allgemeinen nicht, d.h.
wenn f: U C X — Y in einem Punkt z¢ in jeder Richtung v € X \ {0} eine
Richtungsableitung besitzt, dann ist f nicht notwendig auch (total) differenzier-
bar in xy. Betrachte zum Beispiel

f:R2 SR

o [ @) #0.0)
f(z,y) : {07 (e.9) = (0.0)
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Dann ist fiir v = (&,v) € R?\ {(0,0)}

2.2 .ty .y

:t2.§2+t2.y2:t'€2+y2:t~f(v)

fO+1t-v) = f(0) = f(tv)

Folglich gilt

= flv) VteR\{0}
=D, f(0)

D.h. f besitzt in 0 = (0,0) Richtungsableitungen in jede Richtung v # 0 mit
D, f(0) = f(v). Angenommen f wire sogar differenzierbar in 0, dann folgt aus
dem obigen Satz [7.1.0]

f(0v=Dyf(0)= f (v) YoeR*\{(0,0)}
E;:r/ nicMear

was offensichtlich ein Widerspruch ist.

7.1.9 Partielle Ableitung

Zuriick zur Bemerkung: Wir stellen die besondere Bedeutung der Richtungs-
ableitungen im Fall X = R",Y = R™, in Richtung der kanonischen Basisvekto-
ren fest und geben

Definition 7.1.7. Sei f: U CR” - R™, zp € U.
i) Dann heift fir k=1,...,n

9f

oz,

(sofern existent) die k-te partielle Ableitung von f in z(. Existiert in
allen Punkten x € U die k-te partielle Ableitung von f, so heifst

f(xo+t-ex) — f(xo)
t

(20) := De, f(20) = lim

of
of

die k-te partielle Ableitung von f auf U.

ii) f heift in 2y partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen

g—afl(ajo), cey %(mo) existieren. Analog heiftt f auf U partiell differenzier-
bar, wenn alle partiellen Ableitungen é‘%{l’ ey % auf U existieren.

iii) Sind diese stetig in z¢ (auf U), so heifit f in z¢ (auf U) stetig partiell
differenzierbar.

Bemerkunyg.

1. f ist genau dann nach der k-ten Koordinate partiell differenzierbar, wenn
die Funktion

1 k=1 _k k+1
teRw— f(zg,...,x5 Lz +txg 5. ., Tn)

als Funktion der reellen Variable ¢ differenzierbar ist.
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2. Ist f in xzg total differenzierbar, dann ist f in x partiell differenzierbar
(klar, da f nach Satz Richtungsableitungen in jede Richtung besitzt,
falls f (total) differenzierbar ist).

3. Wenn f in z( partiell differenzierbar ist, dann folgt im Allgemeinen nicht,
dass f in zq total differenzierbar ist.

4. Wenn f in xo partiell differenzierbar ist, dann folgt im Allgemeinen nicht
einmal, dass f in z( stetig ist. Betrachte zum Beispiel

f:RZ SR

e e (@) #(0,0)
) {0» (x,y) = (0,0)

Fiir ¢ # 0 gilt
F((0,0) +¢-(1,0) = £(0,0) _ f(t:00 -0 _ ﬁ(o 0)=0

t t - Orq

Vollig analog sieht man (%’;(O, 0) = 0 ein. Aber f ist nicht stetig in (0, 0),
denn es gilt

7.1.10 Ableitung als Jacobi-Matrix

Wihlt man in R” und R™ die kanonische Basis und identifiziert man A €
L(R™ R™) mit ihrer darstellenden Matrix, so erhélt man die Darstellung der
Ableitung einer Funktion f: U C R™ — R™ in einem Punkt xg:

Satz 7.1.8. Wenn f: U CR" — R™ in xy € U differenzierbar ist, dann gilt

) )
aTﬁ(ﬂCo) B ag{i (o)
L(R™,R™) > f'(xg) = : : € R™*"
0 m 9 m
o (z) ... G (a0)
Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass f = (f1,..., fm) in xg differenzierbar ist
genau dann, wenn alle Komponentenfunktionen f1,..., f,, in xg differenzierbar

sind; in dem Fall gilt f'(z0) = (fi(20),-.., fh (20))T (da Konvergenz im R™
komponentenweiser Konvergenz entspricht). Folglich reicht es aus, den Fall m =
1 zu betrachten und zu zeigen:

Fl@o) = (3(0) ... $(av))

n
Dies folgt, da fiir h € R™, h = )~ hj - e; mit h; € R, e; j-ter Einheitsvektor fiir
j=1
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jedes j =1,...,n, gilt:

f(xo)h = f'(x0) Zh -ej

Definition 7.1.9.

i) Die im Satz definiert Matrix heifit Jacobimatrix oder Funktional-
matrix von f in z und wird mit J¢(zo) bezeichnet. Mit anderen Worten:

Die Jacobimatrix ist die Darstellungsmatrix der Ableitung von f in zg
beziiglich der kanonischen Basen.

ii) Ist m=1,dh. f: UCR"” — R, dann heifst

V(o) = grad f(z0) i= (§(x0) ... 8(20))
der Gradient von f in xzg.

Bemerkung. Fir f: U C R"” — R differenzierbar ist damit fiir alle v € R", z¢ €
U:
Dy f(w0) = Vf(2o) - v

Wenn xg € U mit V f(zg) # 0, dann setze

_ V@) g
"= ol <&
Es gilt: ( )
_ V f(zo
Dhof(xo) - Vf(xo) ||Vf( )”2 HVf(Io)HQ

Fiir jeden beliebigen Vektor v € R™ mit ||v||, = 1 gilt nun:

C-S-Ungleichung
Dy f(wo) = Vf(zo) - v < IVf (o)l

D.h. die Richtung des steilsten Anstiegs von f in zg ist in Richtung des Gradi-
enten V f(zo). Analog kann man zeigen, dass die Richtung des steilsten Abstiegs
gegeben ist durch —V f(zg).
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7.1.11 Aus stetiger partieller Differenzierbarkeit folgt totale Diffe-

renzierbarkeit

Erinnerung: Die Existenz aller partiellen Ableitungen in einem Punkt zq € U
garantiert noch nicht die (totale) Differenzierbarkeit von f in xg. Aber es gilt

Satz 7.1.10. Sei f: U CR™ — R™, zg € U. Dann sind gilt:

i)

ii)

Ist f in xg stetig differenzierbar, dann ist f in zq stetig partiell differen-
zierbar.

Ist f in zg stetig partiell differenzierbar, dann ist f in x( total differen-
zierbar.

Beweis.

i)

ii)

folgt leicht mit Satz Existiert

ofr Of1
oxq ce O,
f/ — . .
Ofm Ofm
oxq e oy,

in einer Umgebung von zy, dann existieren die Komponentenfunktionen
in einer Umgebung von zg. Ist die Ableitung dann in z( stetig, dann sind
auch die Komponentenfunktionen in xq stetig.

Bemerke zunéchst, dass f = (f1, ..., fm) stetig differenzierbar in zy genau
dann, wenn f; stetig differenzierbar in xg fiir jedes i = 1,...,m. O.B.d.A.
seim =1, also f: R™ — R stetig partiell differenzierbar in z.

Fir h =) hje; mit h; € Rfiir j =1,...,n geniigend klein ist

n n—1
flwo+h) = flxo) = f (w0 + D _hje; | = f | zo+ Y hje;
j=1 j=1

n—1 n—2
+f xO"’Zhjej —f $0+Zhj6j
j=1

j=1
+ ...
+ f(zo + hier) — f(wo)
mws Of of of
- 8£Cn (gn)hn + 5:6n_1 (§n71)hn71 +...+ 8:1:1 (gl)hl
fiir Stellen &1, . .., x,, mit §; zwischen xé und xé—!—hj. Dabei wurde benutzt,

dass die partiellen Ableitungen in einer Umgebung von x existieren. Also
gilt
f(xo+h) = f(zo) = VF(E) - h
wobei £ := (&1, ...,&,). Damit folgt
|f(zo+h) = f(zo) = Vf(wo) - h| = [Vf(§) - h =V f(xo)h]|
=|(Vf(&) = Vf(x0)) - hl

c-s
< IVF©) = Vi (xo)lly - Al

76



d.h.

[fwo 1) = J@o) = VI@o) -kl G p ) — 5 fag), =00
1711 - 2

da ngj stetig in xg fiir jedes k =1,...,nund & = (&1,...,&,) — 2o, da &
zwischen xf und zf + hy liegt.

D.h. aber gerade, dass f in z( total differenzierbar ist.

Insbesondere gilt das leichter einpragsame

Korollar. f ist auf U stetig differenzierbar <= f ist auf U stetig partiell
differenzierbar.

Bemerkung. Aus der Ungleichung
|f(zo + h) = fzo) = V(o) - h| < VF(E) = VI (@o)lly - |7l
aus dem obigen Beweis lasst sich zusétzlich folgendes Resultat ablesen:

Korollar. Ist f: U C R"™ — R™ partiell differenzierbar in einer Umgebung
von zg € U und sind die partiellen Ableitungen von f beschrankt auf dieser
Umgebung, dann ist f stetig in xg.

7.2 Ableitungsregeln und Mittelwertsitze

Seien weiterhin (X, [|-|| ), (Y, ]]|ly-) Banachrdume und U eine offene, nicht-leere
Teilmenge des jeweils angegebenen Banachraums.

7.2.1 Differenzieren ist linear

Satz 7.2.1. Seien f,g: U C X — Y in xg € U differenzierbar, A\, u € R. Dann
ist auch A\f + pug: U C X — Y differenzierbar in 2y und es gilt

(Af + 1g) (o) = Af'(z0) + pg' (o)

Mit anderen Worten: Differenzieren ist eine lineare Operation. Insbesondere ist
C1(U,Y) ein Untervektorraum von C(U,Y).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle x € U

f(@) = fwo) + f'(wo) (x — o) + 7y (x) - [l — 2o x

9(z) = g(w0) + g'(x0) (x — z0) +74(x) - Iz — @ol|
wobei limy 5, 7y (x) = lim,_,4, 74(z) = 0 gilt. Daraus folgt

€L(X,)Y)
A () + pg(z) = (A f(zo) + pg(xo)) + (Af'(w0) + pg'(z0)) (x — o)
+ Ay (@) + prg(2)) - [l — wol|
=:r(x)

und lim,_,,, 7(z) = 0, womit folgt: Af + ug ist differenzierbar in xp mit der
Ableitung

(Af + 1g) (o) = Af'(z0) + pg' (o)
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7.2.2 Kettenregel

Satz 7.2.2. Sei (Z,]||;) ein weiterer Banachraum, () # V C Y offen. Sei
f:UCX —Y differenzierbar in xp € U und g : V CY — Z differenzierbar
in f(zg) und es gilt f(U) C V. Dannist go f: U — Z differenzierbar in 2y und
es gilt
(g0 f) (x0) = g'(f(x0)) o f'(w0)
—_——

——
eL(Y,Z) EL(X,)Y)

Beweis. Es ist ¢'(f(x0)) o f'(z0) € L(X, Z). Weiter ist nach Voraussetzung
f(@) = fwo) + f'(zo)(z — @0) +7¢(2) |z — x| x V2 EU
mit lim, ., 7(z) = 0, und
9(y) = g(f(z0)) + g'(f(20))(y — f(@0)) +74(y) ly — f(zo)lly VyeV

mit limy,_, ¢(z) 7g(y) = 0. Setzt man

f () 20 Va € U\ {zo}

rmwzyumwwﬂm+wuu»\

Y

so erhilt man durch Einsetzen von y = f(x) in die Darstellung von g:

9(f(2)) = g(f(z0)) + ¢'(f(z0))f (o) (z — x0) + r(2) |z — zolly Yz eU

Es ist klar, dass lim,_, ., 7(z) = 0:

(o) = g )y a) 1yl @) | £ ) 152 )
T T xr Zo X \_},0_/
beschrénkt Y

D.h. aber gerade, dass g o f im Punkte xy differenzierbar ist mit

(g0 f) (x0) = ¢'(f(x0)) ' (x0)
O
Bemerkung. Falls X = R",Y = R™,Z = R!, dann ergibt sich die Kettenre-

gel in Koordinatendarstellung und die Jacobimatrix von g o f als Produkt der
Jacobimatrizen von g und f:

C 0g; ofi
ayz (f(0)) - 8xk> P

i=1 2t TR g=1.
= N

(gof) (zo) = (

7.2.3 Produktregel, Ableitung bilinearer Funktionen
Fiir reellwertige Funktionen gilt auch eine Produktregel:

Satz 7.2.3. Seien f,g: U C X — R in a9 € U differenzierbar. dann ist auch
f-g: UC X — R differenzierbar und es gilt

(f-9) (o) = g(wo) - f'(wo) + f(zo) - ¢’ (w0)
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Der Satz ist ein Spezialfall des Satzes iiber Ableitung bilinearer Funktionen

Satz. Seien (X, ||| x), (Y, |Illy); (Z, |||l ;) Banachrdume, X, Y nur von endlicher
Dimension. Sei §: X xY — Z eine bilineare Abbildung, (xg,y0) € X x Y, so
ist 8 in (zo,yo) differenzierbar mit

B (x0,y0) (a1, a2) = B(xo, a2) + Ba1, yo)
Beweis. 0.B.d.A. kann man annehmen: X = R"™ und Y = R™. Zeige zunéchst,
dass ein ¢ € R existiert, sodass

1@, <c-l@ylF Y(zy)eXxY

beztiglich einer Norm ||-|| auf X x Y.

Es ist X x Y =2 R""™ ein endlich-dimensionaler Banachraum, und da auf
solchen alle Normen dquivalent sind, kénnen wir uns ein spezielle Normen auf
X x Y wihlen. Sei (z,y) = (3. Aiei, > piei), wobei e; die kanonischen Basis-
vektoren seien. Dann ist |- : X x Y — R definiert durch

l‘ Y ” = H <Z/\ euZMﬂl) H = max{l)‘l|a-~-a|An|’|M1|7"-’|Um|}

eine Norm (klar, man kann sie als Supremumsnorm auf R”*™ auffassen). Damit
gilt

Hﬁ(!L‘ Yy HZ = H (Z)‘ ewZﬂzQ) ZZ)\iujﬁ (eiei)
7 i=1 j=1 2

<D il 18 (esea)ll

i=1 j=1
<SS max {al Ll Ll D118 (esen) |
i=1 j=1
S8 eiedll, | Nyl
i=1 j=1

=const

Nun ist fiir festes (zg,y0) € X x Y und (hy,hs) € X xY
B(xo + h1,yo + ha) = B(zo, yo) + B(wo, ha) + B(h1,y0) + B(h1, ha)
Wie man leicht einsieht, ist 3: X x Y — Z definiert durch
B(h, ha) := B(h1,y0) + B(x0, ha)

linear. Auferdem gilt

1Bk, ha)ll; - l[(ha, o) (s ha) =0
< =c-[[(hho)| 7 —" 0
[1(h1, ha)| [[(h1, ha)|
Damit ist gezeigt, dass 3 in (z,yo) differenzierbar ist mit
B (o, y0) = B
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7.2.4 Spezieller Schrankensatz

Erinnerung: Falls f : [a,b] — R stetig und f auf ]a, b] differenzierbar ist, dann
existiert ein £ € Ja, b] mit f(b) — f(a) = f'(§) (b — a).

Fiir differenzierbare Funktionen f : [a,b] — Y, wobei (Y, ||-||y-) ein Banach-
raum ist, gilt ein analoges Resultat nicht (auch fiir keinen endlich-dimensionalen
Raum Y'), wie wir weiter unten sehen werden. Aber aus dem Mittelwertsatz der
reellen Analysis folgt

£ () = f(a)| < sup |f'(§)]-(b—a)

§€la,b]
Dieser Schrankensatz lésst sich auch fiir vektorwertige Funktionen beweisen

Satz 7.2.4. Sei f € C([a,b],Y), f differenzierbar auf ]a,b[. Dann gilt

1£®) = f(a)lly < sup [If' ()l zez,y)(b —a)

t€la,b[

Beweis. O.B.d.A. kann man

M = sup Hf/(t)Hﬁ(R,Y) <0
t€la,b[

annehmen (ansonsten ist nichts zu zeigen). Sei nun € > 0 (so klein, dass a +¢€ <
b). Wir zeigen
1f(b) = flat+e)l <M (b—a—¢)

Angenommen, dies gilt, dann folgt fiir ¢ — 0 wegen der Stetigkeit von f die
Behauptung. Definiere

Si={zelab] | |If(z) - flately <Mz —a-e}

Dann gilt S # (), denn a + ¢ € S. Da f stetig ist, ist S auch abgeschlossen.
Folglich existiert
s:=max S € [a+ €]

Ist s = b, so folgt die obige Ungleichung. Angenommen es gelte s < b. Da f auf
Ja, b[, also wegen a < s insbesondere in s differenzierbar ist, gilt

T— s
Da ||f'(s)|| < M, existiert ein § > 0 mit s + ¢ < b, sodass

If(x) = f(s)| < M(z—s) Va€ls,s+d]
Fiir ein solches x € |s, s + d] gilt

() = fla+ el < f(z) = ()l + [ f(s) = fla+ el
<MEx-—s)+M(s—a—¢€)=M(x—a—c¢)

was der Maximalitdt von s widerspricht. Also muss doch s = b sein. O
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7.2.5 Allgemeiner Schrankensatz
Nun folgt leicht der allgemeine Schrankensatz

Satz 7.2.5. Sei f: U C X — Y differenzierbar. Sind x,y € U, sodass auch die
gesamte Verbindungsstrecke zwischen = und y noch in U liegt, d.h.

[z,y] ={z+t-(y—=) [te0,1]} CU
dann gilt

1f(z) = fWlly < sup [[f'(z+ty —2)llzxy) lz—ylx
t€]0,1]

Beweis. Definiere
v: [0,1] - X
t—z+it(y—x)

Da [[z,y]] C U gilt tatséchlich ¢([0,1]) € U. Die damit wohldefinierte Kompo-
sition f o ¢ der differenzierbaren Abbildungen ¢ und f ist stetig auf [0, 1] und
nach Kettenregel differenzierbar mit

(fop) () =f'(z+tly—a)(y—=z) Vtel0,1]
Somit folgt nach Satz[7.2:4]

I7o@) M) = (Foe) Ol < sup (7 00) ()] ey (1~ 0)

= sup [|f'(z+tly —2))y —2) ry)
t€]0,1[

< sup [|f'(z+ty =2y Iy —2llx
t€]0,1]

also wie gewiinscht

1f () = f@)ly < sup [If' (@ +ty — 2Dl ox ) 1y — 2llx
te]0,1]

O

Hier anschliefiend folgt nun ein Gegenbeispiel fiir die allgemeine Ungiiltigkeit
des Mittelwertsatzes. Betrachte

f:R* > R?
(z,y) = (2%, ¢%)

Es seien (z,y) = (0,0) und (£,9) = (1,1). Zeige, dass es kein & € [[(z,y), (&, 9)]]
gibt, mit
(1,1) = (0,0) = DF(£)((1,1) - (0,0))
Es gilt
Df(u,u) = <25” 322> VueR

Damit ist
oo =5 ) ) (3)#() v

81



7.2.6 Konvexe Mengen

Bemerkung. Eine Teilmenge U C X mit [[z,y]] C U fiir alle z,y € U heifit
konvex.

Mit diesem Begriff lassen sich nun folgende Korollare formulieren:

Korollar 7.2.6. Seien (X, [|-|| v), (Y, |-|ly) wie immer Banachraume, ) # U eine
offene, konvexe Teilmenge von X, f: U — Y differenzierbar. Dann gilt

Hﬂ@—f@Wyéigwﬂmuuyﬂx—WX z,y €U

=M
Im Falle M < oo ist f lipschitz-stetig mit Konstante M.

Korollar 7.2.7. Sei § # U C X offen, f: U — Y differenzierbar. Dann gilt

f konstant <— f'(z) =0 VaeU

7.2.7 Mittelwertsatz in Integralform
Im Spezialfall Y = R gilt folgender Mittelwertsatz,

Satz 7.2.8. Sei ) # U C X offen, f: U — R stetig differenzierbar. Dann ist
fir x,y € U mit [[z,y]] CU

)~ fla) = / F(a+ ty — )y — ) dt
0

Beweis. Seien z,y € U mit [[x,y]] C U fest. Definiere
v:[0,1]] - R
p(t) = f(z +t(y —2))

@ ist wegen x + t(y — x) € U fiir alle t € U wohldefiniert und als Komposition
stetig differenzierbarer Funktionen stetig differenzierbar. Nach dem Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung (Satz[5.2.11)) folgt die Behauptung:

7.2.8 Integralrechnung mit vektorwertigen Funktionen

Um dieses Resultat auf vektorwertige Funktionen zu iibertragen, benétigt man
den Begriff des Riemann-Integrals fiir Funktionen f : [a,b] — Y, die ihre Werte
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in Banachrdumen oder allgemeiner in normierten Vektorraumen annehmen. Dies
wollen wir kurz tun:

Fiir jede Zerlegung Z = {a =tg,t1,...,t, = b} von [a,b] und jeden Zwi-
schenvektor £ = (&1,...,&,) erklart man die Riemann’sche Summe

n

o(Z,&, f) = Z(tk —tr—1) - f(&)

k=1

Eine Riemann’sche Summenfolge ist eine Folge von Riemann’schen Summen
0(Zp, &8, ) mit (Zn)pen Zerlegungsnullfolge und (&) beliebige zugehorige
Zwischenvektorenfolge.

Strebt nun jede Riemann’sche Summenfolge gegen einen - und damit not-
wendigerweise ein- und denselben - Grenzwert in Y, so nennt man f Riemann-
integrierbar auf [a,b], und den Grenzwert der Riemann-Folge bezeichnet man
mit

neN

b

/f(t)dt (€Y)

a

Wie im Reellen definiert man

/b F(tydt = - / 0] / J(tydt =0
a b a

und wie im Reellen gelten auch folgende Sétze
1. Cauchy’sches Integrabilitétskriterium (nur wenn Y ein Banachraum ist):

Satz. f: [a,b] — Y ist Riemann-integrierbar auf [a,b] <=
Ve>0 36>0: HU(Z,f,f) -0 (Z,é,f)HY <e€
fiir alle Zerlegungen Z, Z, fiir die |Z|, |Z] < § gilt.

2. Jede stetige Funktion f : [a,b] — Y ist Riemann-integrierbar.

3. Es gilt die Dreiecksungleichung

b

b
/ fydt| < / TOIR
Y a

a

und damit insbesondere

t€la,b]

b
/ f | < sup IF Oy (b—a)
a Y

4. Fir alle p1,po2,ps3 € [a,b] ist

7f(t) dt + 7f(t) dt = 73f(t) dt
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5. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir Banachraum-wertige
Funktionen:

Satz. Wenn f : [a,b] — Y stetig ist, F : [a,b] — Y definiert durch
F(x) = /f(t)dt Vo € [a,b]

Dann ist F stetig differenzierbar und es gilt F'(z) = f(z) fiir alle z € [a, b].

Beweis. Es ist fiir x,2 4+ h € [a, ]

Fla+h) — F(z) = / () dt N

=7 (a+h)
Da
7@+l < bl max (£0) = £y
folgt mit -
nEE D b #£0,
r(m+h)::{07h hi()
dass

Fx+h)=F(z)+ f(x)h+r(x+h)|h| Vz,x+he]|a,]

und wegen der Stetigkeit von f: limy_,q7(z + h) = 0.
Damit ist gezeigt, dass F in allen Punkten x € [a, b] differenzierbar ist mit
F = 0

Beachten wir weiter, dass fiir eine stetige Funktion A : [a,b] 5 t — A(f) €
L(X,Y), wobei (X, ||-[|,), (Y, |||ly) Banachrdume sind, gilt

b b
/A(t)hdtz /A(t)dt h VheX
a a
Dies folgt aus der entsprechenden Beziehung der zugehérigen Riemann-Summen

D (b —ti-1) A(G)h = (Z (tk = th-1) A(fk)) h

k=1 k=1
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7.2.9 Allgemeiner Mittelwertsatz in Integralform

Nun kénnen wir den allgemeinen Mittelwertsatz in Integralform formulieren.

Satz 7.2.9. Sei f: U C X — Y stetig differenzierbar, x,y € U mit [[z,y]] C U.
Dann gilt

) — fla) = / Fe + tly — 2) di(y — )
0

Beweis. Analog wie im reellwertigen Fall definieren wir die Hilfsfunktion

v: [a,b] = X
o(t) = flz+ily—x)) te€lab]

@ ist stetig differenzierbar und mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Inte-
gralrechung fiir vektorwertige Funktionen folgt

7.3 Hohere Ableitungen und Taylor’sche Formel

Seien weiterhin (X, [|-]| ), (Y, [|-|ly/) Banachréume und U # 0 offene Teilmenge
des jeweils angegebenen Raumes.

7.3.1 Hohere Ableitungen

Sei f: U C X — Y differenzierbar, dann ist es moglich, dass die Ableitung
ff: U — L(X,Y) wieder in einem Punkt zy € U respektive auf ganz U
differenzierbar ist.

Definition. Die Ableitung (') (o) =: f”(x0) heilt dann entsprechend 2. Ab-
leitung von f in xzq, respektive heiftt die Abbildung

f11U = LIX, L(X,)Y))
z = (f1) (o)

(falls existent) die 2. Ableitung von f auf U. f heifit in diesem Fall 2-mal
differenzierbar in z( respektive auf U (und 2-mal stetig differenzierbar auf U,
wenn f' stetig ist).

Nun ist klar, wie man induktiv die k-te Ableitung und k-fache (stetige)
Differenzierbarkeit definieren kann. Die k-te Ableitung hat die Signatur

R U - L(X,(X,...,L(X,Y))...)
—_———

k-mal
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Das Problem ist: Die Rdume werden immer komplizierter. Die lineare Algebra
schafft hier Abhilfe; es gilt ndmlich

LOX,L(X,Y)) 2 L(X x X,Y)

wobei eine stetige lineare Abbildung A € £(X, £L(X,Y)) der stetigen bilinearen
Abbildung X x X > (z,Z) — (Ax)Z entspricht und umgekehrt. Iteriert man
dieses Verfahren, so erhilt man

LOX, (X, ... LX,Y))..)2 LXxXx...xX,Y)

stetige multilineare Abbildungen

7.3.2 Mehrfache partielle Ableitungen

Bevor wir diese allgemeine Situation betrachten, wenden wir uns zunéchst ein-
mal dem einfachen Fall von reellwertigen Funktionen f: U C R™ — R zu und
studieren mehrfache partielle Differenzierbarkeit:

Definition. Besitzt eine solche Funktion f partielle Ableitungen %, ceey ;j ,

so konnen diese wieder partiell differenzierbar sein. In diesem Fall bezeichnet
man die Funktionen

o (of\ = 02 - .
8@(89@) =: Mf— foi; 4,7 €{l,...,n}

als partielle Ableitungen 2. Ordnung von f.

Damit ist klar, wie man induktiv partielle Ableitungen k-ter Ordnung defi-

nieren kann. Notation: fT”ch Ly oder ausfiihrlich

o 0 0 o . ,
63% 63%71 8$i1 f o 8:5,»,68:5,»,671 .. .Oaiil f Myees e € {1’ o ’n}
o 0 0 ok
= — ) 1,...
83% ﬁxl al‘lf 8l‘i€f e { ’ 7n}

7.3.3 Beispiel

f:R2 SR
(z,y) = 2* - sin(y)
besitzt partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung, insbesondere ist
0
o f (@) = fola,y) = 20sin(y) Va,y € R

9 tay) = fy(@ry) = e cosly) Va,y € B2

dy
8.0 = f) = 5 (asin(y)) = 2ocos(y) Vi < B
0 () = Fayl,9) = (22 cos(y)) = 2rcos(y) Ve, € B2

0x0dy ox
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d.h. in diesem Fall gilt f,, = fyu, die gemischten Ableitungen stimmen {iberein.
Dies gilt im Allgemeinen so nicht, betrachte zum Beispiel

f : ]R2 — R
z,y) — zy%, (z,y) # (0,0)
) {0’ (z,y) = (0,0)

[ ist stetig differenzierbar auf R?, f,, und f,, existieren auf R? und sind stetig
in R?\ {(0,0)}, aber es ist f.,(0,0) =1 und f,.(0,0) = —1.

Es ist auch moglich, dass nur eine der beiden gemischten partiellen Ablei-
tungen 2. Ordnung existiert.

7.3.4 Satz von Schwarz

Solche Situationen treten nicht auf, wenn die gemischte partielle Ableitung 2.
Ordnung zusétzlich noch im betrachteten Punkt stetig ist. Das ist die Aussage
des

Satz 7.3.1. Sei f: U C R™ — R. Fiir eine gewisse Wahl von 4,5 € {1,...,n}

mogen die partiellen Ableitungen %, % und 83282 in einer Umgebung V
i L j 10T

eines Punktes z existieren.

Wenn wia;xj f in zy stetig ist, dann existiert auch die gemischte partielle

Ableitung m?;” fin zg und es gilt
0? 0?
f(@o) = ——f(z0)

xﬁxj

Beweis. Wir wollen zeigen, dass

O B0t ) — )
8£Ej31‘,' 0 t—0 t

existiert und = #;mj f(zo) ist. Es ist zumindest

t—0 | t s—0

1
...=lim {lim
s s

(f(a:o + sei +tej) — flzo+te;)  f(wo+ sei) — f(xO)ﬂ

Definieren wir fiir geniigend kleine ¢t € R
®(t) := f(zo + sei +tej) — flxo +tej)

dann ist ® wohldefiniert und differenzierbar, da f partiell in einer Umgebung
von xg nach der j-ten Koordinate differenzierbar ist. Nach dem Mittelwertsatz
der reellen Analysis ergibt sich fiir ein £ € |—1,1]

D(t) — D(0) = D' (&)t

= (;{J_(Jso + se; + Etej) — gjj_(xo + §tej)> t
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Damit ergibt sich

i f(xo) = lim lim ‘;%(xo et Etey) — f?Tfj(ﬂUo + Etej)
0x;0x; 0) = ;56550 .

Wir betrachten nun die Funktion

of of
P(s) = %j(wo + se; + Etej) — aTCj(iI?o + &tej)
Diese ist fiir geniigend kleine s wohldefiniert und auch differenzierbar, da %ng f
einer Umgebung von z( existiert. Somit folgt wieder aus dem Mittelwertsatz

2
(s) = 0(0) = ¥/ 1s)s = 5 (e + e + 6tey)
fiir ein n € ]—1,1[ und es folgt
92 2 2
— = lim li i+ Etej) = ———
8:10]8fo($0) tgr(l) SE% (%czamj (330 +&9%+€\il/) 8&0,8% f(xO)
— —0
da #gmjf in xo stetig ist. O

Korollar 7.3.2. Sei ¢ € N, ¢ > 2. Wenn f: U C R" — R ¢g-mal stetig partiell
differenzierbar (< ¢-mal (total) differenzierbar auf U) ist, dann gilt fiir k < gq.

ok f ok

3mik 813@71 e Bxil - 81:”(“8@ AN 8$iw(1) f

w(k—1) *
fiir jede Permutation = : {1,...,k} < {1,...,k}.
7.3.5 Hesse-Matrix

Sei nun f: U C R"™ — R differenzierbar, sodass

f U — L(R",R) = R"
x> f'(z)

beziiglich der kanonischen Basis im R™ dargestellt durch

Vi(z)= ((%i(:c), e gf(x))

stetig differnzierbar ist, d.h. f € C?*(U) = C?(U,R). dann ist

"= U— LR LER"R)) = L(R",R™)

88



und f” kann mit einer n x n-Matrix identifiziert werden. Beziiglich der kanoni-
schen Basis im R" hat diese die Form

a?cl (azlf) (o) ain (a%lf> (o)
Jvs(wo) = :
o (ain f) (20) i (%f) (o)
7 o) g (0
mow, d (o) aﬁ;n f(zo)

Diese Matrix heift Hesse Matrix von f in x(, bezeichnet mit Hessf(z) oder
Hy(z). Nach dem Satz von Schwarz ist diese symmetrisch.
Wir wollen nun f”(z¢) als symmetrische Bilinearform auffassen:

f(xo): R" xR® - R
(’U,7 U) = f”(mo)(u, 7))
wobel

Uy U1

f(xo)(u,v) = (f"(zo)u) v = | Hessf(xo)

Un Un

.’I?Q)Ui’l)j

= uTHessf(xo)v = v T Hess f(z0)u
= Duva(xO) = DvDuf(:EO)

7.3.6 Multiindizes

Analog kann man fiir f € C*(U) die k-te Ableitung als k-lineare Abbildung
auffassen:

f(k)(x()) = Dkf(.’b()) TR xR"x ... xR*"—=R
(vla-'-avn) ’_’Dvl '-~Dvw,f(x0)

Niitzlich ist nun fiir héhere Ableitungen folgende Notation:
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Fir o = (aq,...,a,) € N§ (ein sogenannter Multiindex) setzt man

n
|| ::Zai:al—i—...—i—an
i=1

n
a! ::Hai!:a1!~...-an!
=1

und fir z = (z1,...,2,) €R™, f: R* - R

(0%

=t

n
o Hon ; olel
Azt T D Azt ... 0z

DOf:=D{ ... Do f =

7.3.7 Differentialoperatoren, Laplace-Operator

Man kann nun bequem sogenannte lineare Differentialoperatoren definieren. Zu-
néchst kann man mit Hilfe der Multiindizes Polynome in n Variablen darstellen.

Ein Polynom p in n Variablen &1, ..., &, vom Grad m € Ny hat die Form
p(gla"'afn) = Z aagixl e 'fgn
loe|<m

Ersetzt man nun in einem solchen Polynom die Variablen §; durch partielle
Ableitungsoperatoren 6%1-7 so erhélt man einen linearen Differentialoperator

g g

lor|<m

genauer
p(D): C™(U) — C(U)
feo S a2y

ox T Qxm
jaj<m  OM1 "

Zum Beispiel erzeugt das Polynom

i, &)=+ + &

den Differentialoperator

den sogenannten Laplace-Operator.

7.3.8 Eindimensionale Taylor-Formel mit Integralrestglied

Satz. Fiir f € C™(I), wobei I ein Intervall, gilt

m (k) T k ! _ 4\ym—1
f(zo + h) :Zf (k,(’)h +/ (1(mt_)1), (f(m)(onrth)ff(m)(a:O)) R™ dt
— ! / !
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Beweis. durch vollstéandige Induktion:
Fiir m =1 gilt

L) [t
s/ ) (o) " +/ (-t '1 (FO (o + th) — 1D (o) ) b dt
’ 1
= f(zo) + f xoh—i-/ (zo +th) — f'(z0)) hdt
0

1
= f(xo) + f'(xo)h — (20 h+/f’ac0+thhdt
0

= f(x0) + [f(xo + th)]g = f(z0) + f(zo + h) — f(wo) = fwo +h)

Induktionsschritt (m — 1) — m

(k) 1 _ 4\ym—1
Z f +/ t f(m) SC + th) f(m) (:CO)) hm dt

- 0

ZZ—f(m)(xo)hm/%dt+/%f(m)(xo+th)hmdt
0 0

1

=zr—ﬂmkwwwnﬂfl‘”m]:+{“‘*)fWL1< + i)

m! ( 1)! 0

(L=8)""2 () m—1

m! (m—1)!

1
/ )
J —2)!
i f(k)(xo)hk f(m)(xo)hm f(m_l)(xo)hm_l
k!

k

I
o

(1—t)m?

(m —2)! FU D (wo + th)h™~ dt

_|_

—

| (=)

m—1

S8 (o) h*

k!

(1—t)m?
(m —2)!

f(m_l)(xo)hm_l dt

o—

1
1— m—2
+ / ¢f(m_l)(xo +th)h™ ' dt

(m —2)!
0
— f(’“ [ (1 fym-2
=) +/ f“’“”(xo +th) — f<m*1>(x0)) hmtdt
k=0 0
= f(wo + h)
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7.3.9 Mehrdimensionaler Satz von Taylor

Satz 7.3.3. Seien f € C™TL(U), U offene Teilmenge des R™, xg, 29 + h € U
sodass [[zg, o + h]] C U. Dann existiert ein 6§ € ]0, 1[ mit

D f(xo)h® D? f(xo + 0h)
Haweh) |az<:m o7 a|zn:z+1 ol "
Beweis.
1. Schritt: Definiere die Hilfsfunktion
g:[0,1] - R
t— f(xzo+th)

Diese ist nach der Kettenregel (m + 1)-mal stetig differenzierbar und es
gilt

d* -
@9(15) = Z

’Ll,...,ikzl

0 0
2, 8:171 f(xo—Fth)h“hlk VeE=1,...,m+1

Beweis durch Induktion
Fir k =1 gilt:

g'(t) =V f(zo +th) -h= Z %f(l’o +th) - h;
i=1 "

Induktionsschritt &k — k + 1:

n
v d 0 0
= — +th)hy - ... hy
dt - : axzk 55% f(ﬂﬁo ) i1 i
Vlyeeey 1=
n n
0 0 0
= th)hi, < ... hy | hy
N 8l‘i Z 8$ik &nil f(l'o * ) ‘ k ¢
i=1 Tl genns =1
n
i=igy1 0 9] 0
:+ Z 6$ 8‘,17 '”31‘4 f(xo—i_th)hil'...'h,ik .hik+1
W yeenyipyippr =1 ChH1 vk “
2. Schritt: Kommt unter den Indizes i1, ..., i die 1 o;-mal vor, die 2 as-mal
vor, ..., n a,-mal vor, so ist
) 0 ol o
Or;, Oz, Ox{r...0zpm’ Ozt ... O0xpr !
Mit Hilfe eines kombinatorischen Arguments iiberpriift man, dass es unter
den k-Tupeln (i1,...,4x), wobei 1 < iy,...,4 < m, genau alk'% = %
viele gibt, bei denen die Zahl r € {1,...,n} genau a,-mal vorkommt. Also
ist

k' . o
9" (t) = Z aD f(xo +th)h
|e|=k
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3. Schritt: Nach dem Satz von Taylor aus Analysis I existiert ein 6 € 10, 1|
mit

o(1) = i g(k) (0) g(m+1)(9)

_|_
= kK (m+1)!

also

Flao 4 h) = iZDfxoha Z D f(xo + 6h)h™

ol
k=0 |a|=k |a]=m+1
B D% f(xo) , ,, D f(xzo + Oh)h™
N Z a! L Z a!
|a]<m |a]=m+1

7.3.10 Mehrdimensionaler Satz von Taylor mit Integralrestglied

Ganz adhnlich beweist man nun

Satz 7.3.4. Seien f € C™(U), U offene Teilmenge des R™, xg,zo + h € U,
sodass [[zg,x0 + h]] C U. Dann gilt

al (m—1)!

la|<m |a]=m

1
D% f(xq)h® 1—¢)m-1
flagt) = 30 PG, [EZU 5™ (02 fag + ) - D fla)) 1 d
0
Beweis. Der 1. und 2. Schritt verlaufen wie im Beweis zuvor nur mit m an
Stelle von m + 1. Im 3. Schritt wendet man dann den Satz von Taylor mit
Integraldarstellung auf g an:

1

(k) ( (1—t)m
g m m
muz O [LZ00 (50 - g0 at
= . O
Die Formel fiir g(k) eingesetzt ergibt die Behauptung. O

Korollar 7.3.5. Seien f € C™(U), U offene Teilmenge des R™, zo € U, § > 0
mit Bs(xg) C U. Dann gilt fiir alle h € R™, ||h]| < o

faorny = 3 2 {;@)ha r(h)

la]<m
mit einem Rest r(h) fir den gilt
. r(h)
lim —/
hoo [l

Beweis. Nach dem Satz von Taylor, Satz existiert zu jedem h € R",
7| < 0, ein 6 €]0, 1] mit

=0=r(0)

flag+h)y = W+ 5 Daf(xoa?rah)ha
|O¢\§m—1 |O¢\=m
S WﬁL 3 (D(Xf($o+9hzl!— DO f (o)) h
la|<m la|=m
=:r(h)

93



Fiir || = m ist

Bl IR
[ 17 1
Da alle Normen auf R” &quivalent sind, kann man von |-|| = |||, ausgehen,

also ist
IIhII‘“ = [Ipll" > [h]™ Vi=1,...,n

Zusammen ergibt das: “ hHm < 1. Es folgt
()l _ > D7 f(zo + 0h) — D° f(zo)] 0

™ = 2 o I
|Df(zo + 6h) — D f(z0)| n—o
= | Z al —0
weil f e C™(U). O

Spezialfalle:

1. m=0: f(zo+h) = f(xo) +r(h) mit 7(h) — 0 = r(0), daraus folgt gerade
die Stetigkeit von f in xg.

2. m=1: f(xog+ h) = f(xo) + Vf(xo)h+ r(h) mit T‘(:H) — 0; das zeichnet f
als in zg differenzierbar aus.

3. m=2: f(zo+h) = f(x0)+V [f(x0)h+3Hessf(zo)h-h+r(h) mit HT}(L}‘L'% — 0.
Es gibt zwei Typen von a-Tupeln mit |af = 2:

o a=(20,...,0),(0,2,0,...,0),...,(0,0,...,0,2), d.h. @ = 2e; fiir
eini=1,...,n und a! =2 und

e a=(1,1,0,...,0),(1,0,1,0,...,0),...,dh. a =¢e; +e; fir 1 <i<
j<mn,alsoa!=1.

7.3.11 Allgemeine Taylor-Formel

Bemerkung. Fiir f € C™TY(U), U offene Teilmenge des R™, [[zo, 20 + h]] C U,
kann die Taylor-Formel auch dquivalent geschrieben werden als

k-Tupel m+41-Tupel
T O (o) (. h) FOD (g + 0R) (B, ..., R)
fleo+h) =) o + i)

oder alternativ fir f € C™(U) mit dem Integralrestglied

m-Tupel

Flotm) =3+ / e (1 e+ ) = 5 a0) T )

denn es gilt

f(k) (xo)(h, ceey h) N (( .. (f(k) (xo)h) cee h) h) _ Dh .as th(l‘o)

k! k! k!

;Z afZCoha
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Beweis. der letzten Gleichung durch Induktion

k=1:
SN ) = St = 37 2 o = 3 D taoie
la|=1
k—k+1:
FE G = Dulu. Dl Gy

|a|=k
1 1 N
v | Z )|
1 «— 9 1
- - 7Da « - h;
12 o, |Z_ka! Flao)h* | -h

Wie beim [Beweis der Taylor-Formellschon bemerkt, kann man die innere Summe
unter Anpassung des Vorfaktors wie folgt auflésen

n n _9 90 ) )
_ 1 Z 0 Z Oxiy """ Oz f(l'o)h“ 'hlk b
U k4140 | & k! '
i=1 01yt =1
9 9 9
_ z": 8I‘k+1 afik e Ef(xo)hh Ca hik . hikJrl
(k+1)!

U1yl tk41=1
B D f(xzo)h*
- Z al

|| =k+1

O

In der obigen Form macht die Taylor-Formel Sinn fiir allgemeine vektorwer-
tige Funktionen in Banachrdumen. Ohne Beweis folgender

Satz 7.3.6. Sei U C X, f € C™HL(U,Y). Dann gilt fiir alle x¢, 7o +h € U mit
[[zo,z0 +h]] €U

TR (g (m+1) (g
36 € [0,1] : f(l,o+h):zf ( O)Ii?a h) Jrf + ((Onjf}i))sh, Jh)

Bemerkung. Eine analoge Formel gilt mit der entsprechenden Integraldarstel-
lung des Restglieds fur f € C™(U,Y).

7.4 Lokale Extrema reellwertiger Funktionen
Sei im folgenden Abschnitt U C R™ offen und stets f: U — R.

95



7.4.1 Lokale Extrema

Definition 7.4.1. f hat in einen Punkt z¢ € U ein lokales Maximum (re-
spektive lokales Minimum), wenn es eine Umgebung V' von zq gibt, sodass

f(zo) > f(z) VzeV (respektive f(xg) < f(z) Vax eV)
Ist sogar

f(zo) > f(z) VeeV\{xy} (respektive f(xg) < f(z) Va eV \{xo})

so hat f in z; ein isoliertes (strenges/striktes) lokales Maximum (respek-
tive Minimum).

f hat in zg ein (isoliertes) lokales Extremum, wenn f in z( ein (isoliertes)
lokales Maximum oder ein (isoliertes) lokales Minimum besitzt.

7.4.2 Notwendiges Kriterium

Satz und Definition 7.4.1.1. Sei f partiell differenzierbar. Wenn f in zg € U
ein lokales Extremum hat, dann ist notwendig V f(z¢) = 0, d.h. %f(xo) =0
fir jedesi =1,...,n.

Ein Punkt 29 € U mit V f(zo) = 0 heifit kritischer Punkt von f.

Beweis. O.B.d.A. besitze f in zg ein lokales Maximum, d.h. es existiert ein
€ > 0, sodass
f(zo) = f(z) V€ Be(xo)

Betrachte nun, fiir ¢ = 1, ..., n, die Funktionen
|—€, e[ 2t gi(t) = f(zo + te;)

Nach Voraussetzung besitzt g; in ¢ = 0 ein lokales Maximum und ist differen-
zierbar, da f partiell differenzierbar ist. Aus der Analysis I ist bekannt, dass
dann folgt ¢;(0) = 0. D.h. aber gerade

gi(t) = gi(0) _ lim f(zo +te;) — f(wg)  Of

0=g:(0) ggr(l) t t—0 t ox; (o)
fiir jedes i = 1,...,n, also V f(z) = 0. O

7.4.3 Erinnerung: Hinreichendes Kriterium im Eindimensionalen

Fiir 2-mal differenzierbare Funktionen f einer reellen Variable ist ein hinreichen-
des Kriterium fiir das Vorliegen eines Extremums in xg: f”(z9) # 0. Genauer:
ist f"(zg) > 0, so liegt ein lokales Minimum vor, ist f”/(zg) < 0, so liegt ein
lokales Maximum vor.

Fiir f € C?(U), wobei nun U C R”, erhiilt man ein hinreichendes Kriterium
fiir das Vorliegen eines Extremums mit Hilfe der Hesse-Matrix.

7.4.4 Definitheit symmetrischer Matrizen

Definition 7.4.2. Sei A eine reelle symmetrische n x n-Matrix. Dann heifft A

e positiv definit, falls (A&, &) >0 VEeR™\ {0},
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e positiv semidefinit, falls (4¢,£) >0 Ve R™,

negativ definit, falls — A positiv definit, d.h (A£,£) <0 V¢ € R™\ {0},
e negativ semidefinit, falls —A positiv semidefinit und

e indefinit, falls A weder positiv definit noch negativ definit ist, d.h. wenn
&,n € R™ existieren mit (A€, £) > 0 und (An,n) <O0.

Aus der linearen Algebra ist bekann, dass eine reelle symmetrische n x n-
Matrix n reelle Eigenwert Ao, ..., A, (gezéhlt nach Vielfachheit) und eine Or-
thonormalbasis v1, ..., v, € R™ bestehend aus Eigenvektoren besitzt:

A’Ui:)\ﬂ}l‘ VZ:L,H

n
Somit gilt fiir v = > pv; mit p,; € R:
i=1

Also gilt
Satz.

e A ist positiv (respektive negativ) definit <= alle Eigenwerte von A sind
positiv (respektive negativ).

e A ist positiv (respektive negativ) semidefinit <= alle Eigenwerte von A
sind > 0 (bzw. < 0).

e A ist indefinit <= A besitzt sowohl positive als auch negative Eigenwer-
te.

Weiter ist aus der linearen Algebra das sogenannte Hauptminorenkriterium
bekannt

Satz. Fiir jedes k =1,...,n heifit
A =

Hauptminor von A. Es gilt
e A ist positiv definit <= det A > 0 fiir jedes k =1,...,n

o A ist negativ definit <= (—1)"det A;, > 0 fiir jedes k = 1,...,n.
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7.4.5 Hinreichendes Kriterium

Satz 7.4.3. Sei f: U C R"™ — R zweimal stetig differenzierbar, o € U sei ein
kritischer Punkt. Dann gilt

i) Ist Hessf(xg) positiv definit, dann besitzt f in xg ein isoliertes lokales
Minimum.

ii) Ist Hessf(xo) negativ definit, dann besitzt f in zo ein isoliertes lokales
Maximum.

iii) Ist Hessf(xo) indefinit, so besitzt f in g kein Extremum.
Beweis.

i) Sei A := Hessf(xo). Nach Voraussetzung ist A¢-£ > 0 fiir alle £ € R™\ {0}.
Insbesondere folgt daraus: Die stetige Funktion

{EeR"[éll, =1} 38— AL-€

nimmt auf ihrem Definitionsbereich, der kompakten Einheitssphére, ein
positives Minimum an. D.h.

min Af-&E=1a>0
£€B1(0)

Nach der Taylor-Formel fiir m = 2 fiir f gilt

Flawo+ h) = f(zo) + V(xo) - h+ 3 Hess (o) h + r(h)

fir h € R™, | k|, klein genug, wobei 'm;‘ — 0 fiir h — 0. Somit existiert
2
ein 6 > 0 mit ,
Ir( 2' < % Vh eR" ||h], <o
1112

d.h. [r(R)| < & ||h]|3. s folgt

Flzo+h) = f(wo) + %Ah i+ r(h)
h h

4 (h)
12l (IRl

1
= f(wo)+ 5 11, A

> f(wo) + 5 A3 a+ r(h)

«
> f(z) + 5 I3

ii) folgt aus i) durch den Ubergang zu — f.
iii) Wenn Hy(x¢) indefinit ist, dann existieren &, € R™ mit
a:=Hi(zo)f- £ >0, 8:=Hs(xo)n-n<0

Sei t € R, |t| geniigend klein, sodass xg + t€ € U, dann gilt nach Taylor-
Formel
2

o +1€) = J o)+t Y (w0) € + = Hy(o)6 - & +r(t8)
——

=0
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r(t£)
llell2

r(t§)
t2

mit — 0, wenn t — 0, d.h. — 0, also existiert ein § > 0

Ir(t€)| < %ﬂ VteR, |t| <6
womit r(tf) > —2¢? = ﬁHf(xo)g - ¢, also

2 2

2
Flao +h) = Flwo) + SHy(mo)e €+ 7(6€) > fwo) VieR, i <5

gilt, d.h. f kann in z( kein lokales Maximum besitzen. Eine analoge Ar-
gumentation fiir n liefert: f kann in zy kein lokales Minimum besitzen.

O

7.5 Implizite Funktionen
7.5.1 Motivation

Gegebensei F': UC X xY — Z, (X, | x), Y, |Illy)s (Z, ||| ;) Banachréume,
(xo,yo) € U mit F(.ro,yo) =0.

Unter welchen Voraussetzungen an F hat die Gleichung F'(x,y) = 0 fiir jedes
x in einer Umgebung von xy genau eine Losung y € Y7 Existiert eine solche
Umgebung V, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion g : V — Y mit
F(z,g(x)) = 0 fir alle z € V. Man sagt dann: F(z,y) = 0 lisst sich nach
y auflésen und die Funktion g wird durch F(z,g(z) =0 Vz € V implizit
definiert. g heift dann auch Auflésung von F'(x,y) = 0 nach y.

7.5.2 Beispiel
Betrachte

/

Ist (a,b) € R? mit b > 0 (respektive b < 0) und f(a,b) = 0, dann existieren
offene Intervalle I, J mit a € I,b € J, sodass fiir jedes x € I genau ein y € J
existiert mit f(z,y) = 0.

Die Zuordnung I 5 = +— y € J definiert eindeutig eine Abbildung g : I — J
mit der Eigenschaft

f(z,g(z))=0 Vzel

99



Bemerkunyg.

1. In diesem Beispiel kann ¢ explizit angegeben werden: Ist b > 0, so ist

g(x) =v1—22ist b <0, soist g(x) = —v1— 22 fiir alle x € I.

2. Im Allgemeinen wird es nicht moglich sein, die Auflésung g explizit anzu-
geben.

3. In keiner der Umgebungen von (1,0) oder (—1,0) lasst sich die Gleichung
f(z,y) = 0 nach y auflésen. Denn

0 B #0, y#0
ayf(x,y)%{: 0, y=0

4. Damit y eindeutig bestimmt ist, muss im Beispiel J geeignet gewahlt wer-
den, ansonsten erhilt man zu x € I eventuell 2 Losungen: /1 — 22.

7.5.3 Satz iiber implizite Funktionen
Im Folgenden versehen wir den Produktraum X X Y mit der Norm
@)l = llzlx +lyly V(zy) e X xY

(X xY),||']|) ist dann selbst ein Banachraum. Weiterhin vereinbaren wir
Wenn U C X xY offen, F: U — Z in (z9,yo) € U differenzierbar ist, dann
definieren wir

) VheX

DXF(CUO7Z/0) S ‘C(X7 Z)7 DXF(:EanO)h = F/(x()ayo)(h7o
0,h) YheY

Dy F(zo,y0) € L(Y,Z), Dy F(20,y0)h := F'(z0,90)(0,

Satz 7.5.1. Sei f: U C X xY — Z stetig differenzierbar, (x¢,y0) € U mit
f(xo,y0) = 0. Falls Dy f(xo,y0) invertierbar ist, dann kann man F(z,y) # 0
lokal eindeutig in einer Umgebung von (xg,yo) nach y auflésen. Genauer gilt

i) Es existieren ¢,0 > 0 mit Bs(zo) X Be(yo) € U und so, dass fiir alle
x € Bs(xg) die Gleichung F(z,y) = 0 genau eine Losung y € B.(yo)
besitzt.

ii) Die durch i) eindeutig bestimmte Funktion g : Bs(xg) — Be(yo) mit
F(z,g(x)) =0 Yz & Bs(xo)
ist stetig differenzierbar.
iii) Fir alle x € Bs(xg) ist Dy F(z, g(x)) invertierbar und es gilt

g'(x) = = (Dy F(x,9(x))) " Dx F(z,g(x))

Vor dem grofsen Satz und seinem Beweis das folgende

Lemma 7.5.2. Wenn C € L(R?,R?) mit ||C| < 1, dann ist die Abbildung
I — C invertierbar.
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Beweis. Es ist [|C™|| < ||C||"  Vn € N. Daher ist
Sy = ZC”“ VneN,
k=0

die sogenannte Neumann’sche Reihe, eine Cauchy-Folge in £(R?,RY), denn
da die geometrische Reihe 3 [|C]|¥ wegen ||C|| < 1 konvergiert, ist

> o

k=m+1

n

< > el

k=m+1

||Sn - Sm” =

fiir alle n < m. Da L(RY,R) vollstindig ist, konvergiert (Sn)pen gegen ein
S € L(R%,RY?). Es ist aber

n n+1
SpI-C)=> Cct=> ct=1-C""'=(1-0C)8,
k=0 k=1

also fiir n — oo
SI-C)=I=(I-0C)S

wobei die Konvergenz des mittleren Terms gilt, da HC"‘HH < ||CH"+1 0.

Insgesamt ist also gezeigt, dass I — C invertierbar ist mit (I — C)~! =

Beweis. des Satzes nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume, d.h. 0.B.d.A.
X =RP)Y =R

i) Setze D := Dy F(xo,yo); nach Voraussetzung und weil X,Y endlich-
dimensional sind, ist D~! € £(Z,Y). Bemerke, dass fiir (z,y) € U die
Aquivalenz F(z,y) =0 < y— D 'F(x,y) = y gilt. Letztere Gleichung ist
eine Fixpunktgleichung.

Da F und Dy F nach Voraussetzung auf U stetig sind, existiert eine

0-Umgebung Bs(zg) von zp und eine e-Umgebung Bc(yp) von yo mit
Bs (o) x Be(yo) C U, sodass

|T = D™Dy F(a.y)|| < ¥ (2,y) € Bs(z0) x Be(yo) (1)

HD_lF(.’I},yo)H < Va e Bg(l‘o) (2)

=N =

Sei @ € Bs(x) fest. Betrachte die Abbildung

®: B.(yo) — R?
y—y— D F(z,y)

Unter Zuhilfnahme der Voraussetzungen und der Kettenregel erkennt man,
dass @ differenzierbar ist mit der Ableitung

' (y)=1- (D) (F(z,y))] DyF(z,y) =1 — D 'DyF(z,y)

(denn es ist (D71 (2) = D=L fiir alle z € Z, siehe
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ii)

und nach Schrankensatz und gilt fiir alle y, z € Be(yo)

19(y) — @(2)]; < Bt 19" (y + (2 = YD)l vy lly = 2l
€]0,

= Ssup HI - D_lDYF(-T7y + t(Z - y))“g(xy) ”y - ZH2

t€]0,1{
1
<3 ly—zll, Vzy € Bc(yo)

d.h. ® ist eine Kontraktion. Zudem ist

[2(y) — volly < [12(y) — 2(yo)ll + [[2(yo) — voll
= [[®(y) — ®(wo)ll + ||yo — D™ F(z,50) — vo|

1
5 ly — woll, + HD_lF(l",yo)H <e€

<e <$ nach

Somit bildet ® B.(yo) wieder in B(yo) ab.

Mit dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt dann die Existenz und Eindeu-
tigkeit eines Fixpunkts § € B¢(yo) von ®. Damit ist dann gezeigt, dass fiir
alle x € Bs(xg) die Gleichung F'(z,y) = 0 genau eine Losung y € B(yo)
besitzt.

Nach i) ist nun in eindeutiger Weise eine Funktion ¢ : Bs(z¢) — B.(yo) mit
F(z,9(z)) =0 Vuz € Bs definiert. Wir zeigen zunéchst, dass g stetig ist.
In der Tat erweist sich die obige Funktion g als Fixpunkt der Abbildung
T: M—-M
wis u— D (- u(?)

wobei
M := {u: Bs(xo) — R? | u stetig, u(xo) = yo, u(Bs(z0)) € Bz (yo)}

Es gilt: M ist eine abgeschlossene, nicht-leere Teilmenge des Banachraums
(Cy(Bs(0),RY), ||| ) (d.h. des Vektorraums der stetigen, beschrénkten
Abbildungen Bj(zg) — R? ausgestattet mit der Supremumsnorm).

T ist wohldefiniert: D~! und F sind nach Voraussetzung stetig ist; aufer-
dem ist fiir w € M und fiir alle x € Bs(x0)

[(Tu)() = yolly = [[D(u(x)) = yoll
< 1@ (u(x)) = @(yo)ll, + [12(y0) — voll

1 _
< 5 @) = golly + [lyo = DT F(2, 90) — wol |
< 1 € " € €
22 4 2
Also ist klar, dass Tu € C(Bs(zo),RY) fiir alle u € M. Weiter ist

(Tw)(zo) = u(zo) — D~ F(z0,u(w0)) = yo — D' F(x0,90) = %o
———r

=0
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Zusammen hat man also Tu € M.
T ist kontrahierend mit Konstante %, da fiir alle u,v € M,z € Bs(xg) gilt
1
I(Tu)(2) = (Tv) (@)l = |2(u(@)) = 2(v(@))l; < 5 lu(z) —v(@)ll, =
1

|Tu—To| < 3 lu—v|, VYuveM

Somit erfiillt T" alle notwendigen Voraussetzungen, um den Banach’schen
Fixpunktastz anzuwenden. T' besitzt einen eindeutigen Fixpunkt g € M.
Auf Grund der Eindeutigkeit der Losung y € B.(yo) der Gleichung

F(x,y):O

fiir festes © € Bs(z) folgt unmittelbar g = g, d.h. g ist stetig.

Um die fehlenden Punkte zu zeigen, beweisen wir zunéchst, dass Dy F'(z,y)
in einer (eventuelle kleinen Umgebung) Bs, (z¢) X Be, (yo), wobei 0 < dy <
6 und 0 < €1 < ¢, invertierbar ist.

Da F auf Bjs(xzo) x Bc(yo) stetig differenzierbar ist, existieren zunéchst
0<dy<dund 0 < €3 < € mit

1
|(Dy Fao,90) 7"

| Dy F(z,y) — Dy F(zo,%0)|| <

fiir alle (z,y) € Bs, (20) X Be, (yo). Mit den Bezeichnungen
A:=DyF(z,y), B := Dy F(x0,10)
fiir festes (z,y) gilt also
B A-1I]|=[|B (A= B)| < [[B'|-lA - Bll <1

Nach Lemma folgt nun, dass B~'A =1 — (I — B~!A) in C(R?,RY)
invertierbar ist. Damit ist auch A = Dy F(z,y) invertierbar. Da (z,y)
beliebig war, ist also Dy F(z,y) invertierbar fiir alle (z,y) € Bs, (o) X
B€2 (yO)

Wiéhle nun €; := e3. Da die Auflésung ¢ aus i) bzw. ii) stetig ist, existiert
nun aber 0 < §; < &2 mit g(Bs, (z0)) € Be, (yo). Dann gilt die Aussage
i) mit €¢; und d; an Stelle von € und ¢; auferdem gilt: Dy F(x,y) ist
invertierbar.

Im weiteren Verlauf arbeiten wir mit €, 61, die wir aber der Einfachheit
halber wieder mit €, bezeichnen.

Es bleibt zu zeigen, dass g stetig differenzierbar ist, und dass fiir die Ab-
leitung gilt

g'(z) = = (DyF(z,9(x))) " DxF(z,9(x)) Va € Bs(o)
Nach dem Satz von Taylor ist fiir (z,y), (x 4+ h,y + k) € Bs(xo) X Be(yo)

F(x+h,y+k)=F(z,y) + F'(z,y)h + r(h,k)
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wobei 55 = it — 0 fiir (b, k) — (0,0). Somit folgt
F(x+h,g(x+h)) = F(z,9(z)) + DxF(z,g9(z))h
+ Dy F(z,9(2)) (9(z + h) — g(x)) + r(h, g(z + h) — g(z))
fir x,z + h € Bs(xp), d.h.
0= DxF(z,9(z))+ Dy F(z,9(x))(9(z +h) —g(z)) +r(h,g(x+h) — g(z))
mit
Ry + llg(z + h) = g(@)ll,

Aber Dy F(x,g(x)) ist invertierbar fiir alle z € Bs(xq), womit folgt

gl + 1) = g(z) — [~ (Dy F(z,9(@))) ™ DxF(z,g@)h]  (3)

= (Dy F(z,g(x)))"'r(h, g(z + h) — g(2)) (4)
=7 (h)

(h) h~>0 (

Wenn es gelingt zu zeigen, dass T s **%), dann folgt, dass g diffe-

renzierbar ist und
g'(x) = = (Dy F(z,9(x)))"" DxF(z,g(x)) Va € Bs(xo)
Die stetige Differenzierbarkeit von g folgt unmittelbar aus der Stetigkeit

der Ableitung, die als Komposition stetiger Abbildungen stetig ist.

Tatséchlich gelingt der Nachweis von (**) nicht direkt. Aber fiir € existiert

6 > 0, sodass
1

2||(Dy Fa,g@) |

>e>0

Wegen (*) und wegen der Stetigkeit von g kann man 6 so klein wihlen,
dass gilt:

| (h,g(x +h) = g(x))]|
< é(llplly + llg(x +R) — g(2)]5)

<& (lInlly + 9@+ 1) — g@) = (= (Dy Fla. g@) ™" DxF(.gla)hn)|

+ |y P, g@) ™ DxF(a.gapn|) ¥ 0l <

2

woraus folgt
Ir(h, 9o+ b) = g(@)]
<é(1+|(DyF(a.g@) " DxFa.g@)]) 0]l
g+ 1) = g(w) = (= (Dy F(w, 9(2))) ™ DxF(, glw))h) |
2||(Dy Fla,g@)) |

+ 2
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Daraus folgt mit
ot + 1) = g(2) = [~ (Dy F@,g(2))) ™ DxF(a g
<2||(Dy Fa,g@) 7| & (14 || (Py F(a, g@) ™ DxF(a, g@))| ) 101l

fiir alle ||h|| < 0. Damit ist (**) gezeigt.

7.5.4 Umkehrsatz
Unmittelbar aus dem Satz {iber implizite Funktionen folgt der

Satz 7.5.3. Sei f: U C X — Y stetig differenzierbar, xg € U so, dass f'(xg)
invertierbar ist. Dann existiert eine offene Menge W C U, x¢g € W, V Umgebung
von yo = f(zp) in Y, sodass flw : W — V bijektiv und g := f|W*1 V=W
stetig differenzierbar ist mit

gW) = Flgyo) ™ = (f'(zo) ™"

Beweis. Die Gleichung f(x) —y = 0 muss nach x aufgelost werden. Betrachte
deshalb

F:UxY =Y
(z,y) = flz) —y
F ist stetig differenzierbar, da f stetig differenzierbar ist; es gilt F(xg,y0) =
0 und Dx F(zo,y0) = f'(z0) ist invertierbar. Nach dem Satz existieren
€,0 > 0und g : B.(yo) — Bs(zo) stetig differenzierbar mit g(yo) = z¢ und
F(g9(y),y) =0 fiir alle y € Bs(yo), d.h. aber gerade f(g(y)) = y fiir alle diese y.
Mit V := Be(yo), W := Bs(xo) N f~1(Bs(yo)) folgt:
flw : W — V ist bijektiv und ¢ = (f|w) . nach Satz ist g auch stetig
differenzierbar und es gilt

I=(fog9) (%)= f(9(y0))d (¥o) = f'(z0)d (o)
also ¢/(yo) = (f'(z0)) - O

7.6 Extrema mit Nebenbedingungen
7.6.1 Problemstellung

Gesucht sind Extrema bzw. Extremstellen einer Funktion f : U C R® — R
unter einer Nebenbedingung g(x) = 0, wobei g : U — RP stetig differenzierbar
ist; d.h. gesucht sind die Extrema bzw. Extremstellen von f|y;, wobei M =
{z € U|g(x) =0}.

Man sagt: f besitzt in zy € M ein lokales Maximum (respektive lokales Mini-
mum) unter der Nebenbedingung g(z) = 0, wenn f(z) < f(zg) Yz e MNV
fiir eine gewisse Umgebung V von zg, V C U (respektive f(z) > f(xg) Vz €
MNV).

Es sei im Folgenden stets 1 < p < n (d.h. es gibt weniger Nebenbedingungen
als Variablen). Manchmal ist es moglich, die p Nebenbedingungen explizit nach
p Variablen aufzulGsen.

105



7.6.2 Beispiel
Gesucht sind die Extrema von
f: R3>SR
(z,y,2) — 2 +y? + 27

unter der Nebenbedingung ¢(z,y, z) = 0, wobei

g: R®* =R
(I,y,Z)?—)4I+3y72’

Dann sind dquivalent: g(z,y,z) = 0 < z = 4z + 3y, und das Bestimmen der
Extrema von f|p mit

M = {(a:,y,z) eR? |g(x,y,2) = O} = {(m,y,z) & |z = 4x+3y}
ist Aquivalent zum Bestimmen der Extrema der Funktion
@: R?3 (2,y) — f(z,y, 40 +4y) = 2° +y° + (4o +3y)°* € R
Die ist ein wohlbekanntes Problem, das mit den Ergebnissen der vorhergehenden
Kapitel gelost werden kann.

7.6.3 Lagrange’sche Multiplikatoren

Achtung. Aber: Im Allgemeinen ist eine solche explizite Auflésung der Neben-
bedingungen nicht mdoglich!

In diesem Fall ist manchmal folgender Satz hilfreich

Satz 7.6.1. Seien f: U CR™ — R, g: U — RP stetig differenzierbar, 1 < p <
n, xo € U. Die Jacobi-Matrix von g habe Hochstrang in z¢ (d.h. rg(Dg(zo)) =
p) und es sei g(zg) = 0. Hat dann f|p, wobei M = {x € U|g(z) =0} in
xo ein Extremum, so existieren A1,...,A, € R (sogenannte Lagrange’sche
Multiplikatoren), sodass gilt

Df(x0) +_ Aigj(w0) =0

j=1
d.h. es gilt
of on gp _
91, (mo) + )\8121 (:1?0) + ...+ )\paxn (370) =0
of 991 99p _ .
D, (zo) + Aaxl (o) + ...+ XA oz, (z0) = On Gleichungen
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7.6.4 Nutzen der Satzes iiber Lagrange’sche Multiplikatoren

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir zunéchst iiberlegen, wie der Satz fiir
das Auflésen von Extrema unter Nebenbedingungen genutzt werden kann. Das
allgemeine Vorgehen ist das folgende

Betrachte das Gleichungssystem (*) aus dem Satz. Dann gilt: jeder Punkt
x € M, der ,Anfang“ einer Losung (z',...,2" A1,...,\,) von (*) ist und fiir
den gilt, dass rg (¢’(x)) = 0, kommt als mogliche Extremstelle in Frage. Weitere
mogliche Kandidaten sind Punkte € M mit rg(¢’(x)) < p. Im Einzelnen muss
dann nachgepriift werden, ob ein Extremum vorliegt.

7.6.5 Beispiel
Gesucht sind die Extrema von
f:R2 SR
(@)~ x-y
auf der Einheitssphére {(x, y) ER? |22 4+ y2 = 1}, d.h. unter der Nebenbedin-
gung g(x,y) = 0, wobei
g: RZ-R
(z,y) = 2 +y> — 1
f und g sind stetig differenzierbar, ¢'(z,y) = (2x,2y) hat Hochstrang (= 1) in
jedem Punkt (z,y) # (0,0), d.h. insbesondere in jedem Punkt (z,y) € M. Nach

Satz kommen deshalb als Kandidaten fiir (lokale) Extremstellen nur solche
(x,y) in Frage, die ,Anfang” einer Losung (z,y, \) des Gleichungssystems

of Jg B B

af dg

ay(ﬂc,y)Jrkay(ﬂm/) 0 & T+ N2y =0 (II)
gla,y) =0 = a?+yt=1 (1)

sind. Lose nun dieses Gleichungssystem:
D ey=-\x
MY A2- (-A22)=0& (1—4\H)z =0

alsox = 0oder A = i%. Ersteres zuriick in (I) eingesetzt ergibt y = 0, was einen
Widerspruch zu (III), also 22 +y? = 1, ergibt. Setzt man die anderen Losungen
zuriick in (I) ein, so erhélt man

y==xzx

== (G ) () () ()

Dies sind die einzigen moglichen Kandidaten. Da
1\ 1 1\
()~ (7)) -
1 1) 1 1Y
()~ () -
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befinden sich an (%, %) , (f%, f%) (globale) Maxima und an (—%, %)’
(%, *%) (globale) Minima.

7.6.6 Beweis des Satzes

Beweis. Nach eventuelle Umnummerierung der Variablen z,...,z, darf man
annehmen, dass
dg 991
371(900) e T%(iﬂo)
g g
8%? (xo) 3xp (:CO)
invertierbar ist. Schreibt man «* = (x1,...,2p),y = (Zpy1,...,Ty), dann ist

o = (x4, yo) und man hat
g: RP X R"P — RP
(z%,y) = g(z",y)

Dann ist die obige Matrix = Dx«g(z*,y). Nach Satz lasst sich dann die
Gleichung g(x) = g(z*,y) = 0 in xo lokal und stetig differenzierbar nach z* =
(x1,...,zp) auflosen:

xr1 = h1($p+17...,xn)

Tp = hp(Tps1, ..., Tn)

wobei h = (hq,...,hy,) die lokale Auflosungsfunktion ist. Also gilt h(yo) = =}
und in einer Umgebung von yq

g(h(y),y) =0

Nach Voraussetzung besitzt die Funktion f|p; in 2y ein Extremum. Dies im-
pliziert, dass die in einer Umgebung von yo reellwertige, stetig differenzierbare
Funktion y — f(h(y),y) ein lokales Extremum in yo besitzt. Nach notwendigem
Kriterium fiir das Vorliegen eins solchen folgt

0=Vf(h(yo),y0) = Vf(hl(xg+1,...,x%),...,hp(x2+1,...,rg),x2+1,...,z%)
—_——
=x0

Nach Kettenregel folgt also

D () Oy
O () .. Dy,)
0= (V) (o) | B WO By, (o (5)
=(2L (o), 2 (@0)) : , ,
0 0 1
= Dx~f(x0) - Dh(yo) + Dy f(z0) (6)
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Da g(h(y),y) = 0 in einer Umgebung von yo, ist auch Dg(h(y),y) = 0 fiir alle
y in dieser Umgebung, d.h. aber nach Kettenregel

Dx~g(h(y0),v0) - Dh(yo) + Dy g(h(y0),%0) - In—p = 0 <
Dx-g(xo) Dh(yo) + Dy g(h(yo,%0) =0 <
————

invertierbar

Dh(yo) = = (Dx-g(z0)) " Dy g(h(yo, o)
In @ eingesetzt ergibt das

0= — Dx-f(z0) (Dx-g(z0)) " Dyg(h(yo.yo) + Dy f(x0)
—_—

ERIXP ERPXP

Definiere (Aq,...,Ap) := —Dx-f(z0) (Dx-g(x0))” ", so erhilt man die n — p-
Gleichungen

P
0= Z /\]’ . Dygj(xo) + DYf(xO)

j=1
Es ist nach der Definition der Aq,..., A\,

(A, s Ap) = —Dx- f(w0) (Dx-g(w0)) ™" &

p
0= Z)\J . DX*gj(xo) + DX*f(J)o)
j=1

Insgesamt also

0= "X, Dg;(xo) + Df(x)

j=1

was zu zeigen war. O
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8 Differentialgleichungen

8.1 Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

8.1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 8.1.1. Sei (X, ||-|| y) ein Banachraum, D € Rx X offen, g : D — X.
Die Gleichung
v =9ty

heifit gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung (in expliziter
Form). Ausgeschrieben bedeutet sie

y'(t) =g(t,yt)) Vit

Eine auf einem Intervall 7 C R mit ] # () definierte Funktion y : I — X heift
Losung der Differentialgleichung, wenn

(t,y(t)) e D Vtel und ' (t)=g(t,y(t)) Vvtel

Hingt g(t,y) nicht explizit von ¢ ab (d.h. ist konstant in t), so kann g als
Funktion von D C X — X aufgefasst werden und

heiffit autonome Differentialgleichung. Entsprechend wird die allgemeine
Form auch als nicht-autonome Differentialgleichung bezeichnet.

8.1.2 Beispiel: Populationsmodelle
1. Exponentielles Wachstumsmodell (Malthus, 1798)

y(t) == Anzahl der Individuen in einer Population zum Zeitpunkt ¢t > 0
y(0) = yo Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei bekannt

Gesucht ist: y(t) fiir t > 0. Annahme

proportional Sterberate
= ~ =
y(t+ At) —y(t) ~ o, yt)At— B y(HAt
—_— ~—

Zu-/Abnahme der Population Geburtenrate

Unter der Annahme, dass y in ¢t > 0 differenzierbar ist, erhdlt man (als
Approximation) mit At — 0:

y'(t) = ay(t) — By(t)

d.h. ¥ = (a — B)y. Dies ist eine Differentialgleichung mit der Anfangsbe-
dingung y(0) = yo.
Die Differentialgleichung y’ = vy besitzt die unendlich vielen Losungen

y(t)=c-e" VteR

wobei ¢ € R beliebig ist.
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Das sogenannte Anfangswertproblem fiir diese Differentialgleichung,
d.h.

/

Y =y
(AWE) {y(O) =y

besitzt die (wie wir sehen werden) eindeutige Losung y(t) = yoe?t fiir
teR.

Grafisch:

voe' y<0

Man sieht ein, dass das Modell zu vereinfacht ist (zumindest fiir grofe
Zeitintervalle). Es sind komplexere Modelle vorgeschlagen worden, etwa

. Logistisches Modell (Verhulst, 1838)

y'(t) = (a—B)y(t) —7y° (1)
—— SN——
>0 selbstregulierender Effekt

Mit v = (a — ) % fiir geeignetes K > 0 hat man

y(t)
J= @8 (1-42)
~————
Term aus dem exponentiellen Modell ~=—~—"
Korrekturterm

Fiir y(t) = K ist der Korrekturterm = 0, fiir kleine y(¢) ist er = 1.

Das Anfangswertproblem

Y (t) = (a— B)y(t)(1 - L2)
y(O) =%Yo

fiir die logistische Gleichung, welches Ressourcenknappheit berticksichtigt,
besitzt folgende eindeutige Losung

yOKe(O‘_B)t

T

y(t)
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Yo

3. Réauber-Beute-Modell

Modellannahmen: Gegeben sind zwei Populationen, eine Réduber- und ei-
ne Beutepopulation (z.B. Fiichse und Hasen, Hechte und Karpfen oder
dhnliches), die sich gegenseitig beeinflussen.

y(t) := Anzahl der Riuber zur Zeit ¢
z(t) := Anzahl der Beute zur Zeit ¢

Weitere Annahmen:

e Beute: Es herrscht keine Nahrungsmittelknappheit oder sonstiger
Ressourcenmangel. Sind also keine Rduber vorhanden, wir das Wachs-
tum der Beutepopulation annéhernd gut durch 2’(t) = ax(t) mit
a > 0 beschrieben (Malthus-Modell).

Sind Rauber vorhanden, verringert sich das Wachstum der Beute
durch einen Term, der proportional zur Beute und zur Rauberpopu-
lation ist: —bz(t)y(t), mit b > 0 (,Réuber fressen Beutetiere®). Also
hat man

2/ (t) = ax(t) — bx(t)y(t)

e Riauber: Rauber erndhren sich aussschlieflich von Beute; sind keine
Beutetiere vorhanden, verhungern die Réuber und sterben aus. Als
Wachstumsmodell modelliert man dies durch y'(¢) = —cy(t) mit ¢ >
0. Ist Beute vorhanden, kann die Rduberpopulation wachsen und sich
reproduzieren. Das Malthusmodelle muss durch einen positiven Term
der Form +dz(t)y(t) (d > 0) ergénzt werden:

y'(t) = —ey(t) + dz(t)y(t)
Als gesamtes Modell (Rauber-Beute-/Lotka-Volterra-Modell, 1925) ergibt
sich
2/ (t) = ax(t) — bx(t)y(t)
y'(t) = —cy(t) + dz(t)y(t)

oder kurz

' = ax — bry = z(a — by)

! —

Yy = —cy+dzry = y(dz — )
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gegebenfalls ergénzt durch die Anfangsbedingung
z(0) =z >0, y(0) =yo >0

Die Differentialgleichung aus dem Réuber-Beute-Modell besitzt keine Lo-
sung, die explizit analytisch, in geschlossener Form angegeben werden
kann. Aber man kann zeigen: das Anfangswertproblem

' = x(a — by)
v =yldz—c)
z(0) = xo
y(0) =wo

besitzt, fiir jedes Anfangswertepaar (zg, o) € R? eine eindeutige Losung
(x(t),y(t)) auf R. Diese kann mit numerischen Verfahren beliebig genau
berechnet werden. Typischer Verlauf der Losung:

8.1.3 Fragen an Differentialgleichungsmodelle

Gegeben ist ein Modell mit Differentialgleichungen/Anfangswertproblemen. Ty-
pische Fragen sind

Existiert eine Losung?
Was ist das maximale Existenzintervall einer Losung?
Ist die Losung eindeutig?

Ist die Losung explizit berechenbar? Ansonsten miissen numerische Ver-
fahren zur Berechnung der Losung entwickelt werden.

Welche qualitativen Eigenschaften hat die Losung (Monotonie, Periodizi-
téat, Langzeitverhalten usw.)?

Sie sind Gegenstand der Vorlesung ,Differentialgleichungen 1. Hier nur ganz
kurz einige Uberlegungen:

Wir betrachten X = R. Die Differentialgleichung y'(¢t) = ¢(t) mit g als
Dirichlet-Funktion. g besitzt keine Stammfunktion, weshalb die Differenti-
algleichung in keinem noch so kleinen Intervall eine Losung besitzt. Allge-
mein sollte die rechte Seite der Differentialgleichung fiir die Existenz einer
Losung stetig sein.

Klar: Die Losung einer Differentialgleichung, wenn denn eine solche exis-
tiert, ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Betrachte zum Beispiel y'(t) =
g(t) mit g : I — R stetig. Die Gleichung besitzt die unendlich vielen

Losungen
t

yc(t):/g(s)ds—i—c, ceRitel
to

Das zugehorige Anfangswertproblem



besitzt dagegen die eindeutige Losung
t
vt =w+ [g(s)ds, el
to

Aber: Fiir allgemeine Differentialgleichungen mit stetiger rechter Seite ist
es moglich, dass das Anfangswertproblem mehrere Losungen besitzt. Be-
trachte zum Beispiel 3y’ = {/92, wobei die rechte Seite,

y: R—>R
y = vy
offensichtlich stetig ist.

e Man kann zeigen, dass in endlich-dimensionalen Banachrdumen ein An-
fangswertproblem fiir eine Differentialgleichung mit stetiger rechter Seite
stets eine Losung besitzt (Satz von Peano). Aber im vorliegenden Fall
besitzt das Anfangswertproblem

y =V
y(0) = wo

die unendlich vielen verschiedenen Lésungen
2
Ya,8(t) = {0, a<t<p

fira<0<p.

8.1.4 Satz von Picard-Lindel6f, lokale Version

Im vorliegenden Beispiel ist die rechte Seite g(t,y) zwar stetig (in (¢,y)), aber
beziiglich y nicht lipschitz-stetig in 0. Das ist das Problem, wie folgender Satz
zeigt

Satz 8.1.2. Sei (X, |[|y) ein Banachraum; seien a,b € R mit a < b, r > 0,
ug € X, g: [a,b] x Br(zg) — X stetig und lipschitz-stetig beziiglich y, d.h. es
existiert ein L > 0, sodass

lo(t,y) —g(t,2)llx < Llly—zllx Vy,z € Br(wo),t € [a,b]

Dann besitzt das Anfangswertproblem

Y =g(t,y)
y(to) = uo

fiir beliebiges ty € [a, b] eine eindeutige Losung auf einem Intervall [ty — o, tg + a,
wobei a > 0.
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Beweis. Voriiberlegungen: Eine Funktion u ist Lésung des Anfangswertproblems
auf dem Intervall [ty — o, to + @] fiir @ > 0 genau dann, wenn

w: [to — a,to + o] — X ist differenzierbar
U(to) = UQ
u'(t) = g(t,u(t)) Vte[to—a,to+al

Da g(t,u(t)) in ¢ stetig ist, ist u/(¢) also auch stetig. Nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung folgt aus der letzten Zeile (es gilt auch die
Riickrichtung)

u(t) — ulty) = /g(s,u(s))ds Vit € [to — a,to + a o

t

u(t) = u(to) + /g(s,u(s)) ds, uweClC([th—a,to+a],X)

to

Letzteres kann als Fixpunktproblem formuliert werden und mit dem Banach’schen
Fixpunktsatz (in eindeutiger Weise) gelést werden.

Weitere Voriiberlegung: g ist beschrankt auf [a,b] x B (ug). Falls X endlich
dimensional ist, ist dies klar, da B, (ug) kompakt ist und somit auch [a,b] x
B,.(ug) kompakt ist, womit g als stetige Funktion insbesondere beschrénkt sein
muss. Im allgemeinen Fall hat man fiir alle ¢ € [a,b],y € B,(ug)

la(t, 9l x < Illg(t,y) — g(t,uo)ll x + lg(t, uo)ll x
< Ly —yollx +l9(t,u0)ll x
————

<r

Also ist

lgt: )l x < L-r+ max |l g(t,uo) || =2 M
tefa,b] || ——
stetig in ¢

Definiere nun « := min {ﬁ, ﬁ},

E:={uec C([a,b],X)| ||u(t) —ulte)||xy <r Vteto—a,to+al},

®: F— C([a,b],X)
u— d(u)

wobei
t

D(u)(t) :=up + /g(s,u(s)) ds Vi€ [to— a,to+ ]

E ist eine nicht-leere (zumindest konstante Funktion sind in E enthalten), ab-
geschlossene Teilmenge des Banachraums (C([to — a, to + o], X), ||-|| ), wobei
|||, die Supremumsnorm

lulloo == sup  [lu(t)llx
tE[to*O&,to%*Dt}

115



bezeichnet. Weiter gilt fiir alle u € E,t € [tg — o, tg + ¢

t

[@(u)(0) ~ woll = | [ als,u(®) s

to X
max{to,t}
< [ gt uts)lds
min{to,t}

<Mltg—t| < Ma<r
Also ist ®(u) € E fiir alle u € F, d.h. es ist eine Selbstabbildung. Auflerdem ist
fiir alle w,v € E|t € [to — a, to + @]

t

[@(w)(t) = @(v)(B)lx = /(9(871&(5)) —g(s,v(s))) ds
max{to,t}

< / lg(s,u(s)) — g(s,v(s))l| ds

min{tg,t}

1
<a-L-flu(s) —v(s)llx <al-flu—vll, <5 llu—vl,

oo —

Da dies fiir alle ¢ € [tg — «, tg + o] gilt, hat man

1® () — W)l < = flu— o]l

oo —

® ist also kontrahierend. Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt, dass es
genau ein v € E gibt mit ®(u) = u, also genau ein u € C([to — o, to + o] , X)
mit ||u(t) — upl| < r fiir alle ¢ € [to — «, to + af, sodass

u(t) = up + /g(s,u(s)) ds
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9 Bildquellen

Alle weiteren Bilder erstellt mit |GeoGebra und dem GIMP.
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