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1. Aufgabe (8 Punkte)
Sei f : R2 → R, (x, y) 7→ f(x, y) = (x2 − 4)2 + (y + 1)2.

a) Zeige, dass K = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) ≤ 17 = f(0, 0)} = f−1( ] −∞, 17]) eine kompakte
Menge des R2 ist und dass K nicht leer ist.

b) Zeige, dass die Funktion g : K → R, g(x, y) = f(x, y) ihr Maximum und ihr Minimum
annimmt.

c) Zeige, dass die Funktion f ihr Minimum annimmt, aber kein Maximum besitzt.

Hinweis: Es darf ohne Beweis verwendet werden, dass limn→∞ f(xn, yn) = +∞ für alle Folgen
(xn, yn)n∈N ⊆ R2 mit limn→∞ ‖(xn, yn)‖2 = +∞ gilt.



2. Aufgabe (4 Punkte)
Seien X, Y metrische Räume und f : X → Y stetig. Zeige: Ist X kompakt und f bijektiv, so ist
auch f−1 stetig.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Sei n ∈ N, n > 1 und f : Rn → R stetig di�erenzierbar.
Für alle c ∈ R sei Nc := {x ∈ Rn | f(x) = c} 6= ∅ und es gelte ∂f

∂xn
(x) 6= 0 für alle x ∈ Nc.

Zeige: Zu jedem c ∈ R und v = (v1, . . . , vn) ∈ Nc existiert eine o�ene Umgebung U ⊆ Rn−1 von
(v1, . . . , vn−1) und eine stetig di�erenzierbare Funktion h : U → R, so dass

{(x1, . . . , xn−1, h(x1, . . . , xn−1)) | (x1, . . . , xn−1) ∈ U} ⊆ Nc.

4. Aufgabe (8 Punkte)
Zeige, dass der Raum

C0(R, R) := {f : R → R | f stetig, lim
|x|→∞

f(x) = 0}

bzgl. der Norm ‖ · ‖∞ vollständig ist.
Zeige dieses explizit, d. h. verwende nicht die Vollständigkeit von C(R, R).

5. Aufgabe (9 Punkte)

a) Seien F : Rn → Rm, K > 0 und a > 1 mit

‖F (x)‖ ≤ K‖x‖a für alle x ∈ Rn.

Zeige, dass F im Nullpunkt di�erenzierbar ist mit DF (0) = 0.

b) Sei α > 0 und f : R2 → R de�niert durch

f(x, y) =

{
|x|α|y|α für (x, y) 6= (0, 0)
0 für (x, y) = (0, 0).

Bestimme jeweils α > 0, so dass f im Nullpunkt stetig bzw. partiell di�erenzierbar bzw.
di�erenzierbar ist und beweise deine Behauptung.

6. Aufgabe (6 Punkte)
Sei fn : R → R für alle n ≥ 1 und x ∈ R gegeben durch fn(x) = e−nx2

. Zeige, dass dann gilt:

lim
n→∞

∫ ∞

0
fn(x) dx = 0.

(Gesamtpunktzahl: 40 Punkte)


