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1. Aufgabe (8 Punkte)
Sei f:R? =R, (v,y) = flo,y) = (2* = 4)* + (y + 1)°.
a) Zeige, dass K = {(z,y) € R? | f(z,y) < 17 = f(0,0)} = f~1(] — 00,17]) eine kompakte
Menge des R? ist.

b) Zeige, dass die Funktion g : K — R, g(x,y) = f(z,y) ihr Maximum und ihr Minimum
annimmt.

c) Zeige, dass die Funktion f ihr Minimum annimmt, aber kein Maximum besitzt.

Hinweis: Es darf ohne Beweis verwendet werden, dass lim, o0 f(2n,yn) = +oo fiir alle Folgen
(Tns Yn)nen C R? mit lim,, o0 [(Zn, yn)ll2 = +oo gilt.

Beweis.

a) Nach Heine-Borel geniigt es zu zeigen, dass K abgeschlossen und beschrankt ist.
Da (—o0, 17] abgeschlossen in R und f als Komposition stetiger Funktionen stetig ist, ist
f71(] — 00,17]) = K abgeschlossen in R2.
Angenommen, K wire unbeschréinkt. Dann existiert eine Folge (n,yn)neny € K mit
limy, o0 [(Zn, Yn)||]2 = +00. Nach dem Hinweis folgt dann aber auch lim, o f(Zn,yn) =
+oo und somit kann nicht mehr f(x,,y,) < 17 baw. (zp,y,) € K fir alle n € N gelten.
Also muss K beschrinkt sein.

b) Da K nach (a) kompakt ist und f|x stetig ist, folgt die Behauptung nach Satz aus VL.

c¢) Aufgrund des Hinweises kann f kein globales Maximum auf R? besitzen.
Zeige nun noch, dass das Minimum von f|g auch das globale Minimum von f ist. Nach (b)
existiert ein (zg,y0) € K mit f(xo,y0) < f(z,y) < f(0,0) = 17 fiir alle (z,y) € K. Dann
kann es kein (#,7) € R?\ K geben mit f(Z,9) < f(zo, o), da sonst f(%,9) > 17 = £(0,0).
Somit nimmt f in (zg,y0) € K sein globales Minimum an.

O]

2. Aufgabe (4 Punkte)
Seien X, Y metrische Riume und f: X — Y stetig. Zeige: Ist X kompakt und f bijektiv, so ist
auch f~! stetig.

Beweis.

Sei A C X abgeschlossen. Um zu zeigen, dass f~! stetig ist, geniigt es zu zeigen, dass das Urbild
(f~H)~YA) = f(A) CY abgeschlossen ist.

Da X kompakt ist, ist A als abgeschlossene Teilmenge ebenfalls kompakt und aufgrund der
Stetigkeit von f ist auch f(A) kompakt, also insbesondere abgeschlossen. Somit ist f~! stetig. [



3. Aufgabe (5 Punkte)
Sein e N, n>1und f:R"” — R stetig differenzierbar.

Fiir alle ¢ € R sei N, := {x € R" | f(x) = ¢} # 0 und es gelte %(m) # 0 fiir alle x € V.

Zeige: Zu jedem ¢ € R und v = (vy,...,v,) € N, existiert eine offene Umgebung U C R"~! von
(v1,...,v,—1) und eine stetig differenzierbare Funktion h: U — R, so dass

{(x1,...,zp1, (w1, .. 20o1)) | (21, .. 2p1) € UL C Ne.

Beweis.

Zu festem ¢ € R setze F, : R" — R, F.(x) = f(z) — ¢. Dann ist F stetig differenzierbar und
erfiillt wegen F.(v) = 0 und gf; (v) = %(v) # 0 fiir alle v € N, die Voraussetzungen des
Satzes iiber implizite Funktionen. Dieser liefert zu jedem v = (vi,...,v,) € N, eine offene
Umgebung U C R” ! yon (v1,...,v,—1) und eine stetig differenzierbare Funktion h : U — R
mit F.(z1,...,2n-1,h(z1,...,25—1)) = 0 fiir alle (z1,...,2,—1) € U. Mit der Definition von F,
folgt dann die Behauptung. O

4. Aufgabe (8 Punkte)
Zeige explizit, dass der Vektorraum

Co(R,R) :={f :R— R | f stetig, | 1|im f(z) =0}

bzgl. der Norm || - || vollsténdig ist.

Beweis.
Zeige also, dass jede Cauchyfolge in (Cp(R,R), | - |loc) konvergiert.
Sei (fn)nen eine Cauchyfolge in (Co(R,R), || - ||oc), d. h. es gelte

Ve>03INeN |fo— fmlloo <e Vn,m>N.

Wegen || fr = finllco = subser | fn(2) = fin(2)| = | fn(2) — frm(2)| fiir alle 2 € R, ist (f(z))nen fiir
alle z € R eine Cauchyfolge in (R, |-|) . Da (R, |-|) vollsténdig ist, konvergiert ( f,,(x))nen fiir alle

n—oo

x € R, d.h. es existiert ein f: R — R, f(z) := lim, 0 fn(z), so dass |fn(z) — f(z)] —— 0
fir alle x € R.
Sei nun zg € R fest und ¢ > 0. Dann existiert ein N € N mit

| fu(@0) = Frn(@0)| < | fn = Finlloo < g Vn,m > N

und ein mgy > N mit

€
| fmo (20) = f(@o)| < 5.
Folglich gilt fiir alle n > N

(o) = (o) < |fa(20) = fmo(20)] + [fmo (z0) — f(0)| <&

Da zp € R beliebig war und N nicht von zy abhingt, gilt fiir alle n > N
[fn = flloo = sup [fu(z) — fz)| <€
zeR

und somit konvergiert (fy,)nen bzgl. || - ||co gegen f.



Zeige nun noch, dass f € Cp(R,R).
Da limy, oo || fn—flloo = 0, konvergiert (fy,)nen gleichméssig gegen f und liefert mit der Stetigkeit

n—oo

von f, auch die Stetigkeit von f. Weiterhin gibt es zu jedem ¢ > 0 wegen || f(z)— fn(Z)][co —— 0
ein ng € N mit |f(z) — fn,(2)] < § fiir alle € R und wegen lim,| o fno(z) = 0 ein a,, € R
mit | fp, ()| < § fiir || > ap,. Folglich gilt

F@) < 1) = fuo @) + [fra @) < 5 +5 = fiix [z2] > ap,

und daher lim,_o, f(z) = 0. O

5. Aufgabe (9 Punkte)
a) Seien F': R" — R™ K >0 und a > 1 mit
|F(z)|| < Kljz||* fir alle z € R™.
Zeige, dass F' im Nullpunkt differenzierbar ist mit DF(0) = 0.

b) Sei a > 0 und f : R? — R definiert durch
x|%y|* fir (z,y) # (0,0
fogy - flE i ) # 0.0
0 fir (z,y) = (0,0).
Bestimme jeweils o > 0, so dass f im Nullpunkt stetig bzw. partiell differenzierbar bzw.
differenzierbar ist und beweise deine Behauptung .
Beweis.
a) Da ||F(0)]| < K||0]|* = 0 und somit F(0) = 0, gilt fiir alle a > 1
F(x—0)—F(0)—DF — F z—
|1F'(z —0) ‘(0) i O)(z—-0)f _ | ||(ﬂ|3’)|| < Kzt 222 0
x — x

und folglich ist F' in der Tat in 0 € R™ differenzierbar.

b) Wegen

lim z,y) =0= f(0,0
(M)H(O’O)f( y) £(0,0)

ist f fiir alle & > 0 stetig in (0,0).
Ausserdem existieren fiir alle a > 0 die partiellen Ableitungen in (0,0) wegen

(lf(o,o) g JEO SO0y O
oz t—0 t t—0 ¢
(lf(0,0) i 0D =00 0
8y t—0 t t—0 ¢

Da |f(z,y)| < ||(z,y)||** ist f nach (a) differenzierbar in (0,0) wenn a > 3.
Wire f auch fir a < % differenzierbar in (0,0), so miisste dort jede Richtungsableitung
existieren, also fiir alle (v1,v2) € R?\ (0,0)

f(tvlutUQ) — lim tQQ‘Ul‘a’vl‘a — lim M
t t0 ¢ t—0 ¢l

D(U1,’U2)f(07 0) = %E}%

Da z.B. fiir (v1,v2) = %(17 1) der Grenzwert

D(vl,vg)f(()?O) = %E)% 9041 —-2a

nicht existiert, ist f fiir kein o < % differenzierbar in (0, 0).
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6. Aufgabe (6 Punkte)
Sei fp, : R — R fir alle n > 1 und = € R gegeben durch f,(z) = e Zeige, dass dann gilt:
lim fulz)dz = 0.
n—oo 0

Beweis.
Da f, fiir alle n > 1 auf jedem Intervall [a,c0), a > 0 monoton fallend ist, gilt somit
fnxQI — efna2 n—oo 0.

sup |e —

z€[a,00)

Daher konvergiert die Funktionenfolge (f)n>1 auf jedem Intervall [a,00), a > 0 gleichmissig
gegen die konstante Nullfunktion. Weiterhin wird (f,,)n>1 dominiert durch ]e*mQ] < e~ wobei
fiir alle a € R das Integral [ e~ d existiert. Folglich existiert [ fn(z) dz auf jedem Intervall
[a,00), a > 0 und es konnen Integration und Grenziibergang vertauscht werden, d.h.

o0

lim fn(a?)d:l?—/ lim fn(x)da:—/ 0dr=0 Va>0.

—
n—oo a

Da dieses fiir beliebig kleine a > 0 gilt, erhalten wir fiir jede Nullfolge (am)men € R4 einerseits

> —
/ fulz)dz] =20
Am,
und andererseits fiir alle n > 1
Am .
/ fro(@)dz| < apm - sup  fo(T) = am ——25 0.
0 z€[0,am]
N———

(Gesamtpunktzahl: 40 Punkte)



