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1. Aufgabe (7 Punkte)
Seien (X, || - |x), (Y| - |ly) Banachrdume und f: X — Y eine Abbildung. Zeige:

a) Ist f differenzierbar mit f’(z) = 0 fiir alle x € X, so ist f eine konstante Abbildung.
Hinweis: Mittelwertsatz

b) f ist genau dann eine konstante Abbildung, wenn es ein o > 1 und ein C' > 0 gibt, so dass
If(2) = FW)lly < Clle =yl Ve, yeX.

Beweis.

a) Da X als Banachraum auch konvex ist, kann der Mittelwertsatz in Integralform angewendet
werden. Es gilt also fiir alle z,y € X:

1
flx)—fly)=(y— x)/o fllx+ty—x)) dt =0.
=0

Folglich erhalten wir f(z) = f(y) fiir alle x,y € X, also ist f konstant.

b) =-: Ist f konstant, so gilt fir alle z,y € X und fiir alle @« > 1 und C > 0 stets

1f(z) = fW)lly =0 < Cllz —yllk.

<: Wir zeigen nun mit Hilfe von a), dass f konstant ist, d. h. es ist zu zeigen, dass
(Df)(xz) = f'(x) = 0 fiir alle z € X. Da die Ableitung eindeutig ist, geniigt es zu zeigen,
dass fiir alle zg € X mit Df = 0 gilt:

1/ () = f(x0) = Df(x = z0)|ly 2—mo

0.
|2 — 2ol x

Mittels der Voraussetzung folgt bereits

Hﬂ@—f@w%fécm_mﬂy4wwoa
|z — @ollx

Somit ist die Ableitung eindeutig gegeben durch D f = 0 und nach a) ist f somit konstant.

O



2. Aufgabe (6 Punkte)
Sei I: C%([a,b]) — CY([a,b]) definiert durch

- /xf(t) dt, x € [a,b].

a) Zeige, dass I stetig ist, wenn auf C°([a,b]) und C*([a,b]) die Supremumsnorm | - ||eo
verwendet wird.

b) Zeige, dass I differenzierbar ist und bestimme D, I(f) fiir f € C%([a,b]), g € C°([a,b])\{0}.

Beweis.
Zeige zuniichst, dass I linear ist. Fiir alle f,g € C%([a,b]) und A\, u € R gilt:

10 t@) = [ Ot =x [ g0 ateu [ o0t =A@ a0 Vo e o)

a) Da I eine lineare Abbildung ist, geniigt es fiir die Stetigkeit zu zeigen, dass I beschrankt
ist, d. h. dass ein M > 0 existiert, so dass ||[I(f)|lcc < M| f|c fiir alle f € C%([a,b]). Es
gilt fiir alle f € C%([a, b])

11(f) oo

s [17)(2)] = su / £(0)

z€[a,b] z€[a,b]

x a SUP¢c(a,z) If( )‘

< sup |z —al- sup | sup |f(?)]
z€a,b] z€la,b] ' t€la,z]

=(b—a)- sup |[f(t)] = (b—a)|[fllc-

t€la,b]
Dabher ist die obige Bedingung fiir M := b — a erfiillt und die Abbildung I somit stetig.

b) Aufgrund der Linearitét von I, ist I differenzierbar mit DI = I, da fiir alle f, fo € C°([a, b])
mit r = 0 gilt:
I(f) = I(f = fo) + I(fo) + (DS = follo-
Da [ differenzierbar ist, existieren alle Richtungsableitungen fiir g € C°([a,b]) \ {0} und es
gilt:
Dyl(f) = DI(g) = 1(g)-



3. Aufgabe (5 Punkte)
Sei g : R? — R gegeben durch

W i 22 4yt £ 0
RS Yt F#
glx,y) =1
( ) {0 sonst

Zeige, dass g im Punkt (0,0) nicht differenzierbar ist, aber alle Richtungsableitungen existieren.

Bewess.
Fiir (2, 2) === (0,0) gilt

11 el Ged) 1

g<n2,n> 5 7 9(0,0)

Somit ist g ist im Punkt (0,0) nicht stetig, also erst recht nicht differenzierbar.

Fiir (z,y) # (0,0) ist g als Komposition differenzierbarer Funktionen selbst wieder differenzierbar
und folglich existieren dort auch alle Richtungsableitung.

Im Punkt (z,y) = (0,0) erhalten wir fiir alle (u,v) € R?\ {(0,0)}

o g(tu,tv) —g(0,0) 1 t3uv? L uv? B Uj
Du9(0,0) = %Ln% t N %E% t12(u? + t20%) }E}% (u2 4 t201)  w’

Somit existieren auch alle Richtungsableitungen in (0, 0). O



4. Aufgabe (5 Punkte)
Zeige, dass das Gleichungssystem

u+cos(uwv) —vz —1 Y\ (0

sinu +y + v ~\o
in einer Umgebung von (xg, yo, ug, vo) = (0,—1,0,1) durch differenzierbare Funktionen u(x,y)
und v(z,y) aufgelost werden kann.

Beweis.
Definiere eine stetig differenzierbare Funktion f : R? x R? — R? durch

sy uv) = ( u + cos(uv) —vx — 1 )

sinu+y+v

Zeige nun, dass in einer Umgebung von (zo, yo, 1o, vo) = (0, —1,0,1) eine stetig differenzierbare
Funktion g : R? — R?, g(x,y) = (u(z,y),v(z,y)) existiert, so dass f(z,v, g(z,y)) = (0,0).
Es gilt £(0,—1,0,1) = (0,0) und

or (%%
8(U,7}>(0,_1’O7 1)_ < % & )

ov

(0,—1,0,1)
_( 1—wsin(uw) —usin(uv) —x (10
a cos U 1 1 1)
(07_17071)
Wegen
10
det( 11 ) =1+#0,

ist %(0, —1,0,1) invertierbar und der Satz iiber implizite Funktionen liefert folglich die Exis-

tenz der gesuchten Funktion g. O



5. Aufgabe (11 Punkte)
Seien (X, dx), (Y,dy) metrische Rdume. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Ist f: X — Y stetig und K C X kompakt, so ist f(K) C Y kompakt.
b) Ist f: X — Y gleichméssig stetig, so bildet f Cauchy-Folgen auf Cauchy-Folgen ab.

c) Hat X die Eigenschaft, dass jede Cauchyfolge in X eine konvergente Teilfolge besitzt, so
ist X vollstandig. Insbesondere ist X vollstdndig, wenn X kompakt ist.

Beweis.
a) Sei (V;);er eine beliebige offene Uberdeckung von f(K), also f(K) C Uicr Vi- Dann gilt
Kc|Jrtw.
el

Da f stetig ist, sind die Urbilder f=!(V;) der offenen Mengen V; wieder offen. Somit ist
(f~1(Vi))ier eine offene Uberdeckung von K. Da K nach Voraussetzung kompakt ist, gibt
es zu dieser Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung von K, d.h. es gibt endlich viele
Indizes i1, ..., 1%,, so dass

K<l r'm,.
k=1
Folglich gilt dann auch
F(K) < Vi,
k=1
und wir haben eine endliche Teiliiberdeckung von f(K). Also ist f(K) kompakt.

b) Sei (zn)nen € X eine Cauchyfolge. Zeige, dass auch (f(zn))neny C Y eine Cauchyfolge ist.
Sei € > 0. Da f gleichmissig stetig ist, existiert ein § > 0 mit

Ve,ye X ¢ dx(z,y) <d = dy(f(x),f(y)) <e.
Da (zp)nen C X eine Cauchyfolge ist, existiert zu diesem 6 > 0 ein N € N, so dass
dx(xp,Tym) <d Vn,m>N.
Folglich erhalten wir dy (f(zn), f(zm)) < € fiir alle n,m > N.
c) Sei (n)nen eine Cauchyfolge in X. Dann gilt
Ve>0dnyeN: d(:z:n,xm)<g Vn,m > ng. (*)
Da (x,)nen nach Voraussetzung eine konvergente Teilfolge besitzt, existiert ein x € X mit
Ve>03k €N : d(mnk,x)<% Yk > ko. (*%)

Sei € > 0 und wéhle N = max{ng,,no}. Dann gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung:
d(zp,z) < d(zp,zpn,) + d(zp,,z) <e VYn>N.
—_——— ——

<§ nach (*)  <§ nach (*¥)

Also konvergiert die Cauchyfolge (x,)nen gegen = € X.

Ist X (folgen-)kompakt, besitzt jede Folge (also insbesondere jede Cauchyfolge) in X eine
konvergente Teilfolge. Mit der oben bewiesenen Aussage, konvergiert also jede Cauchyfolge
und X ist somit vollstandig.

O]



6. Aufgabe (8 Punkte)
Zeige, dass der Vektorraum

Cpo(R) :={f : R — R f stetig und beschrénkt, f(0) = 0}

bzgl. || - || vollstindig ist.

Beweis.
Zeige also, dass jede Cauchyfolge in (Cp (R, R), || - ||s) konvergiert.
Sei (fn)nen eine Cauchyfolge in (Cpo(R,R), || - [lo), d. h. es gelte

Ve>03dINeN | fn— fimllo <€ Vn,m>N.

Wegen |[fn = fmlloo = supser [fn(2) = fm(2)] = [fu(2) = fm(2)] fir alle 2 € R, ist (fn(2))nen
fir alle z € R eine Cauchyfolge in (R, |-|). Da (R, |- |) vollstédndig ist, konvergiert (f,(z))nen fiir
alle z € R, d.h. es existiert ein f: R — R, so dass |fn(z) — f(z)| 2—> 0 fiir alle € R.

Sei nun zg € R fest und € > 0. Dann existiert ein N € N mit

| fu(20) = fm(z0)| < | fn = fmlloo < g Vn,m> N

und ein p > N mit

[fylwo) = flao)| < 3.
Folglich gilt fiir alle n > N
(o) = f(zo)| < |fulzo) = fp(@o)| + | fp(x0) — f(x0)| <&

Da zp € R beliebig war und N nicht von xy abhingt, gilt fiir allen > N
[fn = flloo = sup [ fu(z) = fz)| <€
zeR

und somit konvergiert (fy,)nen bzgl. || - ||co gegen f.

Zeige nun noch, dass f € Cpo(R).

Dalimy oo || fn—flloo = 0, konvergiert (fy,)nen gleichméssig gegen f und liefert mit der Stetigkeit
von f, auch die Stetigkeit von f. Wegen f,(0) = 0 gilt mit der punktweisen Konvergenz auch

£(0) = lim_£,(0) =0.

Da f, fiir jedes n € N beschrinkt ist, existiert fiir jedes n € N ein M, > 0 mit || fn|lcc < M,.
Ausserdem existiert fiir e = 1 ein ng € N, so dass

[flloo <11 = Frolloo + | frplloo < 1+ My, < oo

Somit ist auch f beschridnkt und daher gilt f € C,o(R). O



