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Hausaufgaben

1. Aufgabe (10 Punkte)
Untersuche, ob die folgenden uneigentlichen Integrale auf ihre Existenz
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und zeige, dass

e)
∫ ∞

0
xne−x dx = n! ∀n ∈ N0.

2. Aufgabe (8 Punkte)
Sei fn : R+ → R, n ∈ N, für alle x ∈ R+ de�niert durch

fn(x) =
x

n2
e−

x
n .

Zeige anhand dieser Funktionenfolge, dass gleichmäÿige Konvergenz nicht genügt um Grenz-
übergänge und uneigentliche Integration zu vertauschen. D. h. also, zeige, dass (fn)n∈N zwar
gleichmäÿig gegen 0 konvergiert, aber

lim
n→∞

∫ ∞

0
fn(x) dx = 1.

3. Aufgabe (Eulersche Beta-Funktion) (12 Punkte)

a) Zeige, dass das uneigentliche Integral

B(x, y) =
∫ 1

0
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für alle x, y ∈ R+ \ {0} konvergiert.

b) Zeige, dass für alle m ∈ N0 gilt:∫ 1

−1

x2m

√
1− x2

dx = B(m +
1
2
,
1
2
).



4. Aufgabe (10 Punkte)
Welche der folgenden Abbildungen d : X × X → R de�niert eine Metrik auf X? Beweist eure
Antwort!

a) X = R, d(x, y) := ex−y − 1

b) X = N, d(x, y) :=

{
0 falls x = y,

1 + 1
x+y falls x 6= y

c) X = R ∪ {−∞,+∞}, d(x, y) := |S(x)− S(y)|, wobei

S : X → R, S(x) =


−1 falls x = −∞,

x√
1+x2

falls x ∈ R,

1 falls x = +∞

d) X = R2, d(x, y) = sin(d2(x, y)), wobei d2 die Standardmetrik auf R2 bezeichnet.

Zusatzaufgabe (8 Zusatzpunkte)
Sei X eine Menge und d : X ×X → [0,∞) de�niert durch

d(x, y) :=

{
0 für x = y,

1 für x 6= y.

Zeige, dass (X, d) ein metrischer Raum ist und dass jede Teilmenge von X sowohl o�en als auch
abgeschlossen ist.

(Gesamtpunktzahl: 40+8 Punkte)


