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DIES IST DAS LETZTE UBUNGSBLATT DER ERSTEN SEMESTERHALFTE!

UBUNG

1. Aufgabe

a) Zeige, dass im Banachschen Fixpunktsatz die Voraussetzung
f:X — X ist kontrahierend (*)
abgeschwicht und ersetzt werden kann durch die Bedingung

IJmeN: fMm=fo---of:X — X ist kontrahierend.
—_—

m—mal

b) Zeige weiterhin anhand eines Beispiels, dass der Banachsche Fixpunktsatz i.A. nicht mehr
gilt, wenn (*) ersetzt wird durch

d(f(z), fly)) < d(z,y) Vz,ye X.

2. Aufgabe
Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,,)nen, eine Folge in X, die gegen ein a € X konvergiere.
Zeige, dass dann die Menge

A={zn|neNo}U{a}

kompakt ist.
Gib weiterhin ein Beispiel dafiir an, dass dies nicht mehr gilt, wenn man aus A den Grenzwert
der Folge weglisst.

3. Aufgabe
Seien Aj,..., A, kompakte Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d).
Zeige, dass dann auch die Mengen

LnJ Ay und ﬁ Ay,
k=1 k=1

kompakt sind.



4. Aufgabe
Seien K und L kompakte Teilmengen des R".
Zeige, dass dann auch K +L:={k+1 € R" | k€ K, | € L} kompakt ist.

HAUSAUFGABEN

1. Aufgabe (10 Punkte)
Betrachte die 3. Ubungsaufgabe vom 5. UB. Untersuche die Folge (f)nen,, definiert durch

fn:[0,1] = R,  fu(x)=2"

auf Konvergenz bzgl. d und d*“P.

2. Aufgabe (8 Punkte)
Sei (X,d) ein vollstandiger, nicht-leerer, beschrankter metrischer Raum und f : X — X eine
kontrahierende Abbildung. Betrachte die rekursiv definierte Mengenfolge

Xo=X, Xpp :f(Xk) ke N.

Zeige, dass der Durchschnitt dieser Mengenfolge aus genau einem Punkt besteht und gib dabei
eine Abschétzung fiir den Durchmesser von Xj an.

3. Aufgabe (12 Punkte)
Sei € €]0, %[ beliebig, aber fest. Kann man aus der gegebenen offenen Uberdeckung der Menge
A; C R eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen? Ist A; kompakt? Beweist eure Entscheidung.

a) Ay = {% | n € Ng} mit Uberdeckung (]12_,;5, 1;L6[)neN7

b) Az = {5k | n € No} U {0} mit Uberdeckung (|42, 5[ )nen, U] — €, ],

¢) Az =]0,1[ mit Uberdeckung (] — 8,1+ d[)sejo.1[-

4. Aufgabe (10 Punkte)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Entscheide, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.
Beweist eure Antwort.

a) Sei M C X eine endliche Menge (d.h. M enthélt nur endlich viele Elemente). Dann ist M
kompakt.

b) Jede Uberdeckung einer kompakten Teilmenge K C X mit abgeschlossenen Mengen enthilt
eine endliche Teiliiberdeckung.



Zusatzaufgabe (20 Punkte)

a) Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Zeige, dass A genau dann kompakt in (X, d)
ist, wenn A in (A, d4) kompakt ist.
Kann man in diesem Satz ,kompakt* durch ,abgeschlossen® ersetzen?

b) Betrachte Hausaufgabe 3 b) vom 5. UB. Gebt ein Beispiel einer Menge an, die beschriinkt
und abgeschlossen in (R, d) ist, aber nicht kompakt. Beweist eure Behauptung.

(Gesamtpunktzahl: 40420 Punkte)



