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UBUNG
1. Aufgabe
Sei X ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit zwei Normen || - ||1, || - ||2. Beweise die folgenden
Aussagen:

a) (,In einem endlich-dimensionalen Vektorraum sind je zwei Normen &quivalent.”)
Es gibt Konstanten ¢, d > 0, so dass fiir alle x € X gilt

cllzll < flzllz < dllz(-

b) Eine Menge U C X ist genau dann offen bzgl. || - |1, wenn sie bzgl. || - ||2 offen ist.

2. Aufgabe
Beweise die folgenden Behauptungen:

a) Die Ableitung ist eine lineare Abbildung von C*(]0,1]) nach C°([0, 1]), die nicht stetig ist,
wenn man beide Vektorrdume mit der Supremumsnorm || - [|sup versieht.

b) Verwendet man allerdings auf C*([0,1]) die Norm ||f|| = ||f|lsup + I|f[lsup, s0 wird die
Ableitung eine stetige Abbildung von C([0, 1]) nach C°([0, 1]).

¢) Eine Konsequenz von b) ist, dass die Normen || - || und || -||sup auf C*([0, 1]) nicht &quivalent
sind. Wie passt diese Aussage zu der in der 1. Ubungsaufgabe bewiesenen Aussage?

3. Aufgabe
Zeige, dass die folgenden Abbildungen differenzierbar sind und gib ihre Ableitung an.

a) Betrachte f : H — R, x — (z,x), wobei H ein reeller Hilbertraum sei, d.h. ein reeller
Vektorraum, versehen mit einem Skalarprodukt (-, -), der bzgl. der induzierten Norm ||z|| =

V{x, z) vollstandig ist.

b) Betrachte die Abbildung der Skalarmultiplikation ¢ : R x X — X, (A\,z) — Az, wobei
(X,]| - ||x) ein Banachraum sei und R x X versehen sei mit der Norm

IO, ) |lrxx = A+ ||z||x  fur alle (A, z) € R x X.



HAUSAUFGABEN

1. Aufgabe (14 Punkte)
Seien X, Y, Z normierte Vektorrdume. Beweise die folgenden Behauptungen:

a) Ist X endlich-dimensional und Y vollstdndig, so ist L(X,Y) mit der Operatornorm ein
Banachraum.

b) Ist T € L(X,Y)und S € L(Y, Z),soist SoT € L(X,Z) und es gilt ||SoT| < |IS||IT].

c) (Heisenbergsche Unschérferelation)
Sind S, T : X — X lineare Abbildungen mit ST — T'S = Idx, so gilt fiir alle n € Ny

Folgere daraus, dass nicht beide Abbildungen gleichzeitig stetig sein kdnnen.

2. Aufgabe (12 Punkte)
Sei W = {(acos +bsin)|jg oy | a,b € R} C C([0,27]) versehen mit der Norm

27
||f||=\/7lr | @y s g ew.

a) Zeige, dass die Abbildung ®: W — R2, (acos +bsin)|jp.2r) = (@,b) ein Isomorphismus
ist und dass ||®(f)||2 = ||f| fiir alle f € W gilt, wobei || - ||2 die Standardnorm auf R?
bezeichnet.

b) Zeige, dass die Ableitung A: W — W, f — f’ eine stetige lineare Abbildung ist und dass

fiir alle a, b € R gilt
—1fay 0 1 a

c) Zeige einmal direkt und einmal mit Hilfe von Teil b), dass A* = Ao Ao Ao A = Idy.

3. Aufgabe (14 Punkte)
Sei a € (0,00) und f : R? — R fiir alle z = (21, 72) € R? definiert durch

o = Izl (@ -22) fir (21,22) # (0,0),
f=) {O fiir (z1,22) = (0,0).

a) Zeige, dass die partiellen Ableitungen %(O, 0) und 5%(0, 0) fiir alle a € (0, 00) existieren.
b) Zeige, dass f genau dann im Nullpunkt stetig ist, wenn « € (0, 2).

c) Sei u = (u1,uz) € R? mit uy # 0, uz # 0 und ||lu|s = 1. Zeige, dass die Richtungsableitung
%(Oa 0) fiir kein « € [1,00) existiert.

(Gesamtpunktzahl: 40 Punkte)



