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Gruppen.

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer ,,Operation” oder Verkniipfung
, die jeweils zwei Elemente von G zu einem neuen Element von G
verkniipft und fiir die die folgenden Regeln (Axiome) erfiillt sind.

> Es gilt das Assoziativgesetz, d.h.
(axb)xc=ax(bxc) firalleab,ceg.

» Es gibt ein neutrales Element e € G mit den folgenden
Eigenschaften:

a) exa=afiralle ae G.
b) fiir alle 2 € G gibt es 8’ € G, so dass a' xa = e.
Das Element a’ heiBt inverses Element von a.

» Eine Gruppe heiBt kommutativ oder abelsch, falls auBerdem das
Kommutativgesetz gilt, d.h.

axb=>bxa firalleabegG.



Was ist eigentlich x?

Die Verkniipfung * ist dabei z.B. die Addition +, dann nennen wir die
Gruppe additiv oder die Multiplikation -, dann nennen wir die Gruppe
multiplikativ. Es kann aber auch eine andere Verkniipfung sein.
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Die Verkniipfung * ist dabei z.B. die Addition +, dann nennen wir die
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» Bildet die Menge IN eine additive Gruppe?

> Bildet die Menge IR, = {x € IR : x > 0} eine multiplikative
Gruppe?
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dieses gilt axa=axa—=e.
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axa; = ex(axa) = (ap*ap)*x(axay) = axx(arx(axar))

= apx((arxa)*xa1) = ax*x(e*xay) = ax*xay=e.

Somit axe=ax*(ag*xa) =(a*xa)xa=exa=a.lst a3 € G ein
weiteres inverses Element zu a, so folgt

a3 =az*xe=az*(axa;)=(azxa)*xay = ex*ay = ap, also ist das
inverse Element zu a eindeutig.

Ist nun € € G ein weiteres neutrales Element, dann € = e x e = e (die

erste Gleichung gilt, weil e ein neutrales Element ist; die zweite Gleichung
gilt, weil axe = a fiir alle a € G gilt).



Ringe.

Ein kommutativer Ring mit Eins-Element (R, +,-) ist eine Menge R mit
zwei ,,Operationen* + (,,Addition") und - (, Multiplikation"), fiir die
folgende Gesetze gelten:

(Ass +) (a+b)+c=a+(b+c) firalleab,ceRr
(Assoziativgesetz),
(Komm +) a+b=b+a firalleabe R (Kommutativgesetz),

(Null) Esgibteiney € Rmitegg+a=a+e=a firalleacR
(Existenz eines Null-Elements),
(Inv +) firalleac Rgibtesa e Rmita+a =g

(Existenz eines inversen Elements,
wir schreiben —a anstatt ),

(Ass -) (a-b)-c=a-(b-c) fiiralle a,b,c € R (Assoziativgesetz),

(Komm ) a-b=b-a fir alle a,b e R (Kommutativgesetz),

(Eins) Esgibteines € Rmite;-a=a-eg=a firalleaeR
(Existenz eines Eins-Elements),

(Distr) (a+b)-c=a-c+b-c

fiir alle a, b,c € R (Distributivgesetz).



NB. Wir schreiben 0 fiir ¢g und 1 fiir e;.

Beispiel: Die rationalen Zahlen bilden einen solchen kommutativen Ring
mit Eins-Element. Dabei haben wir in Q aber noch etwas mehr, namlich
dass auch Inverse beziiglich der Multiplikation (auBer fiir 0) existieren.
Damit kommen wir zur dritten Struktur:
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Korper.

(i) Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins-Element und r € R. Dann
heiBt r invertierbar, falls es ein ¥ € R mit r- ¥ = 1 gibt. Wir
schreiben dann r~! oder 1 fiir .

(i) Ein kommutativer Ring mit Eins-Element heiBt Korper, wenn 0 # 1
und zusatzlich das weitere Gesetz gilt:

(Inv -) Jedes Element r € R mit r # 0 ist invertierbar.



Der kleinste Korper F».

F, = ({0,1},+,-), wobei + und - wie folgt definiert sind:

+ 101 101
0|0]1 0j]0(0
11110 1]0|1

Die Multiplikation ist die iibliche. Die Addition geht ,, modulo" 2, das
heiBt, man nimmt die tibliche Addition und verwendet immer den
ganzzahligen Rest nach Division durch 2 als Ergebnis:

1+14+1+1+1+1
1+1+1

0 (6:2=3Rest0),
1 (3:2=1Restl).
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Frage 1. Warum ist das ein Korper?

Frage 2. Gibt es Korper mit weniger als 2 Elementen?



Weitere Beispiele.

Sei
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Weitere Beispiele.

Sei

vV = {V=a+\@b|37b€(@}’

vitwv = (a1 +vV2b)+ (a2 +V2hy)
= (a1 +a) +V2(b + bo),
vi-vo = (a1+V2b)- (a2 +V2h)

a3 +V2a1by + V2 aby + 2b1 by
(aras + 2b1by) 4+ /2 (arby + azby).

Ist {V,+,-} ein Korper (oder nur ein ,Ring")?

i = = — V2 .
vV a++2b a2 —2b2 222k a2 —2p2

1 1 a—\@b_ a \[zb

Da V2 € Q, ist a®> — 2b? # 0 fiir alle v € V, v # 0. Damit ist 1 eV fir
alle v € V, v # 0. Damit folgt, dass {V,+, -} ein Kérper ist!



Komplexe Zahlen.

SeiC ={z=a+ib|a,bec R}, wobei i =+/—1 die imaginire Einheit
ist, mit den Operationen

Z1+ 20 = (a1 + Ibl) + (32 + Ib2) = (81 + 32) + I(b1 + bg)7
212 = (al-i-ibl)'(ag—f—l'bz) = (3132 —b1b2)+i(31b2+b182).



Komplexe Zahlen.

SeiC ={z=a+ib|a,bec R}, wobei i =+/—1 die imaginire Einheit
ist, mit den Operationen

Z1+ 2 (al+ib1)+(32+ib2) = (81+a2)+i(b1+b2),
212 = (al-i-ibl)'(ag—f—l'bz) = (3132 —b1b2)+i(81b2+b182).

Fiir z = a+ ib heiBt a Realteil und b Imaginarteil von z.

Null-Element 0=0+/0 (0,0)
Eins-Element 1=1+1i0 (1,0)
imaginare Einheit i=0+il (0,1)



Imagindrteil

b 1 . atib2 (a,b)
On2i
1 1
0,0) (1,0) a Realteil

Die konjugiert komplexe Zahl zu z = a + ib ist die Zahl z = a — ib.



Imagindrteil

b 1 . atib2 (a,b)
On2i
1 1
0,0) (1,0) a Realteil

Die konjugiert komplexe Zahl zu z = a + ib ist die Zahl z = a — ib.

C ist ein Korper, denn das inverse Element zu z # 0 ist

11 a—ib z a-ib _a b

;_aJrib:(aJrib)(afib) 22_a2+b2_32+b2_,32+b2€

da a? + b% > 0 fiir (a, b) # (0,0).

C,



