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Bitte beachten Sie, dass ALLE Aussagen begriindet werden miissen.

1. Aufgabe (3 Punkte)
1.) Seien A, B € R™™. Zeigen Sie, dass (A — B)T = AT — BT,
2.) Seien A € R™™, B € R™* und C' € R*!. Zeigen Sie, dass (ABC)T = CTBT AT.

3.) Seien A, B € R™", so dass AB = BA (wir sagen dass A und B kommutieren). Zeigen
Sie, dass A*> — B?> = (A — B)(A + B).

2. Aufgabe (4 Punkte)
Sei A = [(1)%(1)] € Z** und B = [{ ] € C*% Berechnen Sie A" und B™ fiir jedes
n e NO =NU {O}

3. Aufgabe (6 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins (mit 1 # 0). Weiter sei A € R™" eine Matrix, fiir

die ein m € N mit A™ = I, existiert. Dabei sei m die kleinste natiirliche Zahl mit der
Eigenschaft A™ = I,,.

1.) Untersuchen Sie, ob A invertierbar ist. Geben Sie gegebenenfalls eine besonders ein-
fache Darstellung der Inversen an.

2.) Bestimmen Sie die Michtigkeit der Menge {A* | k € N}.

Hinweis: Uberlegen Sie zunéchst, welche Elemente in dieser Menge enthalten sind
und vergessen Sie nicht nachzuweisen, dass diese alle verschieden sind.



4. Aufgabe (7 Punkte)
Sei (R, +,-) ein Ring. Eine Teilmenge S C R heiftt Unterring von R, falls (.S, +,-) ein Ring
ist. Wie bei Korpern zeigt man, dass S C R genau dann ein Unterring von R ist, falls S
die folgenden drei Eigenschaften erfiillt:

1.) ORES,
2.) firrseSsindr+seSundr-ses,
3.) firre Sist —r e S.

(Diese Charakterisierung diirfen Sie ohne Beweis verwenden.)

Sei nun (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins. Es sei (R™",+,-) der Ring der n x n-
Matrizen und sei die Menge A™" durch

AP = {|ay;] |an; =0 fir j=1,2,...,n} C R™"
gegeben.
1.) Zeigen Sie, dass A™" ein Unterring von R™" ist.

2.) Zeigen Sie, dass A- M € A™" fiir alle M € R™" und A € A™" gilt.
(Ein Unterring mit dieser Eigenschaft heift Rechtsideal von R™".)

3.) Finden Sie einen zu A™" analogen Unterring B™" von R™", so dass M - B € B™" fiir
alle M € R™" und B € B™" gilt. Beweisen Sie ihre Aussage.
(Solch ein Unterring heifst Linksideal von R™™.)

Gesamtpunktzahl: 20



