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1. Aufgabe (2 Punkte)

Sei A =

[
a11 a12
a21 a22

]
und Spur(A) :=

n∑
j=1

ajj. Zeigen Sie, dass das charakteristische Poly-

nom von A ist t2 − Spur(A)t+ det(A).

2. Aufgabe (4 Punkte)
Sei n ≥ 1 und p(t) = tn + βn−1t

n−1 + . . .+ β0. Dann

Cp =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
−β0 −β1 −β2 . . . −βn−1


ist die Begleitmatrix von p. Beweisen Sie mit Hilfe der vollständigen Induktion für n ≥ 2,
dass

det(Cp − λI) = (−1)n(β0 + β1λ+ β2λ
2 + . . .+ βn−1λ

n−1 + λn = (−1)np(λ).

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei PA = βnt

n+βn−1t
n−1+ . . .+β0 das charakteristische Polynom von invertierbare matrix

A ∈ Rn,n. Zeigen Sie, dass

A−1 = − 1

β0
(βnA

n−1 + βn−1A
n−2 + . . .+ β1In)

Hint: Satz von Cayley-Hamilton.

4. Aufgabe (5 Punkte)

Sei K ein Körper. Für A =
[
aij
]
∈ Kn,n ist Spur(A) :=

n∑
j=1

ajj die Spur von A (vgl. VL).

Seien A,B ∈ Kn,n. Zeigen oder widerlegen Sie:
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1.) Es gilt Spur(A+B) = Spur(A) + Spur(B).

2.) Es gilt Spur(AB) = Spur(BA).

3.) Sind A und B ähnlich, so gilt Spur(A) = Spur(B).

4.) Ist p =
∏n

j=1(t−µj) = tn+βn−1t
n−1+. . .+β1t+β0 ∈ K[t], d.h. p hat die n Nullstellen

µ1, µ2, . . . , µn ∈ K, so gilt βn−1 = −
∑n

j=1 µj.

5.) Ist PA =
n∏

j=1

(t− λj), so ist Spur(A) =
n∑

j=1

λj.

5. Aufgabe (5 Punkte)
Für A =

[
aij
]
∈ Cn,m ist AH :=

[
bij
]
∈ Cm,n, wobei bij = aji.

Seien A,B ∈ Cn,n. Zeigen Sie:

1.) Ist AH = −A, so sind die Eigenwerte von A rein imaginär.

2.) Ist AH = −A, so gelten Spur(A2) ≤ 0 und (Spur(A))2 ≤ 0.

3.) Sind AH = A und BH = B, so gilt Spur((AB)2) ≤ Spur(A2B2).
Hinweis: Betrachten Sie die Matrix AB −BA.

Gesamtpunktzahl: 20
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