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Beispiel 1: Strassenbau.

Die Erde ist ~ eine Kugel. Diese nichtlineare Oberfldche (z.B.in
Norddeutschland) can sehr gut ndherungsweise durch die Kugelgleichung
beschrieben werden:

X2y =2

Aber die ganze Technik behandelt den Bau von Schienen und Strassen,
als ob sie auf einer Platte herumfahren. Dies ist im Rahmen der
Genauigkeit die beim Strassenbau notwendig ist, vollauf berechtigt.



Beispiel 2: Wirtschaft.

Ein Produktionsbetrieb produziert zwei Produkte P;, P». Produkt P;
kostet a; EURO an Rohstoffen und b; EURO an Arbeitslohn. Damit kann
ein Gewinn von q; erzielt werden, fiir i = 1, 2.

Es stehen a EURO an Kapital und b Arbeitslohneinheiten zur Verfiigung.

Jedes Produktionsprogramm ist von der Form x; Einheiten von P; und x
Einheiten von P, was geometrisch als Zahlenpaar (xi, x» ) dargestellt
wird:

X2
Punkt

. X1.X2)

X1




Es sind natiirlich nur solche Produktionsprogramme erlaubt, die man mit
den vorhandenen Ressourcen auch erzielen kann, d.h.,

axy +axy < a
bix; + baxo < b.



Es sind natiirlich nur solche Produktionsprogramme erlaubt, die man mit
den vorhandenen Ressourcen auch erzielen kann, d.h.,

axy +axy < a
bix; + baxo < b.

Ziel der Aufgabe ist die Gewinnmaximierung, d.h., man sucht ein
Maximum der Funktion

D(x1, %) = qix1 + @oxo.

Wie kann man dieses Maximum finden?



Beobachtung

ax, + 4,%,=2

QX +q,X=Y

byx; +b,x,=b

.-~ optimale Ldsung

QX +Q,X=Y

QX+ X=




Beobachtung:

QX+ X=Y

ax, +a,x,=a

bx, +b,x,=b

__.--optimale Lsung

$

9X + Q%= ) CRIRACIRS S ]

Wenn g1x1 + gaxo = y ist, so hat man den Gewinn y. Fiir feste y; sind
das parallele Geraden.

Verschiebt man also diese Parallelen, bis man an die Ecke mit dem
maximalen y kommt, so hat man das Problem geldst.



Beispiel 3: Stabilitdt einer Gleichgewichtslage.

X

Eine Masse m sei mit Hilfe von Federn im dreidimensionalen Raum
aufgehidngt. Das Gleichgewicht sei im Punkt

(x,y,z) =(0,0,0).

Frage: ist das Gleichgewicht stabil?



Wir betrachten AV, die Veranderung der potentiellen Energie, wenn m
von (0,0,0) aus in einen anderen Punkt (X, ¥,Z) gebracht wird.
Abhingig von den GroBen der Federkonstanten ergibt sich

AV = aox2 — ai1Xy + axxz + 33y2 — asyz + 35227

z.B.
AV = x? —4xy + 2xz + 3y? — 2yz + 42



Wir betrachten AV, die Veranderung der potentiellen Energie, wenn m
von (0,0,0) aus in einen anderen Punkt (X, ¥,Z) gebracht wird.
Abhingig von den GroBen der Federkonstanten ergibt sich

AV = aox2 — ai1Xy + axxz + 33y2 — asyz + 35227
z.B.
AV = x? —4xy + 2xz + 3y? — 2yz + 42
Durch quadratische Ergdnzung bekommen wir

AV = (x=2y+2)>—y*+2yz+32°
= (x=2y+2)>—(y—2)° +42

Wir erhalten lauter Quadrate, aber eines davon mit negativem
Vorzeichen. Damit kann AV < 0 sein, z.B. fiir (x,y,z) = (2,1,0).

Antwort: Das Gleichgewicht ist fiir diese Federkonstanten instabil.



Beispiel 4: Surfen im Internet.
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Page Rank von Google.

Google verwendet einen sogenannten Page-Rank um Internetseiten zu
bewerten und damit die Reihenfolge festzulegen, wie die Hitliste
angezeigt wird. Die Hauptidee: die Reihenfolge danach zu bewerten,
welche wichtigen Links auf diese Seite zeigen.



Page Rank von Google.

Google verwendet einen sogenannten Page-Rank um Internetseiten zu
bewerten und damit die Reihenfolge festzulegen, wie die Hitliste
angezeigt wird. Die Hauptidee: die Reihenfolge danach zu bewerten,
welche wichtigen Links auf diese Seite zeigen.

Baby-Beispiel: ein 4-Seiten-Internet.

Die Wichtigkeit der Internetseite kann als die Anzahl lhrer Backlinks
definiert, x.B.
x1=1, x=3, x3=2, x4 =3.

In diesem Ansatz ist jedoch die Wichtigkeit der Backlinks selbst nicht
beriicksichtigt.



Etwas bessere Idee: Eine Seite wichtiger sein sollte, wenn wichtige
Seiten auf sie zeigen. Somit koennen wir die Wichtigkeit xx von Seite k
als Summe der Wichtigkeiten aller Backlinks der Seite k definieren. Das

ergibt das System

X1 =X3, Xpg=X1+X3+Xa, X3=X1+Xa, Xg=X1+X2+X3
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Noch bessere Idee: Noch die Anzahl der Links einer Seite selbst auch
beriicksichtigt werden muss. Sonst wire es moglich, durch Hinzufiigen
von Links die eigene Wichtigkeit zu erhohen.

Wir gewichten also die Backlinks mit der Anzahl ihrer Links.



Etwas bessere Idee: Eine Seite wichtiger sein sollte, wenn wichtige
Seiten auf sie zeigen. Somit koennen wir die Wichtigkeit xx von Seite k
als Summe der Wichtigkeiten aller Backlinks der Seite k definieren. Das
ergibt das System

X1 =X3, Xpg=X1+X3+Xa, X3=X1+Xa, Xg=X1+X2+X3

Noch bessere Idee: Noch die Anzahl der Links einer Seite selbst auch
beriicksichtigt werden muss. Sonst ware es moglich, durch Hinzufiigen
von Links die eigene Wichtigkeit zu erhohen.

Wir gewichten also die Backlinks mit der Anzahl ihrer Links.

Internet-Demokratie: Jede Seite kann andere Seiten wihlen und jede
Seite hat insgesamt eine “Stimme” zu vergeben. Das ergibt das System

X X1 X3 X x| X X X3
Xlzj, X2:§1+§+?4, X3:§1+E4, X4:§1+X2+§.

Antwort: x; = 0.14,x, = 0.54,x3 = 0.41, x4 = 0.72.



Quantoren.

YV = 'fiir alle’
J = ‘gibt es’, ‘es existiert’ oder ‘es gibt’
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Quantoren.

YV = 'fiir alle’
J = ‘gibt es’, ‘es existiert’ oder ‘es gibt’

Beispiele:
Ve>0 35>0 |x|<d=|f(x)| <e
Je>0 V6>0 |x|<d=|f(x)]<e
Mengen.
S Element 1eN
C Teilmenge NCZ
N Durchschnitt NNZ; =N
U Vereinigung NUZ, =7+
\ Mengendifferenz Z, \N={0}
X kartesisches Produkt RxR xR =R3={(a, b,c)|a, b,c € R}



Abbildung.

Seien X, Y zwei Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y,
f-X-=Y,

ist eine Vorschrift, die jedem x € X genau ein Element y = f(x) € Y
zuordnet.
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zuordnet. Fiir die Zuordnung einzelner Elemente schreiben wir x — y.
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f-X-=Y,

ist eine Vorschrift, die jedem x € X genau ein Element y = f(x) € Y
zuordnet. Fiir die Zuordnung einzelner Elemente schreiben wir x — y.

NB. Zu einer Abbildung gehdren immer die Mengen, auf denen sie
operiert und die Zuordnungsvorschrift.



Abbildung.

Seien X, Y zwei Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y,
f-X-=Y,

ist eine Vorschrift, die jedem x € X genau ein Element y = f(x) € Y

zuordnet. Fiir die Zuordnung einzelner Elemente schreiben wir x — y.

NB. Zu einer Abbildung gehdren immer die Mengen, auf denen sie
operiert und die Zuordnungsvorschrift.

Beispiele. Sei X = Y =R.

a)f: X—-Y

X’—>X3

b)F:X Y

= 0, x<0
X 1, x>0



Euklidische Norm.

Der bekannte Abstandsbegriff im dreidimensionalen Raum (die
Euklidische Norm oder Lénge) kann mittels einer Abbildung beschrieben
werden. Setze

X=RxRxR=R3 Y=R
I-]2: X—=Y
(x,y,2) = /X2 + y2 4 22,
Diese Abbildung beschreibt den Abstand eines Punktes vom Nullpunkt.

(x.y,2)
ll(x.y,z)ll, & " Abstand des Punktes (x.y.z)

vom Ursprung”




Bildmenge, Urbild.

(a) Sei A eine Menge. Dann ist

ldy @ A— A
a— a

die ldentitdtsabbildung.

(b) Seien X,Y Mengen und AC X, BC Y.Sei f: X — Y eine
Abbildung. Dann heiBt

f(A) = Bild(A) := {f(x) | x € A}
die Bildmenge von A und
f1(B) := {x| f(x) € B}

das Urbild von B.



Beispiel.
Wir betrachten einmal fiir ¢ € R die Abbildung

f : R—=R
X X+4+C



Beispiel.
Wir betrachten einmal fiir ¢ € R die Abbildung

f : R—=R
X X+4+C
I f(x)=x+c
f(b)
Bild(A)
f(a)
e
a A b
f(x)=x+c
B
e
"_ >
'®)




Injektivitat, Surjektivitat.

Abbildung f : X — Y heiBt injektiv, wenn keine zwei Elemente von X auf
dasselbe Element in Y abgebildet werden.
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Injektivitat, Surjektivitat.
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Injektivitat, Surjektivitat.

Abbildung f : X — Y heiBt injektiv, wenn keine zwei Elemente von X auf
dasselbe Element in Y abgebildet werden.

Sie heiBt surjektiv oder Abbildung auf Y, wenn jedes y € Y von der
Form f(x) ist.

Sie heiBt bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
a) Sei X =Y =R.
Ist f(x) = x? injektiv, surjektiv?
Ist f(x) = 2x + 3 injektiv, surjektiv?

b) Sei X = ¥ =R, = {x € R| x > 0}.
Ist f(x) = x? injektiv, surjektiv?



Zusammensetzung.

Sind f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen, so ist die
zusammengesetzte Abbildung g o f definiert durch

gof : X—=Z
x — g(f(x))-

Ist f bijektiv, so heiBt die Abbildung f~1:Y — X, fiir die f 1o f = Idy,
die Umkehrabbildung von f.



Zusammensetzung.

Sind f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen, so ist die
zusammengesetzte Abbildung g o f definiert durch

gof : X—=Z
x — g(f(x))-

Ist f bijektiv, so heiBt die Abbildung f~1:Y — X, fiir die f 1o f = Idy,
die Umkehrabbildung von f.
Betrachte
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und Abbildungen
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X = sin x, Yy —y.



Zusammensetzung.

Sind f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen, so ist die
zusammengesetzte Abbildung g o f definiert durch

gof : X—=Z
x — g(f(x))-

Ist f bijektiv, so heiBt die Abbildung f~1:Y — X, fiir die f 1o f = Idy,
die Umkehrabbildung von f.
Betrachte

x=[0.7]. y=p.1, z=1-10]

2
und Abbildungen

f: X=Y g: Y—=Z
X = sin x, Yy —y.
Dann ist
gof . X—=Z 1 Y—=X gl Z->Y

X = —sin X, y > arcsiny, Z— —Zz.
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Einschrankungen.

Seien X, Y Mengen, AC X, f : X — Y. Dann heiBit

f‘A . A—Y
a— f(a)

die Einschrankung von f auf A.

Y:X:R,A:[oﬁ}, fiXoY

2 .
X > sin x.

f ist nicht injektiv, aber f|, ist injektiv.



