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Rang

Definition.
Die Anzahl r der Pivotpositionen in der TNF von A € K™™ wird der
Rang von A genannt und Rang(A) bezeichnet.

Eigenschaften vom Rang

1. Rang(A) < min{m, n}.

2. A€ K™" ist invertierbar genau dann wenn Rang(A) = n.
3. Ist A= BC, so gilt Rang(A) < Rang(B).

Beweis. Sei Q € GL,(K), so dass @B in TNF ist. Dann QA = QBC. In
der Matrix QBC sind héchstens die ersten Rang(B) Zeilen von Null
verscheiden. Die TNF von QA ist gleich der TNF von A. Somit kdnnen in
der TNF von A ebenfalls héchstens die ersten Rang(B) Zeilen von Null
verschieden sein. Also Rang(A) < Rang(B).
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Weitere Eigenschaften von Rang
4. Es gibt Matrizen Q € GL,(K) und Z € GL,(K) mit

L]0
QAZZ{O 0}

genau dann wenn Rang(A) = r.

Beweis. Ist Rang(A) = r =0, dann ist A= 0. Sonst gibt es
Q € GL,(K) so dass QA in TNF ist. Es gibt dann eine
Permutationsmatrix P € K™", so dass

THT _ /r 0

wobei V € K™ "" Nehmen wir nun

Iy 0
V=]

YPATQT—[g 0].

Mit Z = PTYT ergibt sich das Resultat.

Es folgt
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Aquivalenz von Matrizen

Definition.
Zwei Matrizen A, B € K™™ heiBen dquivalent, wenn es Matrizen
Q € GL,(K) und Z € GL(K) mit A= QBZ gibt.

> Reflexivitat: A= QAZ mit Q =/, und Z = [,,.

» Symmetrie: Ist A= QBZ, dannist B = Q" tAZL.

» Reflexivitit: Sind A= Q:BZ;, B = @, (CZ, dann ist
A= (QiQ)C(2L2h).

Frage: Was bildet eine vollstindige Menge von Reprasentanten dieser
Aquivalenz?
Antwort: Die Menge

{{ 6 8 ] € KM r <min{n, m}}.
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Lineare Gleichungssysteme

(i) Ein lineares Gleichungssystem iiber K hat die Form

Ax = b (1)

mit A = [a;] € K™™, b= [b] € K™, x = [x] € K™L. Das sind n
Gleichungen in m Unbekannten:

auxy + -+ aimxXm = b

anXi + -+ ammXm = bp.

Jedes x € K™, welches (1) erfiillt, heiBt Losung des linearen
Gleichungssystems (1).
Die Menge aller Lésungen des linearen Gleichungssystems (1) heist
Losungsmenge von (1). Die Lésungsmenge von (1) ist also eine
Teilmenge von K™1.
Falls b = 0, so heist das Gleichungssystem homogen. Zu jedem
Gleichungssystem der Form (1) gibt es das zugeordnete homogene
System

Ax = 0. ()



Homogene und inhomogene Gleichungssysteme

Die Menge aller Lésungen von Ax = b bezeichnen wir mit L(A, b).

Lemma
Ist x eine Losung von Ax = b und L(A,0) die Menge aller Losungen des
zugeordneten homogenen Systems Ax = 0, so ist

L(Ab)={x+z|z€L(AO0)}

die Losungsmenge von Ax = b.



Homogene und inhomogene Gleichungssysteme

Die Menge aller Lésungen von Ax = b bezeichnen wir mit L(A, b).

Lemma
Ist x eine Losung von Ax = b und L(A,0) die Menge aller Losungen des
zugeordneten homogenen Systems Ax = 0, so ist

L(A,b)={x+z]|zec L(AD0)}
die Losungsmenge von Ax = b.
Beweis. Sei z € L(A,0), so gilt
Ax+z)=Ax+Az=b+0=bh.

Umgekehrt: Ist X eine Lésung von Ax = b, dann miissen wir ein

z € L(A,0) finden, so dass X = x 4+ z Lésung von Ax = b ist. Wir zeigen,
dass z = X — x diese Anforderung erfiillt, denn es ist Lésung des
homogenen Systems:

Ak —x)=Ax—Ax=b—-b=0.
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Aquivalente Umformungen

Lemma
Sei Ac K™ und b€ K™, Ist T € K™ invertierbar, so sind die
Losungsmengen von Ax = b und TAx = Tb identisch.

Beweis. Sei x Losung von Ax = b dann gilt TAx = Th. Also ist x auch
Losung von TAx = Th. Umgekehrt sei y eine Lésung von (TA)x = Tbh,
d.h. (TA)y = Tb, also auch

T YTA)y = T7Y(Tb)

und
Ay =b,
womit die Behauptung bewiesen ist.

NB: Wir konnen also die Matrix A € K™™ auf TNF bringen, ohne die
Losungsmenge zu andern.



Reduktion auf TNF

Nach der Reduktion bekommen wir das System TAx = Tbh:

1 ‘ * 0 0




Reduktion auf TNF

Nach der Reduktion bekommen wir das System TAx = Tbh:
1 ‘ * 0 0

Es gibt eine Umordnung der Komponenten von x, welche durch eine
Permutationsmatrix gegeben ist, so dass unser Gleichungssystem diese

Form hat:
(1 1 »n ] [ b ]
. « : E
TAPT Px = 1 GO I R
—— Yre1 b,y ~~
C y d
0 0 : :
L 4L Ym | L Bn i




