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Permutationen

Definition
Eine Permutation der Zahlen {1,--- , n} ist eine bijektive Abbildung
o:{1,---,n} = {1,---  n}.
Die Menge aller Permutationen von {1,---,n} — {1,--- , n} bezeichnen
wir mit S,,.
1 wq
2 H Wo
Seiv=| . und P, eine . soist P,bv=w= . und
: Permutationsmatrix, .
n Wi

U(’): wi, I:]-a , N
gibt eine Permutation an. Fiir n = 3 gibt es folgende Permutationen:

123 213 312
132 231 321
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Die Anzahl aller Permutationen von {1,---  n}

Theorem

Die Anzahl der moglichen Permutationen von {1,--- , n} ist
nl=1.2----(n—1)-n.

Beweis. Wir verwenden vollstandige Induktion.

[.LA.: Fiir n =1 gibt es nur eine Permutation

11=1.

[.V.: Die Behauptung sei richtig fiir n = k.

I.S.: Sei n =k + 1, dann kénnen wir fiir jede Permutation von
{1,---, k}, wovon es k! Stiick gibt, die Zahl k + 1 an jede beliebige
Stelle setzen, also gibt es

(k+1)- (k) = (k+1)!

Permutationen.



Das Signum einer Permutation

Definition
Das Signum einer Permutation ist definiert durch

1, bei gerader Anzahl von Paaren (i,J
sgn(J)Z{ 1 beig } (ir))

bei ungerader mit i > j unf o(i) < o(j).

Ansonsten ist sgn(o) = —1.



Das Signum einer Permutation

Definition
Das Signum einer Permutation ist definiert durch

sgn(0) = 1, bei gerader Anzahl von Paaren (i,})
M= —1, bei ungerader mit i > j unf o(i) < o(j).

Ansonsten ist sgn(o) = —1.

Beispiel. {1,2,3,4,5}, 0, =13542 0,=13452

i |1 23 45 i |1 2 3 45
751 3 5 4 2 2501 3 4 5 2
4 Paare 3 Paare

sgn (o1) =1 sgn (02) = —1.
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Die Determinante

Definition
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A = [a;] € R™" mit n > 1.
Dann heiBt

det(A) = Z sgn(0)at,o(1) - - * an,a(n)
o€S,

die Determinante von A.
Dies ist eine Abbildung

det : R =R
A +— det(A)

Beispiel. Fiir A= { - ] € R22

a21  ax
0'1:12 0'2:21
sgnoy =1 sgnop, = —1

det(A) = 311d92 — ai2a’i-



Sarrus’sche Regel

Weiteres Beispiel. Fiir A = [a;] € R*? gilt die Regel von Sarrus:

01 =123 03 =213 o5 =312
o0 =132 o4 =231 0 =321

sgn(o1) =+1  sgn(o3) =1  sgn(os) =+1
(o) = -1 sgn(og) = +1  sgn(oe) = —1

det(A) = Hai1axnass + apazzas + aizazasn

—d118234832 — 81248214833 — 413422431
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Lemma

Sei Ae R™"
i) Ist A obere oder untere Dreiecksmatrix, so ist det(A) = a11 - - - an p.
i) Hat A eine Zeile oder Spalte von Nullen, so ist det(A) = 0.
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Lemma

Sei Ae R™"
i) Ist A obere oder untere Dreiecksmatrix, so ist det(A) = a11 - - - an p.
i) Hat A eine Zeile oder Spalte von Nullen, so ist det(A) = 0.

iii) Die Determinante einer Permutationsmatrix ist gleich dem Signum
der zugehdrigen Permutation.

Beweis.

i) Sei o €S, 0 #12---n, so gibt es ein i mit i > o(i). Also gilt fiir
eine obere Dreiecksmatrix

A,0(1) " 3no(n) = 0, daaj; =0.
Also bleibt nur

det(A) = sgn(123---n) ‘311 -apn = a11---ann
[ ——
=1, da 0 Paare

Fiir untere Dreiecksmatrizen gilt der Beweis analog.
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Behauptung.
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ii) Falls A eine Nullzeile hat, so gilt ax; =0, / =1,---,n, also ist in
jedem der Produkte

91,0(1) """ @n,o(n)
mindestens ein Faktor gleich 0. Fiir Nullspalten gilt das analog.

iii) Es gibt natiirlich nur ein Produkt, welches ungleich Null ist; das ist

31,6(1) " ** an,o(n) = 1. Alle anderen sind 0 und damit folgt die
Behauptung.

Determinanten von Elementarmatrizen. Die Determinanten der
Elementarmatrizen Pj;, Mi()\), Gjj(\) sind:

det P,J -1,
det Mi(\) = A,
det G,J()\) = 1



