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Rechenregeln mit Determinanten

Sei A = [aij ] ∈ Kn,n, wobei K ein Körper ist.

(a) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist detA = 0.

(b) Die Multiplikation einer Zeile von A mit λ ∈ K führt zur
Multiplikation der Determinante mit λ.

det (Mj(λ) · A) = λ det A = det (Mj(λ)) · det A.

(c) Wenn man das Vielfache einer Zeile zu einer anderen addiert, so
ändert sich die Determinante nicht.

det(Gij(λ) · A) = detA = det (Gij(λ)) · det A.

det(G>
ij (λ) · A) = detA = det

(
G>

ij (λ)
)
· det A.

(d) Wenn man zwei Zeilen von A vertauscht, so erhält man das Negative
der Determinante.

det(Pij · A) = − det A = detPij · det A



Beweis von (a)

Wir verwenden die Notation:
n∏

i=1

aij = a1j · · · anj .

(a) Da A zwei gleiche Zeilen hat, gibt es ein Indexpaar i , i ′ mit

ai,j = ai ′,j für alle j = 1, . . . , n .

Für jedes σ ∈ Sn führen wir eine neue Permutation ein:

σ′(l) =

 σ(l) l 6= i , i ′

σ(i) l = i ′

σ(i ′) l = i .

Dann ist σ′ ∈ Sn und sgn(σ) = − sgn(σ′), aber
n∏

l=1

al,σ(l) =
n∏

l=1

al,σ′(l).



Beweis von (a)

Man kann sehr leicht zeigen, dass es gleich viele Permuationen mit
positivem und negativen sgn gibt. Damit ergeben sich bei der Summe
über alle Permutationen zwei Mengen, die mit positivem und die mit
negativen sgn. Zu jedem σ mit sgn(σ) = 1 gibt es σ′ mit sgn(σ′) = −1.

Insgesamt ergibt sich in der Summe also 0 da
n∏

l=1

al,σ(l) =
n∏

l=1

al,σ′(l).

det A =
∑

σ∈Sn,sgn(σ)=1

(
sgn(σ)

(
n∏

l=1

al,σ(l)

)
+ (sgn(σ′)

(
n∏

l=1

al,σ′(l)

))
= 0.



Beweis von (b)

(b) Sei Ã = Mj(λ) · A = [ãli ]. Dann gilt: ãli =

{
ali , l 6= j
λali , l = j .

Also

det Ã =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)ã1,σ(1) · · · ãn,σ(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)

(
n∏

l=1

ãl,σ(l)

)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)

 n∏
l=1,l 6=j

al,σ(l)

 · ãj,σ(j)︸ ︷︷ ︸
λaj,σ(j)

= λ
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

l=1

al,σ(l) = λ · det A.



Beweis von (c)

(c) Sei Ã = Gij(λ)A = [ãls ]. Dann gilt: ãls =

{
als , l 6= j
als + λais , l = j

det Ã =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)

(
n∏

l=1

ãl,σ(l)

)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)

 n∏
l=1
l 6=j

al,σ(l)

 · (aj,σ(j) + λai,σ(j))

=

[∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

l=1

al,σ(l)

]
+ λ

∑
σ∈Sn

sgn(σ)

 n∏
l=1
l 6=j

al,σ(l)

 ai,σ(j)


= det A + λ det Â,



Beweise von (c) und (d)
wobei Â zwei gleiche Zeilen hat und nach (a) folgt det Â = 0, also

det Ã = detA · 1 = det A · det Gij(λ)︸ ︷︷ ︸
1

.

Der Beweis für G>
ij (λ) erfolgt analog.
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Beweis von (d) + wichtiges Theorem

Also folgt:

det(PijA) = det
[
Gij(1)G>

ij (−1)Gij(1)Mj(−1)A
]

= det [Gij(1)Mj(−1)A] = det [Mj(−1)A] = − det A.

NB: Haupteigenschaften der Determinante

Sei K ein Körper und A,B ∈ Kn,n, so gilt

(a) det(A · B) = det A · det B,

(b) det A> = detA.

Beweis: nächstes Mal.
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