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Rechenregeln mit Determinanten

Sei A= [a;] € K™", wobei K ein Kérper ist.
(a) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = 0.

(b) Die Multiplikation einer Zeile von A mit A € K fiihrt zur
Multiplikation der Determinante mit A.

det (M;()) - A) = Adet A = det (M;())) - det A.

(c) Wenn man das Vielfache einer Zeile zu einer anderen addiert, so
dndert sich die Determinante nicht.

det(Gjj(A) - A) = detA=det(Gj(\))- detA.
det(Gj (A)- A) = detA=det(Gj()))-detA

(d) Wenn man zwei Zeilen von A vertauscht, so erhilt man das Negative
der Determinante.

det(Pj - A) = —det A=det P - det A



Beweis von (a)

n
Wir verwenden die Notation: Hl aj=ayj - an-
=
(a) Da A zwei gleiche Zeilen hat, gibt es ein Indexpaar i, i’ mit

ajj = aj’j fur aIIej:l,...,n.

Fiir jedes o € S, fithren wir eine neue Permutation ein:

o(l) 14,7
adly=<X o(i) I=7
(i) I=i
Dann ist ¢’ € S, und sgn(o) = —sgn(c’), aber

1T a0y = 11 a0 (1)
=1 =1



Beweis von (a)

Man kann sehr leicht zeigen, dass es gleich viele Permuationen mit

positivem und negativen sgn gibt. Damit ergeben sich bei der Summe

liber alle Permutationen zwei Mengen, die mit positivem und die mit

negativen sgn. Zu jedem o mit sgn(o) = 1 gibt es ¢’ mit sgn(c’) = —1.
n n

Insgesamt ergibt sich in der Summe also 0 da [] a;,(y = [] ar,07(1)
=1 =

det A Z (sgn(a) (H a,)o(,)> (sgn(o (H a. (,,(,)> )
0€Sp,sgn(0)=1 =1

= 0



Beweis von (b)

(b) Sei A= M;(\)- A = [3;]. Dann gilt: 3, = { s /ﬁj Also

Aag, |
deth = 3 sgn(o)om  Anon

og€S,
= ngn U)(Hala(l>

g€S,
= ngn(a) H aio() | * 3j.oG)

g€S, I=1,1#j

A3j 5(j)

n
A Z sgn(o) H o) = A - det A.
=1

o€ES,



Beweis von (c)

S~ e el o= djs, li-/
(C) Sei A= G’J(/\)A - [als]' Dann gilt: di = { ais + Aai, 1=

detA = Y sgn(o) <H5/,a(/)>
=1

oc€ES,

= Z sgn(o Ha/g aj U(J)+/\3:aj))

oc€S, ,#j
= lz sgn(o Ha/g + A ngn Ha/a'(/ 3j o(j)
o€S, TES, /#1

= detA+ MdetA,



Beweise von (c) und (d)
wobei A zwei gleiche Zeilen hat und nach (a) folgt det A =0, also

det A =detA-1=detA-det G;()\).
N——
1

Der Beweis fiir G () erfolgt analog.



Beweise von (c) und (d)
wobei A zwei gleiche Zeilen hat und nach (a) folgt det A =0, also

det A =detA-1=detA-det G;()\).
N——
1

Der Beweis fiir G () erfolgt analog.
(@) - :




Beweis von (d) + wichtiges Theorem

Also folgt:

det(PjA) = det[G;(1)G; (—1)G;(1)M;(—1)A]
det [G;;(1)M;(—1)A] = det [M;(—1)A] = —det A.



Beweis von (d) + wichtiges Theorem

Also folgt:

det(PjA) = det[G;(1)G; (—1)G;(1)M;(—1)A]
det [G;;(1)M;(—1)A] = det [M;(—1)A] = —det A.

NB: Haupteigenschaften der Determinante

Sei K ein Korper und A, B € K™", so gilt
(a) det(A- B) =detA-detB,
(b) det AT = det A.

Beweis: nichstes Mal.



