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Wichtige Eigenschaften von Determinanten

Theorem

Sei K ein Körper und A,B ∈ Kn,n, so gilt

(a) det(A · B) = det A · det B,

(b) det A> = detA.

Beweis: (a) A läßt sich als Produkt von Elementarmatrizen und einer
Matrix in Treppennormalform schreiben, d.h., A = S−1

1 · · ·S−1
t Ã, wobei

Ã entweder die Einheitsmatrix ist, oder mindestens eine Nullzeile hat,
falls Rang (A) < n.

Falls Ã eine Nullzeile hat, so hat auch St · · ·S1A · B = ÃB eine Nullzeile.
Wegen detA = ±λ det Ã gilt für den Fall, dass Ã eine Nullzeile hat,

det Ã = 0 = det A = det ÃB = detAB.

Wir können uns also auf den Fall det A 6= 0 beschränken, d.h., Ã = In.
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Beweis Teil II

Dann ist

det A · det B = det(S−1
1 · · ·S−1

t ) detB = detS−1
1 · · · det S−1

t · det B ,

det AB = det(S−1
1 · · ·S−1

t B) = det S−1
1 · · · det S−1

t · det B .

(b) Mit A = S−1
1 · · ·S−1

t Ã gilt

det(A>) = det(S−1
1 · · ·S−1

t Ã)> =

{
det(S−>t · · ·S−>1 ), Ã = I

0, sonst,

=

{
det S−>t · · · det S−>1

0

=

{
det S−1

t · · · det S−1
1

0

= detA .
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Beispiel

det


1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6
4 5 6 7

 = 2 · 3 · 4 · det


1 2 3 4
1 3

2 2 5
2

1 4
3

5
3 2

1 5
4

3
2

7
4



= 24 · det


1 2 3 4
0 − 1

2 −1 − 3
2

0 − 2
3 − 4

3 −2
0 − 3

4 − 3
2 − 9

4



=
(
− 1

2

) (
− 2

3

) (
− 3

4

)
· 24 · det


1 2 3 4
0 1 2 3
0 1 2 3
0 1 2 3

 = 0 ,

da es drei gleiche Zeilen gibt.



Die Adjungte

Definition: Minor
Sei A ∈ Rn,n, n ≥ 2. Dann heißt die Matrix A(s, t) ∈ Rn−1,n−1, die durch
das Streichen der s-ten Zeile und der t-ten Spalte von A entsteht, ein
Minor von A.

Definition : die Adjungte
Man bilde die Matrix B = [bij ] mit
bij = (−1)i+j det A(j , i), i , j = 1, . . . , n.
B heißt Adjungte von A und wird auch als Adj(A) bezeichnet.

Theorem
Für eine Matrix A ∈ Rn,n, n ≥ 2, ihre Determinante und ihre Adjungte
gilt:

det(A) · I = A · Adj(A) = Adj(A) · A.



Beweis
Sei C = [cij ] = adj(A)︸ ︷︷ ︸

=[bij ]

·A.

cij =
n∑

k=1

bikakj

=
n∑

k=1

(−1)i+k det A(k, i) · akj .

Nun gilt aber detA(k, i) = (−1)k+i det Ãk,i , wobei

Ãk,i =



a11 · · · a1,i−1 0 a1,i+1 · · · a1n

...
...

...
ak−1,1 · · · ak−1,i−1 0 ak−1,i+1 · · · ak−1,n

ak1 · · · ak,i−1 1 ak,i+1 · · · akn

ak+1,1 · · · ak+1,i−1 0 ak+1,i+1 · · · ak+1,n

...
...

...
an1 · · · an,i−1 0 an,i+1 · · · ann


,



Beweis II

denn durch (k − 1) Zeilenvertauschungen und (i − 1)

Spaltenvertauschungen kann man Ãki auf die Form

[
1 ∗
0 A(k, i)

]
bringen und dafür gilt

det Ãk,i = (−1)i−1+k−1 det

[
1 ∗
0 A(k, i)

]

= (−1)i+k det A(k, i).

Also folgt

cij =
n∑

k=1

(−1)i+k det A(k, i)akj

=
n∑

k=1

(−1)i+k(−1)i+k det Ãk,iakj



Beweis III

=
n∑

k=1

det



a11 · · · a1,i−1 0 a1,i+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
0

ak1 · · · ak,i−1 akj ak,i+1 · · · akn

0
...

...
...

...
...

an1 an,i−1 0 an,i+1 · · · ann



= det


a11 · · · a1,i−1 a1j a1,i+1 · · · a1n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,i−1 anj an,i+1 · · · ann


=

{
0, i 6= j

det A, i = j

= δij · det A

Der Beweis für die andere Aussage A · Adj(A) = det A · I ist analog.


