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Wichtige Eigenschaften von Determinanten

Theorem

Sei K ein Korper und A, B € K™", so gilt
(a) det(A-B) =detA-detB,

(b) det AT = det A.
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Wichtige Eigenschaften von Determinanten

Theorem

Sei K ein Korper und A, B € K™", so gilt

(a) det(A- B) =detA-detB,

(b) det AT = det A.

Beweis: (a) A |48t sich als Produkt von Elementarmatrizen und einer
Matrix in Treppennormalform schreiben, d.h., A = Sfl .- 5;12\, wobei

A entweder die Einheitsmatrix ist, oder mindestens eine Nullzeile hat,
falls Rang (A) < n.

Falls A eine Nullzeile hat, so hat auch S 51AN~ B = AB eine Nullzeile.
Wegen det A = +Adet A gilt fiir den Fall, dass A eine Nullzeile hat,

det A =0 = det A = det AB = det AB.

Wir kdnnen uns also auf den Fall det A ## 0 beschranken, d.h., A= 1,.



Beweis Teil I
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detA-detB = det(S;'---S;!)detB =detS; ! --detS; ! detB,
det AB = det(S;' - S;'B)=detS; ' -detS; ! detB.



Beweis Teil I

Dann ist

detA-detB = det(S;'---S;!)detB =detS; ! --detS; ! detB,
det AB = det(S;' - S;'B)=detS; ' -detS; ! detB.
(b) Mit A= St 51 A gilt

det(S;"---S7 "), A=
0, sonst,

det(AT) = det(sl—l-.-stli\)T—{

0
_ { detS;'---det St

_ { detS; " ---detS; T

0
= detA.
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da es drei gleiche Zeilen gibt.



Die Adjungte

Definition: Minor

Sei A€ R™" n > 2. Dann heiBt die Matrix A(s, t) € R"~1:"~1 die durch
das Streichen der s-ten Zeile und der t-ten Spalte von A entsteht, ein
Minor von A.

Definition : die Adjungte

Man bilde die Matrix B = [b;] mit

by = (—1)* det A(j,i), i,j=1,...,n.

B heiBt Adjungte von A und wird auch als Adj(A) bezeichnet.

Theorem
Fiir eine Matrix A € R™", n > 2, ihre Determinante und ihre Adjungte
gilt:

det(A) - I = A- Adj(A) = Adj(A) - A.



Beweis
Sei C = [¢j] = adj(A) -A.
——
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Beweis |1

denn durch (k — 1) Zeilenvertauschungen und (i — 1)

~ . 1 *
Spaltenvertauschungen kann man Ay; auf die Form { 0 A7) ]
bringen und dafiir gilt

~ [ 1 *
S _1)i—14+k—-1
detAg; = (-1) det{o A(k,i)}

= (=1)Tkdet A(k,i).
Also folgt

n

i = Y (—1)TKdet A(k,i)ay
k=1

= Z(—l)i+k(—1)i+k det /z\ky,-akj
k=1



Beweis |11
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Der Beweis fiir die andere Aussage A - Adj(A) = det A
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- | ist analog.



