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Determinante und Invertierbarkeit

Theorem

Sei A ∈ Kn,n. A ist genau dann invertierbar, wenn detA 6= 0.

In diesem Fall gilt

(a) A−1 = 1
det A Adj(A).

(b) Für n ≥ 2 gilt detA =
n∑

j=1

(−1)i+jaij det A(i , j) (Laplace-Entwicklung

der Determinante nach der i-ten Zeile),

(c) Für n ≥ 2 gilt detA =
n∑

i=1

(−1)i+jaij det A(i , j) (Laplace-Entwicklung

der Determinante nach der j-ten Spalte).



Determinante und Invertierbarkeit: Beweis

(a) Klar aus dem Hauptsatz über die Adjungte, denn falls 1
det A existiert,

so existiert

A−1 =
1

det A
Adj(A).

(b) Folgt aus A · Adj A = detA · I .
(c) Für beliebiges j gilt nach dem Hauptsatz über die Adjugte, dass

det A · δjj =
n∑

k=1

(−1)j+k det A(k, j)ak,j .

(Laplace-Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte).
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Beispiel

det

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 = 1 · (+1) det

[
5 6
8 9

]
 + − +
− + −
+ − +

 +2 · (−1) det

[
4 6
7 9

]

+3 · (+1) det

[
4 5
7 8

]
= (45− 48)− 2 · (36− 42) + 3 · (32− 35)

= −3 + 12− 9 = 0.

Also ist die Matrix nicht invertierbar.



Cramer’sche Regel

(Diese ist nur von theoretischem Wert, man sollte sie nie auf dem
Rechner verwenden für große n.)

Sei K ein Körper, A ∈ Kn,n, b ∈ Kn,1 und RangA = Rang[A, b] = n.
Dann ist die Lösung des Gleichungssystems

Ax = b

gegeben durch x = A−1b = 1
det A Adj(A) · b also

xi =
det[a1, · · · , ai−1, b, ai+1, · · · , an]

det A
, i = 1, · · · , n .

Man muss also, um x zu berechnen, n + 1 Determinanten berechnen. Das
geht viel billiger mit dem Gauß’schen Algorithmus.

(Man berechnet übrigens in der Praxis Determinanten auch mit dem
Gauß’schen Algorithmus.)



Cramer’sche Regel

(Diese ist nur von theoretischem Wert, man sollte sie nie auf dem
Rechner verwenden für große n.)

Sei K ein Körper, A ∈ Kn,n, b ∈ Kn,1 und RangA = Rang[A, b] = n.
Dann ist die Lösung des Gleichungssystems

Ax = b

gegeben durch x = A−1b = 1
det A Adj(A) · b also

xi =
det[a1, · · · , ai−1, b, ai+1, · · · , an]

det A
, i = 1, · · · , n .

Man muss also, um x zu berechnen, n + 1 Determinanten berechnen. Das
geht viel billiger mit dem Gauß’schen Algorithmus.
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Cramer’sche Regel : Beispiel


2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
0 0 1 2




x1

x2

x3

x4

 =


1
1
1
1

 .

det


1 1 0 0
1 2 1 0
1 1 2 1
1 0 1 2


←

= 1 · det

 2 1 0
1 2 1
0 1 2

− 1 · det

 1 1 0
1 2 1
1 1 2


= (8− 2− 2)− (4 + 1− 2− 1) = 2,

det


2 1 0 0
1 1 1 0
0 1 2 1
0 1 1 2


←

= 2 · det

 1 1 0
1 2 1
1 1 2

− 1 · det

 1 1 0
0 2 1
0 1 2


= 2 · (4 + 1− 2− 1)− (4− 1) = 1,



Cramer’sche Regel : Beispiel

↓

det


2 1 1 0
1 2 1 0
0 1 1 1
0 0 1 2

 = 2 · det

 2 1 0
1 1 1
0 1 2

− 1 · det

 1 1 0
1 1 1
0 1 2


= 2 · (4− 2− 2)− (2− 2− 1) = 1,

↓

det


2 1 0 1
1 2 1 1
0 1 2 1
0 0 1 1

 = 2 · det

 2 1 1
1 2 1
0 1 1

− 1 · det

 1 0 1
1 2 1
0 1 1


= 2 · (4 + 1− 1− 2)− (2 + 1− 1) = 2,



Cramer’sche Regel : Beispiel

det A = 2 · det

 2 1 0
1 2 1
0 1 2

− 1 · det

 1 1 0
0 2 1
0 1 2


= 2 · (8− 2− 2)− 3 = 5,

x =


2
5
1
5
1
5
2
5

 , Probe:


2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
0 0 1 2




2
5
1
5
1
5
2
5

 =


5
5
5
5
5
5
5
5

 =


1
1
1
1

 .



Beispiel: Gauß

Mit Gauß erhalten wir:
2 1 0 0 1
1 2 1 0 1
0 1 2 1 1
0 0 1 2 1

 


2 1 0 0 1
0 3

2 1 0 1
2

0 1 2 1 1
0 0 1 2 1

 


2 1 0 0 1
0 3

2 1 0 1
2

0 0 4
3 1 2

3
0 0 1 2 1


 


2 1 0 0 1
0 3

2 1 0 1
2

0 0 4
3 1 2

3
0 0 0 5

4
1
2


Rückwärts einsetzen ergibt:

x4 = 2
5 ,

x3 = 3
4

(
2
3 −

2
5

)
= 3

4 ·
4
15 = 1

5 ,
x2 = 2

3

(
1
2 −

1
5

)
= 2

3 ·
3
10 = 1

5 ,
x1 = 1

2

(
1− 1

5

)
= 2

5 .


