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Das characteristische Polynom

Definition
Sei A ∈ Rn,n,R ein kommutativer Ring mit Eins-Element. Dann heißt das
Polynom

PA(λ) = det(λIn − A)

das charakteristische Polynom von A.

Warum ist das überhaupt ein Polynom?

PA(λ) = det(λIn − A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

j=1

(λδj,σ(j) − aj,σ(j))

ist eine Summe von Produkten von Termen der Form (λδj,σ(j) − aj,σ(j))
und damit ein Polynom.
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Form des characteristischen Polynoms

Einer dieser Terme hat die Form
n∏

j=1

(λ− ajj), deswegen ist dies ein

Polynom vom Grad n. Somit kann man PA(λ) schreiben als

PA(λ) =
n∏

j=1

(λ− ajj) +
∑
σ∈Sn

σ 6=12···n

sgn(σ)
n∏

j=1

(λδj,σ(j) − aj,σ(j)) .

In jedem Term des zweiten Summanden gibt es mindestens zwei
Faktoren, die kein λ enthalten. Damit ist der Grad des zweiten
Summanden höchstens n − 2. Es folgt

PA(λ) = λn −

 n∑
j=1

ajj

 λn−1 + q(λ)

mit q(λ) vom Grad ≤ n − 2.
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Form des characteristischen Polynoms II

Definition: Spur
Sei A ∈ Rn,n, R ein kommutativer Ring mit Eins-Element. Dann heißt die
Summe

tr(A) = Spur(A) =
n∑

j=1

ajj

die Spur der Matrix A. (Englisch: trace).

Damit folgt

PA(λ) = λn − tr(A)λn−1 + q(λ) mit Grad(q) ≤ n − 2.

Man hat also zu jeder Matrix ein Polynom. Umgekehrt kann man auch zu
jedem Polynom vom Grad n mit führendem Term λn eine Matrix
konstruieren, die dieses als charakteristisches Polynom hat.
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Begleitmatrix

Lemma
Sei p(λ) = λn + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ + an, so ist p(λ) charakteristisches
Polynom von

Ap =


0 −an

1 0
. . .

. . .
...

. . . 0 −a2

1 −a1

 .

Definition
Die zu einem Polynom p(λ) konstruierte Matrix aus diesem Lemma heißt
Begleitmatrix zu p(λ).
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