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Vektorraume

Sei K ein Kérper. Ein Tripel (V, 4+, )k, bestehend aus einer Menge V,
einer Abbildung + (Addition) und einer Abbildung - (skalare
Multiplikation), wobei

+: VxV—V o KxV —V
(RF) s R+7 (AR) = A%

heiBt K-Vektorraum, falls folgende Axiome erfiillt sind.

() firalle X,y,Z€ V : X+yY)+Z = X+ +2)
( Assoziativitit + in V)

(i) firalle X,y € V : X+y = y+Xx
( Kommutativitdt + in V)

(i) Esgbt 0cV : firallexeV: 04+4%x= X =X+0
( Null in V)
(iv) furalleXe V gibtes ye V : y+x = 0

( Additive Inverse in V)



Vektorraume: Definition

(vii)

(viii)

furalle \,p e K, x eV :

( Assoziativitdt der Skal.mult.)
firalle X e V :

( Eins der Skal.mult.)

firalle A\ e K, X,y e V :

( Distributivitat )

firalle \,p e K,x e V :

( Distributivitat )

A (p-X)

A (X4¥)

(A+p)- X

(A-p)-X

X1

A-X+A-

A X+p-

<1

X1



Vektorraume: Definition

(v) firalle \, p e K,Xx € V : A(p-x) = (A-p)-X
( Assoziativitdt der Skal.mult.)

(vi) firalle X e V : 1-X = X
( Eins der Skal.mult.)

(vi)  firalle \e K, %,y € V A (X+7) = A-Z+A-§
( Distributivitat )

(vii)  furalle L, peK,Xe V : A+up)-X = A X+p-X

( Distributivitat )

NB: 1. V muss also eine kommutative Gruppe beziiglich + sein.

2. Die Symbole + und - wurden hier mehrfach verwendet. Je nach
Zusammenhang handelt es sich entweder um die Operationen im Korper
oder um die neu definierten Operationen. Im folgenden benutzen wir
noch die Konvention, dass wir AX anstatt \ - X schreiben.



Beispiele

a) K=C,V=C"={(x1, - ,xn) | ; € C}. Hier ist + die
komponentenweise Addition und die skalare Multiplikation wirkt auf
alle Komponenten gleichzeitig.

b) K=, V=C(-1,1],R)={f:[-1,1] — IR | f stetig }. Hier
ist die Addition die Addition von Abbildungen und die Multiplikation

einer Abbildung mit einem Sklalar ist definiert durch die Abbildung
A [-1,1] = R, x — Af(x).

c) K=IR, V = C mit der Addition aus C und der Multiplikation in IR.

d) K=1R,V = {0} C IR mit der Addition aus IR und der
Multiplikation in IR.

e) K=F,,V =TFj] mit der Addition aus Fy und der Multiplikation in
F».

f) K=IR,V =IR"" mit der Addition aus IR™™ und der skalaren
Multiplikation bei Matrizen.



Eigenschaften eines Vektorraums

Satz.

(a) In einem Vektorraum gibt es genau ein 0 € V, wobei 0 das neutrale
Element der Addition ist.

(b) Das additive Inverse ist eindeutig.

(c)0-v=0, firalleveV.

(d) A-0=0, firalle e K.

() (-

MV =-AV=A(-V), firalle €K, und firalle ve V.



Eigenschaften eines Vektorraums

Satz.

(a) In einem Vektorraum gibt es genau ein 0 € V, wobei 0 das neutrale
Element der Addition ist.

(b) Das additive Inverse ist eindeutig.
(c)0-v=0, firalleveV.
(d) A
(e

d 0 6, fir alle X € K.
) ( MV =-A=X-V), firalleXeK, undfiralle ve V.
Beweis.
(a) Angenommen, es gibt zwei verschiedene Nullelemente 0, (', so folgt
nach Axiomen (ii), (iii)

—

0=0+0=0+0=0".



Beweis, Il

(b) Wenn 34X =0 und b+ X = 0 gilt, so folgt
i = 3+0 (iii)
= F+(b+X)
= 4+ (X+b) (i)
= G+X)+b @)
= 0+b

ol Ol



Beweis, Il

(b) Wenn 34X =0 und b+ X = 0 gilt, so folgt
i = 3+0 (iii)
= F+(b+X)
= 4+ (X+b) (i)
= G+X)+b @)
= 0+b
b (iii)
(c)
0-v = (040)-v
= 0-v+0-v
0 0-V+0-v—0-v=0-¥



Beweis, Il
(b) Wenn 3+ X

(c)
0-
0
(d)
(e)

0 und b+ % = 0 gilt, so folgt
i = 3+0
= F+(b+X)
= 3+ (X+b)
= G+X)+b
= 0+b
b
v = (0+0)-v
= 0-V+0-V
= 0-V+0-V—0-v=

(iii)



Untervektorraum

Definition
Sei V ein K-Vektorraum und U C V. Dann heit U Untervektorraum
von V (kurz: Unterraum), falls U abgeschlossen beziiglich 4+ und - ist,

und falls U selbst wieder ein Vektorraum ist.



Untervektorraum

Definition

Sei V ein K-Vektorraum und U C V. Dann heiBt U Untervektorraum
von V (kurz: Unterraum), falls U abgeschlossen beziiglich 4+ und - ist,
und falls U selbst wieder ein Vektorraum ist.

Beispiele.
Jeder Yektorraum V hat die “trivialen” Unterrdume U = V und
U = {0}.

a) V. = C(-1,+1,R),
U = cY[-1,+1],R)
= {f €C([-1,1],IR) | f differenzierbar in [-1,1]}.

b) V = R*,
U = R® ={(x,y,2,0) | x,y,z€ R}.



Untervektorraum-Test

Theorem
U ist genau dann ein Unterraum von V/, wenn U eine nicht leere
Teilmenge von V ist, fiir die gilt:

» d+velUfiralled, veU.
» \de Ufiralle \e Kund g€ U.

Beweis: Ubungsaufgabe.
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U ist genau dann ein Unterraum von V/, wenn U eine nicht leere
Teilmenge von V ist, fiir die gilt:
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Definition

Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, ..., V, € V gegeben. Ein Vektor
der Form Zle AiV; € V heiBt Linearkombination von 4, ..., V, mit den
Koeffizienten Aq,..., A, € K. Die lineare Hiille von vi,...,V, ist die
Menge

Span(vi, ..., v,) = {Z/\,-\_/';:/\l,...,/\nEK}.
i=1



