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Lineare (Un)abhéangigkeit
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wenn aus .
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Lemma. Die Menge {4, ..., V,} ist linear unabhingig genau dann, wenn
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Beweis. Die Vektoren sind genau dann abhangig, wenn Zf:l AjVi = 0
mit mindestens einem Skalar A\; # 0 gibt. Letzteres gilt genau dann, wenn

vi=—> (AN
i#i

gilt, d.h. wenn V; eine Linearkombination der anderen Vektoren ist.



Basen

Basis: Definition
Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Menge
{V,...,Vn} C V von Vektoren heiBt Basis von V, wenn

a) die Menge {4, ..., V,} linear unabhingig ist,
b) Span(vy,...,V,) = V.

Lemma
Sei {V, ..., V,} eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem V € V genau
ein Element

AL
e K™ >~ K", so dass



Beweis:

Da V = Span(w, ..., V,), so gibt es zu jedem V € V Skalare
A, ..., A\p € K oder
A1 N
. | €K™, sodass V= Z)\j&].
An J=1
Es bleibt also nur zu zeigen, dass es genau einen solchen Vektor gibt. Sei
H1 N
: € K™! ein weiteres Element, so dass V = Y u;V;. Dann folgt
=1
Hn ’
n n n
0 =v—vV =2 NVi— 2wy =2 —mw)v,
j=1 j=1 j=1

und wegen der linearen Unabhiangigkeit der V; folgt

/\j—,ujzo7 Vj:l,...,n.



Basisergdanzungssatz

Sei V ein Vektorraum iiber K und seien vy,..., vV, € V, wy,...,ws € V.
Wenn Span(vy,...,V,, Wq,...,Ws) = V und ¥, ..., V, linear unabhingig
sind, dann kann man i, ..., V, durch eventuelle Hinzunahme von

Vektoren aus {wx, ..., Ws} zu einer Basis ergénzen.
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r
aber v, ..., V,, w; linear unabhangig, denn aus ) A\;v; + Aw; =0
i=1
folgt A = 0, (sonst wére w; € Span(vi,...,V,)) und damit
A, .-, A, =0, da ¥q,...,V, linear unabhingig sind. Nach
Induktionsvoraussetzung kann man nun v, ..., V,, w; durch

geeignete Hinzunahme von den s — 1 = k Vektoren
wy,, | =1,...,s, | #j, zu einer Basis erganzen.
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Austauschsatz [GraBmann, Steinitz]

Sind {¥,...,V,} und {ws,..., W,} Basen eines Vektorraumes V iiber
dem Kérper K, so gibt es zu jedem V; ein wj, so dass aus v, ..., V,

wieder eine Basis entsteht, wenn man v; durch w; ersetzt.

Beweis. Sei j € {1,...,n} fest gewihlt, dann gibt es ein j € {1,..., m},

so dass
wj ¢ Spa‘n(vla s Vit ikl - V,,) )
anderenfalls wire V = Span(wy, ..., w,,) Teilmenge von
Span(vh s Vit Vigl, - Vn)a
und damit echte Teilmenge von Span(vi, ..., V,) = V, welches aber

nicht sein kann, da die V; linear unabhangig sind.



Beweis, Teil Il

Fiir dieses j sind V1, ..., Vi_1, W}, Vit1, ..., V, linear unabhéngig, denn
aus

n
Z)\/V/ +pw; =0
i

folgt erst einmal =0, da w; ¢ Span(i, ..., Vi_1, Vit1,..., V), und
dann natiirlich auch Ay,..., Ai—1, Aig1,.. ., A = 0.



Beweis, Teil Il
Fiir dieses j sind V1, ..., Vi_1, W}, Vit1, ..., V, linear unabhéngig, denn
aus

Z)\/V/JrMVT/j:O

=1

I#i
folgt erst einmal =0, da w; ¢ Span(i, ..., Vi_1, Vit1,..., V), und
dann natiirlich auch Ay,..., Ai—1, Aig1,.. ., A = 0.

Wir fiigen nun V; wieder hinzu und erhalten
Span(v, ..., Vn, wj) = V.

Dann ist nach dem Basisergdnzungssatz entweder

{Vh,...,Vi_1, W}, Vit1, ..., Vn} eine Basis oder es wird durch Hinzufiigen
von V; zu einer Basis. Das letztere ist nicht moglich, denn wir kénnen w;
aus Vi, ..., V, linear konstruieren. Dann waren aber vy, ..., V,, w; linear

abhangig. Also bilden
Viygeo oy Vi1, Vigly oo oy Vi, Wi

eine Basis.



Dimension

Folgerung

Jeder aus endlich vielen Vektoren erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis
und je zwei Basen desselben Vektorraumes haben gleich viele Elemente.

Beweis. Seien vy,...,V, € V, so dass Span(vy,...,V,) = V. Sei
{Vi,...,V,} eine linear unabhingige Teilmenge von {vy,...,V,}, so folgt
aus dem Basisergdnzungssatz, dass es eine Basis gibt.

Angenommen, es gibt zwei Basen {¥y,...,V,} und {wy,..., Wy} von V

und n # m. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei n > m. Dann
kdnnen wir mit Austauschsatz nacheinander alle Vektoren von
{V1,...,V,} durch Vektoren aus {wx, ..., Wy} austauschen. Dann
kommt aber wegen n > m irgendwann ein Vektor doppelt vor und das
kann wegen der linearen Unabhangigkeit der Elemente einer Basis nicht
sein. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.
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Definition: Dimension

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Die (eindeutig bestimmte)
Anzahl der Basiselemente in jeder Basis von V' heiBt Dimension von V/,
kurz dim V.



