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Basen

Basis: Definition
Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Menge
{V,...,Vn} C V von Vektoren heiBt Basis von V, wenn

a) Vi,..., V, linear unabhingig sind,
b) Span(vy,...,V,) = V.

Lemma
Sei {V, ..., V,} eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem V € V genau
ein Element

AL
e K™ >~ K", so dass



Koordinaten

Die Darstellung von V beziiglich der Basis {1, ..., V,} mit den Skalaren
A1, ..., Ap ist somit eindeutig. Man kann also jeden Vektor vV beziiglich
Vi,...,V, darstellen, die GroBen g, ..., A, € K, die zu v gehodren, heiBen

Koordinaten von V. Man beachte, dass es dabei natiirlich auf die
Nummerierung der Vektoren ankommt.
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AL
Der Vektor : € K" heiBt Koordinatenvektor von v, oder auch
An
Basisdarstellung von v. Die wichtigste Basis in K" ist die sogenannte
kanonische Basis aus den Einheitsvektoren
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Beispiel, Teil |

1
2

Sei V=IR"K=R,seiv=| 3 | V.

n

So hat v eine Basisdarstellung in der kanonischen Basis:

Der Koordinatenvektor ist dann Vv selbst.

w N



Beispiel, Teil 1l

Wahle nun ein anderes System (andere Menge),

O oo
[eNel
O == O
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Beispiel, Teil 1l

Wahle nun ein anderes System (andere Menge),

O oo
[eNel
O == O
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Wir zeigen zuerst, dass es eine Basis ist. Fiir die Matrix

11 0
A= [\71,...,\7,,]2
0 1

gilt det A =1 und damit ist {V4,..., V,} eine Basis.




Beispiel, Teil 1l

N ;
Wir suchen nun einen Vektor © |, sodass > A\jvj= | . | oder
=1 :
An ’ :
11 0 A1 1
2
A= _ =
1 :
0 1 An n
Riickwartseinsetzen ergibt
An = n
Anc1 = (n=1)= X, = -1
Az = (n=2)=Xp1 = n-1
An_?’ = (n —_ 3) —_ An_2 = —2 )\n72k = n— k)
An_as = (n — 4) —Ap3 = n—2 )\,,,(2/(,1) = —k




Koordinatenformalismus

Im allgemeinen: In einem beliebigen K-Vektorraum nehmen wir eine Basis
{V1,...,V,} und definieren wir die Abbildung

A1
cey V) : =MV AV

Das ist eine Art “Multiplikation” V" x K™ — V.



Koordinatenformalismus

Im allgemeinen: In einem beliebigen KK-Vektorraum nehmen wir eine Basis
{V1,...,V,} und definieren wir die Abbildung

A1
cey V) : =MV AV

Das ist eine Art “Multiplikation” V" x K™ — V.

Noch allgemeiner: Sei A = [a;] € K™™ und sei

aij
J:(V17 7Vn) ) J:17 , M
a,,j
Dann schreiben wir die m Linearkombinationen fiir iy, ..., U, als System



Eigenschaften des Koordinatenformalismus

Lemma

Sei V ein K-Vektorraum und seien v, ..., V, linear unabhangig. Sei
A€ K™™ und sei (U, ...,0n) = (V,..., V,)A. Dann gilt: die Vektoren
U1,..., Uy sind genau dann linear unabhingig, wenn Rang(A) = m ist.

Beweis: Ubungsaufgabe.
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Lemma

Sei V ein K-Vektorraum und seien v, ..., V, linear unabhangig. Sei
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Lemma
Sei V ein K-Vektorraum und seien #,...,v, € V, Ac K", B e K™/
Dann gilt ((G1, ..., 0m)A)B = (V,..., V,)(AB).

Beweis: Ubungsaufgabe.

Lemma
Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, ..., V, € V linear unabhangig und
A€ K"™. Dann (i, ...,Un)A=(0,...,0) genau dann, wenn A =0.

Beweis: Ubungsaufgabe.



Basisiibergang

Seien {V1,...,Vp}, {Wi,...,W,} zwei Basen von V. Fiir jeden
Basisvektor V; gibt es eindeutig bestimmte Koordinaten p;; € K,
i=1,...,n, so dass
P1j
j:(VT/h 7V_|}n) ’ J:]-a , N
Pnj
Das heiBt

(Vi,...,Vn) = (Wq,...,Wn)P, wobei P :=pj]
Ebenso gibt es eine Matrix @
(Way .oy Wp) = (V1,...,Vn)Q.

Dann gilt (V_I}l,. cey V_I},-,) = (\71, RN Vn)Q = (V_|717 RN VT/,,)PQ, d.h.



Basisiibergangsmatrix

Nach unserem Lemma gilt dann / — PQ = 0 (analog auch | — QP = 0)
und Q = P~1. Zudem folgt fiir einen beliebigen Vektor v

A1 A1
\7:(_'1) ,\7,,) . :(Wla "av_‘}n) P .
An An
D.h. die Koordinaten von v beziiglich {wy, ..., w,} kann man aus den
Koordinaten von v beziiglich {v, ..., V,} nach der Multiplikation mit P

bekommen. Man nennt P deswegen Basisiibergangsmatrix:
IL[,]_ )\1 >\1 ,LL].
=P L=t | Q=P
Hn An An Hn



