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Unterraume, Summe, Durchschnitt

Lemma
Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei U C V ein

Unterraum. Dann gilt dim(U) < dim(V), mit Gleichheit genau dann,
wenn U = V ist.
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Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei U C V ein
Unterraum. Dann gilt dim(U) < dim(V), mit Gleichheit genau dann,
wenn U = V ist.

Beweis: Ist U C V und ist {iy, ..., U,} eine Basis von U, so kénnen wir
nach dem Ergdnzungssatz diese Menge zu einer Basis von V ergénzen.
Sollte U eine echte Teilmenge von U sein, so kommt mindestens ein
Basisvektor dazu und gilt dim(U) < dim(V/). Sonst gilt U = V und
dim(U) = dim(V).
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Sollte U eine echte Teilmenge von U sein, so kommt mindestens ein
Basisvektor dazu und gilt dim(U) < dim(V/). Sonst gilt U = V und
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Definition
Seien Ui, U, zwei Unterrdaume von V. Dann definieren wir
a) UiNUy:={i| d € Uy und i € Uy}, den Durschnitt von U; und U,
b) Ur+ Uy :={th + U | th € Uy und tp € Us}, die Summe von U;
und U,



Eigenschaften von Summen und Durchschnitten

Lemma
Seien U; und U, zwei Unterrdume eines K-Vektorraumes V/, so gelten
folgende Aussagen:

(1) Uy N Uy und Uy + U, sind Unterrdume von V.

(2) Uy + Uy = Uy.

(3) Uy + {0} = Uy

(2) Uy C Uy + Us, mit Gleichheit genau dann, wenn U, C U;.
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Beweis: (1), (2), (3) sind Ubungsaufgabe. Wir beweisen (4). Fiir einen
beliebigen Vektor G € U; gilt: & = G+ 0. Da Us ein Unterraum von V
ist, ist der Nullvektor in U, und ist die Summe 7 + 0 deswegen in

U; + U, nach der Definition. D.h., U; C U; + Us.



Eigenschaften von Summen und Durchschnitten

Lemma
Seien U; und U, zwei Unterrdume eines K-Vektorraumes V/, so gelten

folgende Aussagen:

(1) Uy N Uy und Uy + U, sind Unterrdume von V.

(2) Uy + Uy = Uy.

(3) Uy + {0} = Uy

(2) Uy C Uy + Us, mit Gleichheit genau dann, wenn U, C U;.

Beweis: (1), (2), (3) sind Ubungsaufgabe. Wir beweisen (4). Fiir einen
beliebigen Vektor G € U; gilt: & = G+ 0. Da Us ein Unterraum von V
ist, ist der Nullvektor in U, und ist die Summe 7 + 0 deswegen in

U; + U, nach der Definition. D.h., U; C U; + Us.

Wenn U; + U, = Uy, hat ein beliebiger Vektor i € U, auch die Form
O0+de U+ U,=U;, dh. U, C Uy,



Dimensionsformel fiir Unterraume

Hauptsatz: Dimensionsformel.

Sind U; und U, zwei endlichdimensionale Unterraume eines
K-Vektorraumes V/, so gilt

dim(U1 N Uz) + dim(U1 + U2) = dim(Ul) + dim(UQ).
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Hauptsatz: Dimensionsformel.

Sind U; und U, zwei endlichdimensionale Unterraume eines
K-Vektorraumes V/, so gilt

dim(U1 N Uz) + dim(U1 + U2) = dim(Ul) + dim(UQ).

Beweis: Sei {1, ..., V,} eine Basis von Uy N U,. Wie erginzen diese zu
einer Basis {Vy,...,V,, wq,...,w;} von U; sowie zu einer Basis
{V,...,V,,X1,..., %X} von U,. Es reicht zu zeigen, dass

{Vi,e. oy Ve, Wa,y ..., Wy, X1, ..., Xk} eine Basis von U + U, ist.

Offensichtlich gilt
Span(\_/’l,...,V,,v_&l,...,ﬁ’//,i’l,...,?k) = U1+ U27

also ist nur noch zu zeigen, dass die Menge
{Viyeooy Ve Wa,y ooy Wy, X1, ..., Xk} linear unabhéngig ist.



Dimensionsformel fiir Unterraume: Beweis

Sei S0y Aivi + o1 piwi + Sk vi%: = 0, dann gilt

r / k
> N Y i == > i,
i=1 i=1 i=1
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Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Vektor in Ui, die rechte Seite ein
Vektor in U,. Somit gilt Zf-(:l ~ix; € Up N Us.

Nach Konstruktion ist jedoch {1, ..., V,} eine Basis von U; N U, und die
Vektoren {V4,...,V,,X1,..., X} sind linear unabhingig. Daher miissen
alle 7;, i =1,..., k, gleich Null sein, und Y%, ~i% = 0 sein.
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Sei S0y Aivi + o1 piwi + Sk vi%: = 0, dann gilt
r I k
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Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Vektor in Ui, die rechte Seite ein
Vektor in U,. Somit gilt Zf-(:l ~ix; € Up N Us.

Nach Konstruktion ist jedoch {1, ..., V,} eine Basis von U; N U, und die

Vektoren {V4,...,V,,X1,..., X} sind linear unabhingig. Daher miissen
. . . k - ~ .
alle v, i =1,..., k, gleich Null sein, und >/ ; 7iX; = 0 sein.

Aber dann gilt auch Y7, \iv; + Z$=1 iw; = 0 und somit auch
A== = pug =--- = u; = 0 wegen der linearen Unabhangigkeit
von {\71,...,\7,, W/]_,...,VT//}.



Beispiel

Fiir die beiden Unterraume

X1 X1
U ={| x | :xi,x € K}, U ={ Xo Dx1, 0 € K}

0 X1+ X2

von K31 gilt dim(U;) = dim(U,) = 2.



Beispiel

Fiir die beiden Unterraume

X1 X1
U ={| x | :xi,x € K}, U ={ Xo Dx1, 0 € K}
0 X1+ X2

von K31 gilt dim(U;) = dim(U,) = 2.
Ihr Durschnitt ist der Unterraum

x
Unl,={| —x | :xeK}
0

von Dimension 1, und ihre Summe ist der ganze Raum K31 von
Dimension 3.



