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Kern und Bildmenge

Definition
Seien V und W zwei K -Vektorräume und sei f ∈ L(V ,W ), dann
definieren wir

Kern(f ) := {~v ∈ V | f (~v) = 0},
Bild(f ) := {f (~v) ∈ W | ~v ∈ V }.

Für ~w ∈ W definieren wir das Urbild von ~w in V als

f −1(~w) := f −1({~w}) = {~v ∈ V | f (~v) = ~w}.

Wie bereits erwähnt wurde, ist in der Definition des Urbildes f −1(~w)
nicht die Umkehrabbildung von f angewendet auf ~w gemeint, sondern
eine Teilmenge von V . Insbesondere gilt f −1(~0) = Kern(f ).
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Eigenschaften von Kern und Bildmenge

Lemma.
Sind V , W zwei K -Vektorräume, so gelten für jedes f ∈ L(V ,W ):

(1) f (~0) = ~0 und f (−~v) = −f (~v) für alle ~v ∈ V .

(2) Ist f ein Isomorphismus, so ist f −1 ∈ L(W ,V ).

(3) Kern(f ) ist ein Unterraum von V , Bild(f ) ist ein Unterraum von W .

(4) f ist surjektiv, genau dann wenn Bild(f ) = W ist.

(5) f ist injektiv, genau dann wenn Kern(f ) = {~0} ist.

(6) Ist f injektiv und sind ~v1, . . . , ~vm ∈ V linear unabhängig, so sind
auch die Bilder f (~v1), . . . , f (~vm) ∈ W linear unabhängig.

(7) Sind ~v1, . . . , ~vm ∈ V linear abhängig, so sind auch die Bilder
f (~v1), . . . , f (~vm) ∈ W linear abhängig. (Äquivalent: Sind
f (~v1), . . . , f (~vm) ∈ W linear unabhängig, so sind ~v1, . . . , ~vm ∈ V
linear unabhängig.)

(8) Ist ~w ∈ Bild(f ) und ist ~u ∈ f −1(~w) beliebig, so gilt
f −1(~w) = ~u + Kern(f ) := {~u + ~v | ~v ∈ Kern(f )}.
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(1) Es gelten f (~0) = f (0 ·~0) = 0 · f (~0) = ~0 sowie
f (~v) + f (−~v) = f (~v + (−~v)) = f (~0) = ~0, für alle ~v ∈ V .

(2) Die Existenz der Umkehrabbildung f −1 : W → V ist klar. Wir haben
zu zeigen, dass f −1 linear ist. Sind ~w1, ~w2 ∈ W , so gibt es eindeutig
bestimmte ~v1, ~v2 ∈ V mit ~w1 = f (~v1) und ~w2 = f (~v2). Es gilt dann

f −1(~w1 + ~w2) = f −1(f (~v1) + f (~v2)) = f −1(f (~v1 + ~v2)) = ~v1 + ~v2

= f −1(~w1) + f −1(~w2) .

Zudem gilt

f −1(λ~w1) = f −1(λf (~v1)) = f −1(f (λ~v1)) = λ~v1 = λf −1(~w1)

für jedes λ ∈ K .

(3) und (4) sind offensichtlich aus den jeweiligen Definitionen.

(5) Sei f injektiv und ~v ∈ Kern(f ), d.h. f (~v) = ~0. Aus (1) wissen wir,
dass f (~0) = ~0 gilt, also folgt f (~v) = f (~0). Daher gilt ~v = ~0 aufgrund der
Injektivität von f . Sei nun Kern(f ) = {~0} und seien ~u, ~v ∈ V mit
f (~u) = f (~v). Dann folgt f (~u − ~v) = 0, also ~u − ~v ∈ Kern(f ) und somit
~u − ~v = ~0 bzw. ~u = ~v .
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(6) Sei
∑m

i=1 λi f (~vi ) = ~0. Dann gilt wegen der Linearität von f , dass

f

(
m∑

i=1

λi~vi

)
= ~0 also

m∑
i=1

λi~vi ∈ Kern(f ).

Aus der Injektivität folgt
∑m

i=1 λi~vi = 0 und damit λ1 = · · · = λm = 0
wegen der linearen Unabhängigkeit von ~v1, . . . , ~vm.

(7) Sind ~v1, . . . , ~vm linear abhängig, so existieren Skalare λ1, . . . , λm ∈ K ,
die nicht alle gleich Null sind, mit

∑m
i=1 λi~vi = ~0. Nach Anwendung von

f auf beiden Seiten und Ausnutzen der Linearität folgt
∑m

i=1 λi f (~vi ) = ~0,
also sind f (~v1), . . . , f (~vm) linear abhängig.

(8) Sei ~w ∈ Bild(f ) und ~u ∈ f −1(~w). Ist ~y ∈ f −1(~w), so gilt
f (~y) = f (~u), daher f (~y − ~u) = ~0, also ~y − ~u ∈ Kern(f ) bzw.
~y ∈ ~u + Kern(f ), d.h. f −1(~w) ⊆ ~u + Kern(f ). Ist nun ~y ∈ ~u + Kern(f ),
so gilt f (~y) = f (~u) = ~w , also ~y ∈ f −1(~w), d.h. ~u + Kern(f ) ⊆ f −1(~w).
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Dimensionsformel

Satz. Seien V und W zwei K -Vektorräume und sei V endlichdimesional.
Dann gilt

dim(V ) = dim(Bild(f )) + dim(Kern(f ))

für jedes f ∈ L(V ,W ).

Beweis. Seien ~v1, . . . , ~vn ∈ V . Sind f (~v1), . . . , f (~vn) ∈ W linear
unabhängig, so sind nach (7) im Lemma auch ~v1, . . . , ~vn linear
unabhängig, also gilt dim(Bild(f )) ≤ dim(V ). Aus Kern(f ) ⊆ V folgt
dim(Kern(f )) ≤ dim(V ), so dass Bild(f ) und Kern(f ) beide
endlichdimensional sind.

Seien {~w1, . . . , ~wr} bzw. {~v1, . . . , ~vk} Basen von Bild(f ) bzw. Kern(f )
und seien ~u1 ∈ f −1(~w1), . . . , ~ur ∈ f −1(~wr ). Wir zeigen, dass
{~u1, . . . , ~ur , ~v1, . . . , ~vk} eine Basis von V ist, woraus die Behauptung
folgt.

Ist ~v ∈ V , so gibt es eindeutige Koordinaten µ1, . . . , µr ∈ K , so dass
f (~v) =

∑r
i=1 µi ~wi . Sei ~y :=

∑r
i=1 µi~ui , dann folgt f (~y) = f (~v), also

~v − ~y ∈ Kern(f ), d.h. ~v − ~y =
∑k

i=1 λi~vi für gewisse Koordinaten
λ1, . . . , λk ∈ K .
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Dann gilt

dim(V ) = dim(Bild(f )) + dim(Kern(f ))

für jedes f ∈ L(V ,W ).

Beweis. Seien ~v1, . . . , ~vn ∈ V . Sind f (~v1), . . . , f (~vn) ∈ W linear
unabhängig, so sind nach (7) im Lemma auch ~v1, . . . , ~vn linear
unabhängig,

also gilt dim(Bild(f )) ≤ dim(V ). Aus Kern(f ) ⊆ V folgt
dim(Kern(f )) ≤ dim(V ), so dass Bild(f ) und Kern(f ) beide
endlichdimensional sind.

Seien {~w1, . . . , ~wr} bzw. {~v1, . . . , ~vk} Basen von Bild(f ) bzw. Kern(f )
und seien ~u1 ∈ f −1(~w1), . . . , ~ur ∈ f −1(~wr ). Wir zeigen, dass
{~u1, . . . , ~ur , ~v1, . . . , ~vk} eine Basis von V ist, woraus die Behauptung
folgt.

Ist ~v ∈ V , so gibt es eindeutige Koordinaten µ1, . . . , µr ∈ K , so dass
f (~v) =

∑r
i=1 µi ~wi . Sei ~y :=

∑r
i=1 µi~ui , dann folgt f (~y) = f (~v), also

~v − ~y ∈ Kern(f ), d.h. ~v − ~y =
∑k

i=1 λi~vi für gewisse Koordinaten
λ1, . . . , λk ∈ K .



Dimensionsformel

Satz. Seien V und W zwei K -Vektorräume und sei V endlichdimesional.
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Es folgt

~v = ~y +
k∑

i=1

λi~vi =
r∑

i=1

µi~ui +
k∑

i=1

λi~vi ,

also ~v ∈ span{~u1, . . . , ~ur , ~v1, . . . , ~vk}. Wegen {~u1, . . . , ~ur , ~v1, . . . , ~vk} ⊂ V
gilt somit

V = span{~u1, . . . , ~ur , ~v1, . . . , ~vk}

und es bleibt zu zeigen, dass ~u1, . . . , ~ur , ~v1, . . . , ~vk linear unabhängig sind.

Sei
r∑

i=1

αi~ui +
k∑

i=1

βi~vi = ~0,

dann folgt

~0 = f (~0) = f

(
r∑

i=1

αi~ui +
k∑

i=1

βi~vi

)
=

r∑
i=1

αi f (~ui ) =
r∑

i=1

αi ~wi

und somit α1 = · · · = αr = 0, denn ~w1, . . . , ~wr sind linear unabhängig.
Aus der linearen Unabhängigkeit von ~v1, . . . , ~vk folgt dann
β1 = · · · = βk = 0.
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Isomorphie

Korollar Zwei endlichdimensionale K -Vektorräume V und W sind
isomorph, genau dann wenn dim(V ) = dim(W ) gilt.

Beweis. Gilt V ∼= W , so gibt es eine bijektive Abbildung f ∈ L(V ,W ).
Nach (4) und (5) in Lemma sind dann Bild(f ) = W und Kern(f ) = {~0}.
Mit der Dimensionsformel erhalten wir

dim(V ) = dim(Bild(f ))+dim(Kern(f )) = dim(W )+dim({~0}) = dim(W ).

Sei nun dim(V ) = dim(W ) und seien {~v1, . . . , ~vn} und {~w1, . . . , ~wn}
Basen von V und W . Es gibt genau eine Abbildung f ∈ L(V ,W ) mit
f (~vi ) = ~wi , i = 1, . . . , n. Ist ~v = λ1~v1 + · · ·+ λn~vn ∈ Kern(f ), so gilt

~0 = f (~v) = f (λ1~v1 + · · ·+ λn~vn) = λ1f (~v1) + · · ·+ λnf (~vn)

= λ1~w1 + · · ·+ λn~wn.

Aus der linearen Unabhängigkeit von ~w1, . . . , ~wn folgt λ1 = · · · = λn = 0,
also ~v = ~0 und daher Kern(f ) = {~0}. Aus der Dimensionsformel erhalten
wir dann dim(V ) = dim(Bild(f )) = dim(W ) und somit Bild(f ) = W ,
d.h. f ist surjektiv.
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f (~vi ) = ~wi , i = 1, . . . , n. Ist ~v = λ1~v1 + · · ·+ λn~vn ∈ Kern(f ), so gilt

~0 = f (~v) = f (λ1~v1 + · · ·+ λn~vn) = λ1f (~v1) + · · ·+ λnf (~vn)

= λ1~w1 + · · ·+ λn~wn.

Aus der linearen Unabhängigkeit von ~w1, . . . , ~wn folgt λ1 = · · · = λn = 0,
also ~v = ~0 und daher Kern(f ) = {~0}. Aus der Dimensionsformel erhalten
wir dann dim(V ) = dim(Bild(f )) = dim(W ) und somit Bild(f ) = W ,
d.h. f ist surjektiv.


