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Darstellende Matrix

Seien V, W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume mit Basen
{Vi,...,Vm}von V und {wy,...,w,} von W und sei f € L(V,W). Es
gibt zu jedem f(v;) € W, j =1,..., m, eindeutig bestimmte Koordinaten
aj€ K, i=1,...,n, so dass

F(Vj) = aywy + -+ anWp.



Darstellende Matrix

Seien V, W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume mit Basen
{Vi,...,Vm}von V und {wy,...,w,} von W und sei f € L(V,W). Es
gibt zu jedem f(v;) € W, j =1,..., m, eindeutig bestimmte Koordinaten
aj€ K, i=1,...,n, so dass

f(\7j) = aleT/;[ +- a,,jvT/,,.

Wir kénnen mit Hilfe der Matrix A := [a;] € K™™ die m Gleichungen fiir
die Vektoren f(V;) als System schreiben:

(F(A), - F(Vm)) = (Wi,..., W) A.

Die Matrix A ist durch f und die gewahlten Basen von V und W
eindeutig bestimmt. Sie heiBt die Matrixdarstellung oder die darstellende
Matrix der Abbildung f.



Wirkung auf Koordinaten

Ist V= M\Vi+ - -+ AnVyn € V, dann gilt

fF(V)

FMVA 4 AmVm) = Mf(V) +-

(F(), -, F(Vim))

—

(Wl,...7V_|}n)
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Wirkung auf Koordinaten
Ist V= M\Vi+ - -+ AnVyn € V, dann gilt

F(V) = FM+-AnVm) = MF(A) + -+ Anf (V)
A1 M
= (F(A),- s f(Vm)) | 0 | = (W1, W) A) |
Am Am
AL
= (W,...,w,) | A :
Am
Die Koordinaten des Bildvektors f(V) beziiglich der Basis {wy, ..., w,}

von W sind somit gegeben durch
A1

Am



Matrixdarstellung ist selbst Isomorphismus

Theorem

Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume mit Basen
By ={Vi,...,Vn}tvon V und B, = {wy,...,w,} von W. Dann ist die
Abbildung

L(V,W)— K™ f—|[flg.s,

ein Isomorphismus, wobei [f]p, g, die darstellende Matrix von f beziiglich
B; und B, bedeutet. Also

L(V, W)= K™m

und
dim(L(V, W)) =dim(K™™) =n-m.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass die Abbildung linear ist. Sei die
Abbildung dazu bezeichnet mit Mat, also Mat(f) = [f]g, 5, und seien
f,g € L(V, W), sowie Mat(f) = [f]g,,8, = [f;j] und

Mat(g) = [gls,.5, = [gil.



Firj=1,...,mgilt

(f +8)(Vj) = (V) + (V) quwf + Zgqu —Z fij + &ij) Wi
i=1

und somit Mat(f + g) = [f; + gy] = [fj] + [gy] = Mat(f) 4+ Mat(g).



Firj=1,...,mgilt

(f +8)(Vj) = (V) + (V) quwf + Zgqu —Z fij + &) Wi
i=1

und somit Mat(f + g) = [f; + gy] = [fj] + [gy] = Mat(f) 4+ Mat(g).
FirAe Kundj=1,..., mgilt

(AF)(V) = Af(v) AZ Z M)W

und daher Mat(Af) = [Afj] = A [fj] = AMat(f).
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i=1

und somit Mat(f + g) = [f; + gy] = [fj] + [gy] = Mat(f) 4+ Mat(g).
FirAe Kundj=1,..., mgilt

(AF)(V) = Af(v) AZ Z M)W

und daher Mat(Af) = [Afy] = A [fj] = AMat(f). Die Abbildung
f — [f]B,.B, ist deswegen linear.



Firj=1,...,mgilt

(f +8)(Vj) = (V) + (V) quwf + Zgqu —Z fij + &ij) Wi
i=1

und somit Mat(f + g) = [f; + gy] = [fj] + [gy] = Mat(f) 4+ Mat(g).
FirAe Kundj=1,..., mgilt

(AF)(V) = Af(v) AZ Z M)W

und daher Mat(Af) = [Afy] = A [fj] = AMat(f). Die Abbildung

f — [f]B,.B, ist deswegen linear.

Bijektivitat von Mat. Ist f € Kern(Mat), so gilt Mat(f) =0 € K™™,
also f(v;) =0, fir j =1,..., m. Daher ist f(V) = 0 fiir alle v € V, also
f =0 (die Nullabbildung). Somit ist f injektiv.



Firj=1,...,mgilt
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und somit Mat(f + g) = [f; + gy] = [fj] + [gy] = Mat(f) 4+ Mat(g).
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(AF)(V) = Af(v) AZ Z M)W

und daher Mat(Af) = [Afy] = A [fj] = AMat(f). Die Abbildung

f — [f]B,.B, ist deswegen linear.

Bijektivitat von Mat. Ist f € Kern(Mat), so gilt Mat(f) =0 € K™™,
also f(v;) =0, fir j =1,..., m. Daher ist f(V) = 0 fiir alle v € V, also
f =0 (die Nullabbildung). Somit ist f injektiv.

Surjektivitat. Ist A = [a;] € K™™ beliebig, so definieren wir die
Abbildung f : V — W durch f(v;) :=>""_, a;w;, j=1,...,m. Dann
ist f linear und es gilt Mat(f) = A, also ist Mat auch surjektiv.



Firj=1,...,mgilt

(f +8)(Vj) = (V) + (V) quwf + Zgqu —Z fij + &ij) Wi
i=1

und somit Mat(f + g) = [f; + gy] = [fj] + [gy] = Mat(f) 4+ Mat(g).
FirAe Kundj=1,..., mgilt

(AF)(V) = Af(v) AZ Z M)W

und daher Mat(Af) = [Afy] = A [fj] = AMat(f). Die Abbildung

f — [f]B,.B, ist deswegen linear.

Bijektivitat von Mat. Ist f € Kern(Mat), so gilt Mat(f) =0 € K™™,
also f(v;) =0, fir j =1,..., m. Daher ist f(V) = 0 fiir alle v € V, also
f =0 (die Nullabbildung). Somit ist f injektiv.

Surjektivitat. Ist A = [a;] € K™™ beliebig, so definieren wir die
Abbildung f : V — W durch f(v;) :=>""_, a;w;, j=1,...,m. Dann
ist f linear und es gilt Mat(f) = A, also ist Mat auch surjektiv.

Es gilt damit dim(L(V, W)) = dim(K™™) = n- m.



Koordinatenabbildung

Definition
Ist B={w,...,v,} eine Basis des K-Vektorraumes V/, so ist die
Abbildung
M
dg 1V — KM, V=MV + -+ A = Pp(V) := )
An

ein Isomorphismus, den wir die Koordinatenabbildung von V beziiglich
der Basis B nennen.



Koordinatenabbildung

Definition
Ist B={w,...,v,} eine Basis des K-Vektorraumes V/, so ist die
Abbildung
M
dg 1V — KM, V=MV + -+ A = Pp(V) := J
An

ein Isomorphismus, den wir die Koordinatenabbildung von V' beziiglich
der Basis B nennen.

Beweis: Die Linearitdt von ®p ist klar. Zudem gilt offensichtlich

®g(V) = K™, d.h. dg ist surjektiv. Ist v € Kern(®g), dann sind die
Koordinaten von v beziiglich der Basis B gegeben durch

A ==\, =0, woraus ¥ = 0 und damit Kern(¢g) = {0} folgt. Also
ist g injektiv.



Koordinatenabbildung und Basisiibergang

Sind ®g, und ®p, die Koordinatenabbildungen von Vektorrdumen V und
W der Dimensionen m bzw. n, beziiglich der Basen B; und B, dann gilt
f = &g o [flg,B, © s, , wobei die Matrix [f]s, 5, € K™™ als lineare
Abbildung von K™ nach K™ interpretiert wird. ( Die Abbildung ®p, ist
invertierbar.)



Koordinatenabbildung und Basisiibergang

Sind ®g, und ®p, die Koordinatenabbildungen von Vektorrdumen V und
W der Dimensionen m bzw. n, beziiglich der Basen B; und B, dann gilt
f = &g o [flg,B, © s, , wobei die Matrix [f]s, 5, € K™™ als lineare

Abbildung von K™ nach K™ interpretiert wird. ( Die Abbildung ®p, ist
invertierbar.)

Spezialfall: V = W, also m = n, und f =Idy (die Identitdt auf V). Fiir

die Matrixdarstellung von Idy bez. Basen By = {vy,...,v,} und
BQ = {Wl7 ey Wn} von V gllt (\71, ey \7,,) = (l/T/l, ey V_I}n) [IdV]Bl,Bz-

Die Matrix [Idy]g, g, ist somit genau die Basisiibergangsmatrix, mit der
man die Koordinaten von v € V beziiglich B; in Koordinaten beziiglich
B> umrechnen kann. Andererseits

(Wl,...,W,,) = (V1,...,\7,,) [IdV]Bz,Bl

und daher gilt
(Idv]s,.6) " = [ldv]s,s,.



Matrizenmultiplikation entspricht Komposition

Hauptsatz. Seien V, W und Y drei K-Vektorraume. Sind f € L(V, W)
und g € L(W,Y), dann gilt gof € L(V,Y). Sind V, Wund Y
endlichdimensional mit entsprechenden Basen By = {4, ..., Viy},

BQ = {W/l, ey Wn} und B3 = {}717 ce ,)_/'5}, SO gllt

[g © f]BhBS = [g]Bz,B3 [f]81;32 :



Matrizenmultiplikation entspricht Komposition
Hauptsatz. Seien V, W und Y drei K-Vektorraume. Sind f € L(V, W)
und g € L(W,Y), dann gilt go f € L(V,Y). Sind V, W und Y
endlichdimensional mit entsprechenden Basen By = {4, ..., Viy},
BQ = {VI_’/l7 ey Wn} und B3 = {}717 ce ,)_/'s}, SO gllt

[g © f]BhBS = [g]Bz,B3 [f]Bl,B2 :

Beweis. Sei h:= g o f. Wir zeigen zunichst, dass h € L(V,Y) ist. Fiir
,ve Vund A\ pu € K gilt h(AT + uv) = g(f(\d + pv)) =
g(M(d) + pf (V) = Ag(f(d)) + pg(f(V)) = Ah(d) + ph(V).



Matrizenmultiplikation entspricht Komposition

Hauptsatz. Seien V, W und Y drei K-Vektorraume. Sind f € L(V, W)
und g € L(W,Y), dann gilt go f € L(V,Y). Sind V, W und Y
endlichdimensional mit entsprechenden Basen By = {4, ..., Viy},
BQ = {VI_’/l7 ey Wn} und B3 = {}717 ce ,)_/'s}, SO gllt

[g o f]BhBS = [g]Bz,B3 [f]Bl,B2 :
Beweis. Sei h:= g o f. Wir zeigen zunichst, dass h € L(V,Y) ist. Fiir
,ve Vund A\ pu € K gilt h(AT + uv) = g(f(\d + pv)) =
gONF(@) + uf (7)) = Ag(F(@)) + ng(F(7)) = AW(@) + uh(7).

Sind [f]g, B, = [f;j] und [g]s,,B, = [gjj], dann gilt fir j=1,...,m

h(v;)

n S
g(f Vj = (Z kaWk> kajg Wk = kaJZglk)_/'l
k=1 i=1
Z <Z fkjglk) }71 - Z <Zg,kfkj> y,

i=1 i=1
N————’

= hU



Matrizenmultiplikation entspricht Komposition

Hauptsatz. Seien V, W und Y drei K-Vektorraume. Sind f € L(V, W)
und g € L(W,Y), dann gilt go f € L(V,Y). Sind V, W und Y
endlichdimensional mit entsprechenden Basen By = {4, ..., Viy},
BQ = {VI_’/l7 ey Wn} und B3 = {}717 ce ,)_/'s}, SO gllt

[g o f]BhBS = [g]Bz,B3 [f]Bl,B2 :
Beweis. Sei h:= g o f. Wir zeigen zunichst, dass h € L(V,Y) ist. Fiir
,ve Vund A\ pu € K gilt h(AT + uv) = g(f(\d + pv)) =
gONF(@) + uf (7)) = Ag(F(@)) + ng(F(7)) = AW(@) + uh(7).

Sind [f]g, B, = [f;j] und [g]s,,B, = [gjj], dann gilt fir j=1,...,m

n S
g(f Vj = (Z kaWk> kajg Wk = kaJZglk)_/'l
k=1 i=1
Z <Z fkjglk) y: - Z <Zg,kfkj> y,.

i=1 i=1
N————’

= hU
Also gilt [h]g, B, = [h;] = [g;] [f;] = [&]B..5; [f]B,.B,, Wie behauptet.

h(v;)



