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Matrizen.

Sei {R,+, ·} ein kommutativer Ring mit Eins-Element und n,m ∈ IN. Ein
Feld

A = [aij ] =


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

...
an1 an2 · · · anm


mit aij ∈ R, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, heißt n×m-Matrix mit
Koeffizienten in R oder (n×m-) Matrix über R.

• Rn,m : Menge aller n ×m-Matrizen über R,

• aij : der i , j-te Koeffizient oder Eintrag,

• [ai1, . . . , aim] : die i-te Zeile von A (das ist eine 1×m-Matrix),

•

 a1j

...
anj

 : die j-te Spalte von A (das ist eine n×1-Matrix).
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Weitere Bezeichnungen.

• 0n,m

oder 0
: die Nullmatrix, d.h., die Matrix in Rn,m, bei der alle Einträge

0 sind,

• In oder I : die Einheitsmatrix in Rn,n, d.h., die Matrix mit den Einträgen

δij =

{
1, i = j
0, sonst

, In =


1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 1

 ,

• Eij : die Matrix in Rn,m, die in der Position (i , j) den Eintrag 1
und in allen anderen Positionen den Eintrag 0 hat, z.B.

E11 =


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0

 .
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Operationen mit Matrizen

Addition von Matrizen

Wir können Matrizen gleicher Größe addieren. Dazu führen wir eine
Operation ‘+’ ein. Das ist eine Abbildung:

+ : (Rn,m × Rn,m) → Rn,m

(A,B) 7→ A + B = C = [cij ],
cij = aij + bij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Eigenschaften der Matrizenaddition

Seien A,B,C ∈ Rn,m, A = [aij ], B = [bij ], C = [cij ] und setze Ã = [−aij ].
Dann gilt:

(Ass +) (A + B) + C = A + (B + C ),
(Komm +) A + B = B + A,

(Null) A + 0 = 0 + A = A,

(Inv +) A + Ã = Ã + A = 0.
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Skalarmultiplikation

Wir können Matrizen mit Elementen aus R multiplizieren, d.h. wir führen
eine Operation ‘·’ ein.

· : (Rn,m × R) → Rn,m

(A, r) 7→ r · A = [r · aij ].

Eigenschaften der Skalarmultiplikation

Seien A,B ∈ Rn,m, r , s ∈ R. Dann gilt:

a) (r · s)A = r(sA),
b) (r + s)A = rA + sA,
c) r(A + B) = rA + rB,
d) 1 · A = A,
e) A + (−1)A = 0,

f) A =
n∑

i=1

m∑
j=1

aijEij .
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Multiplikation von Matrizen

Die wichtigere Multiplikation ist jedoch die Matrizenmultiplikation:

· : (Rn,m × Rm,s) → Rn,s

(A,B) 7→ A · B = C = [cij ],

wobei die neue Matrix C wie folgt erzeugt wird: Für A = [aij ] ∈ Rn,m,

B = [bij ] ∈ Rm,s , setze A · B = C = [cij ] ∈ Rn,s , mit cij =
m∑

k=1

aikbkj .

Technik:  b11

...
bm1

· · ·

· · ·

 b1j
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bmj

 · · ·

· · ·
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Beispiel: Matrizenmultiplikation

Betrachte

A =

 1 1 1
2 2 2
3 3 3

 , B =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 .

Dann ist

AB =

 12 15 18
24 30 36
36 45 54

 , BA =

 14 14 14
32 32 32
50 50 50


Wir sehen damit, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.

Fragen: Sei A ∈ Rn,m. Was sind:

I A · 0m,m?

I 01,n · A ?

I A · Im?

I In · A?
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Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Seien A = [aij ] ∈ Rn,m, Ã = [ãij ] ∈ Rn,m, B = [bij ] ∈ Rm,s ,

B̃ = [b̃ij ] ∈ Rm,s , C = [cij ] ∈ Rs,t , r ∈ R. Dann gilt:

a) (Ass ·) (A · B) · C = A · (B · C ),

b) (Distr 1) (A + Ã)B = AB + ÃB,

c) (Distr 2) A(B + B̃) = AB + AB̃,
d) (In, Im) InA = AIm = A,
e) (r · A)B = r(AB) = A(rB).

Beweis: a) Sei D = [dij ] = (A · B) · C , D̃ = [d̃ij ] = A · (B · C ). Es gilt

dij =
s∑

l=1

(
m∑

k=1

aik bkl

)
clj =

s∑
l=1

m∑
k=1

(aik bkl) clj

! Distributivität in R

=
s∑

l=1

m∑
k=1

aik (bkl clj) =
m∑

k=1

aik

(
s∑

l=1

bkl clj

)
= d̃ij .

b)-e) Übung!
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Transponierte Matrix

Sei A = [aij ] ∈ Rn,m. Dann heißt die Matrix B = [bij ] ∈ Rm,n mit
bij = aji , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, transponierte Matrix zu A. Wir
schreiben B = AT .

Beispiele:

A =

[
1 2 3
4 5 6

]
, AT =

 1 4
2 5
3 6

 .

A =

 1 2 3
2 4 5
3 5 6

 , AT = A.
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Eigenschaften der Transponierten

Lemma. Seien A, Ã ∈ Rn,m, B ∈ Rm,s , r ∈ R. Dann gilt

a) (A + Ã)T = AT + ÃT ,
b) (rA)T = rAT ,
c) (AB)T = BTAT ,
d) (AT )T = A.

Beweis. a), b), d) sind offensichtlich.

c) Sei A · B = C = [cij ] mit cij =
m∑

k=1

aik bkj und AT = [a′
ij ], BT = [b′

ij ],

CT = [c ′
ij ]. Es gilt

c ′
ij = cji =

m∑
k=1

ajk bki =
m∑

k=1

a′
kj b′

ik =
m∑

k=1

b′
ik a′

kj .

und damit CT = BTAT .
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Spezielle Klassen von quadratischen Matrizen

Sei A ∈ Rn,n.

a) A heißt symmetrisch, falls A = AT .

b) A heißt obere Dreiecksmatrix, falls
aij = 0 für alle i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , i − 1.

c) A heißt untere Dreiecksmatrix, falls AT obere Dreiecksmatrix ist.

d) A heißt Diagonalmatrix, falls A obere und untere Dreiecksmatrix ist.

e) A heißt Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile und in jeder Spalte
genau ein Eintrag 1 ist und alle anderen Einträge 0 sind.

Beispiele: [
0 1
0 1

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 −1

]
.
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a) A heißt symmetrisch, falls A = AT .

b) A heißt obere Dreiecksmatrix, falls
aij = 0 für alle i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , i − 1.

c) A heißt untere Dreiecksmatrix, falls AT obere Dreiecksmatrix ist.

d) A heißt Diagonalmatrix, falls A obere und untere Dreiecksmatrix ist.

e) A heißt Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile und in jeder Spalte
genau ein Eintrag 1 ist und alle anderen Einträge 0 sind.

Beispiele: [
0 1
0 1

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 −1

]
.


