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Matrizen.

Sei {R,+,} ein kommutativer Ring mit Eins-Element und n, m € IN. Ein
Feld

a1 d12 - dim
a1 dax» - am
A=laj] =
anl an2 dnm
mitaj € R, i=1,...,n j=1,...,m, heiBt nxm-Matrix mit

Koeffizienten in R oder (nxm-) Matrix liber R.



Matrizen.

Sei {R,+,} ein kommutativer Ring mit Eins-Element und n, m € IN. Ein
Feld

a1 412 - aim
a1 dax» - am
A=laj] =

dpl an2 " dnm
mitaj € R, i=1,...,n j=1,...,m, heiBt nxm-Matrix mit
Koeffizienten in R oder (nxm-) Matrix liber R.
® RmM : Menge aller n x m-Matrizen iiber R,
° a; . der i, j-te Koeffizient oder Eintrag,
e [3j1,. .., 3im] . die i-te Zeile von A (das ist eine 1x m-Matrix),

aij

. : : die j-te Spalte von A (das ist eine nx1-Matrix).



Weitere Bezeichnungen.

® 0nm . die Nullmatrix, d.h., die Matrix in R™™, bei der alle Eintrage
oder 0 0 sind,
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Weitere Bezeichnungen.

L4 On,m

oder 0

e |, oder/

die Nullmatrix, d.h., die Matrix in R™™, bei der alle Eintrage
0 sind,

die Einheitsmatrix in R™", d.h., die Matrix mit den Eintrégen

1 0 0
L 0= 0
6”_{0, sonst ’ In = 0 ’
0 0 1

. die Matrix in R™™, die in der Position (/,j) den Eintrag 1

und in allen anderen Positionen den Eintrag 0 hat, z.B.

0

1 0
0 0 0
E;n =



Operationen mit Matrizen

Addition von Matrizen

Wir kénnen Matrizen gleicher GréBe addieren. Dazu fiihren wir eine
Operation ‘+' ein. Das ist eine Abbildung:

+ (Rn,m % Rn,m) — Rmm
(A B) — A+B=C=[q]
c,-j:a,-j—kb,-ﬁ i=1....,n, j=1,...,m.



Operationen mit Matrizen

Addition von Matrizen
Wir kénnen Matrizen gleicher GréBe addieren. Dazu fiihren wir eine
Operation ‘+' ein. Das ist eine Abbildung:

+ (Rn,m % Rn,m) — Rmm
(A, B) — A+ B=C=][ql
C,'J':¢3,'J'-|-b,'J'7 i=1....,n, j=1,...,m.

Eigenschaften der Matrizenaddition

Seien A, B, C € R™™, A= [a;], B = [bj], C = [c;] und setze A = [—a;].
Dann gilt:

(Ass +) (A+B)+C = A+ (B+ (),
(Komm +) A+B = B+A
(Null) A+0 = 0+A = A

(Inv +) A+A = A+A =0



Skalarmultiplikation

Wir kdnnen Matrizen mit Elementen aus R multiplizieren, d.h. wir fiihren

[l

eine Operation '+’ ein.

(Rn,m X R) s Rn,m
(A, r) = r-A=|[r-aj.



Skalarmultiplikation

Wir kdnnen Matrizen mit Elementen aus R multiplizieren, d.h. wir fiihren

eine Operation '-' ein.
(Rn,m X R) s Rn,m
(A, r) = r-A=|[r-aj.

Eigenschaften der Skalarmultiplikation

Seien A, B € R™™, r,s € R. Dann gilt:

a) (r-s)A=r(sA),

b) (r+s)A=rA+sA,
c) r(A+ B)=rA+rB,
d) 1-A=A

e) A+( )A—O

f) A= Zzauu

i=1j=



Multiplikation von Matrizen
Die wichtigere Multiplikation ist jedoch die Matrizenmultiplikation:

(Rmm % Rm7s) — RmM™S
(A, B) — A-B=C=][gl,

wobei die neue Matrix C wie folgt erzeugt wird: Fiir A = [a;] € R™"™,
m

B= [bu] € R™* setze A-B=C = [C,J] € R™, mit ¢j = > aikbyj.
k=1



Multiplikation von Matrizen
Die wichtigere Multiplikation ist jedoch die Matrizenmultiplikation:

(Rn,m % Rm7s) — RmM™S
(A, B) — A-B=C=][gl,

wobei die neue Matrix C wie folgt erzeugt wird: Fiir A = [a;] € R™"™,
m

B = [bu] € R™% setze A-B=C = [CU] € R™*, mit Cij = Z a,-kbkj.
k=1

Technik:

b ... byj ... b
b,:nl b,:nj b,:ns
a o Am
[ain -+ aim] . cl,.j

ant - anm



Beispiel: Matrizenmultiplikation

Betrachte
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12 15 18 14 14 14
AB=1|24 30 36 |, BA=| 32 32 32
50 50 50
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A=12 2 2 |,B=|4 5 6
3 3 3 7 8 9
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Wir sehen damit, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.
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Beispiel: Matrizenmultiplikation

Betrachte
1 11 1 2 3
A=12 2 2 |,B=|4 5 6
3 3 3 7 8 9
Dann ist
12 15 18 14 14 14
AB=|24 30 36 |, BA=]| 32 32 32
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Wir sehen damit, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.
Fragen: Sei A € R™™. Was sind:

> A-Omm?
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Beispiel: Matrizenmultiplikation

Betrachte
1 11 1 2 3
A=12 2 2 |,B=|4 5 6
3 3 3 7 8 9
Dann ist
12 15 18 14 14 14
AB=|24 30 36 |, BA=]| 32 32 32
36 45 54 50 50 50

Wir sehen damit, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.

Fragen: Sei A € R™™. Was sind:
> A-Omm?
» 0;,-A7
> A7
> [, - A?



Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Seien A = [a;] € R™™, A= [3;] € R™™, B = [b;] € R™",
B = [bj] € R™*, C = [c;] € R®*, r € R. Dann gilt:

(Ass )
(Distr 1)
(Distr 2)

(In7 Im)

(A-B)-C=A-(B-C),
(A+ A)B = AB + AB,
A(B + B) = AB + AB,
A=Al =A,

(r-A)B =r(AB) = A(rB).



Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Selen A=[a;] € R™™, A=[3;] € R"™, B = [bj] € R,
[b,J] € R™*, C =[¢j] € R**, r € R. Dann gilt:

a) (Ass +) (A-B)-C=A-(B- (),
by (Distrl) (A+A)B=AB+AB,
c) (Distr2)  A(B+ B)=AB+AB,

) (I, Im) A=Al =A,

) (r-A)B =r(AB) = A(rB).

o o

Bewesis: a) Sei D = [d;] = (A-B)-C, D=[dj] = A-(B- C). Es gilt

Z (Z ajk bkl) cj = i i(a;k bu) ¢

=1 I=1 k=1



Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Selen A=[a;] € R™™, A=[3;] € R"™, B = [bj] € R,
[b,J] € R™*, C =[¢j] € R**, r € R. Dann gilt:

) (Ass ) (A-B)-C=A-(B-0),
)  (Distr1)  (A+A)B=AB+ AB,
c) (Distr2)  A(B+ B)=AB+AB,
)
)

o w

(nilw) 1A= Alp = A,
(r-A)B =r(AB) = A(rB).

o o

Bewesis: a) Sei D = [d;] = (A-B)-C, D=[dj] = A-(B- C). Es gilt

Z (Z ajk bkl) cj = i i(a;k bu) ¢

I=1 =1 k=1
I Distributivitat in R



Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Seien A = [a;] € R™™, A= [3;] € R™™, B = [b;] € R™",
B = [bj] € R™*, C = [c;] € R®*, r € R. Dann gilt:

) (Ass ) (A-B)-C=A-(B-0),
)  (Distr1)  (A+A)B=AB+ AB,
c) (Distr2)  A(B+ B)=AB+AB,
d) (I, Im) A=Al =A,
) (r-A)B =r(AB) = A(rB).

o w

@

Bewesis: a) Sei D = [d;] = (A-B)-C, D=[dj] = A-(B- C). Es gilt

s m s m
o = 3 (o) - 3T amsia

I=1 \k=1 =1 k=1
I Distributivitat in R

s m m s

= Y Y au(bucy) = > au (Z b Clj>
I=1 k=1 k=1 =1

= dj.

b)-e) Ubung!



Transponierte Matrix

Sei A = [aj] € R™™. Dann heiBt die Matrix B = [b;] € R™" mit
bj=aj, i=1,...,m, j=1,...,n, transponierte Matrix zu A. Wir
schreiben B = AT
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Transponierte Matrix

Sei A= [a;] € R™™. Dann heiBt die Matrix B = [b;] € R™" mit

bj=aj, i=1,...,m, j=1,...,n, transponierte Matrix zu A. Wir
schreiben B = AT

Beispiele:

[1 23 -
iz -

w N =
S O b



Transponierte Matrix

Sei A = [aj] € R™™. Dann heiBt die Matrix B = [b;] € R™" mit
bj=aj, i=1,...,m, j=1,...,n, transponierte Matrix zu A. Wir
schreiben B = AT

Beispiele:
1 4
A:[igg}, AT=1|2 5
3 6
1 2 3
A=|2 4 5 |,
3 56



Transponierte Matrix

Sei A = [aj] € R™™. Dann heiBt die Matrix B = [b;] € R™" mit
bj=aj, i=1,...,m, j=1,...,n, transponierte Matrix zu A. Wir
schreiben B = AT

Beispiele:
1 4
A:[igg}, AT=1|2 5
3 6
1 2 3
A=1|2 4 5|, AT =A
3 56



Eigenschaften der Transponierten

Lemma. Seien A,A € R™™ B e R™S r € R. Dann gilt

o N T W
~— — — —



Eigenschaften der Transponierten

Lemma. Seien A,A € R™™ B e R™S r € R. Dann gilt

O N T W
— — — —

Beweis. a), b), d) sind offensichtlich.
c) Sei A- B = C = [c;] mit ¢ = Z aix by und AT =[], BT =
cT = [c;]. Es gilt

= Gji Z ajk by = Z ak_] b Z brk ak_/

und damit CT = BTAT.

[b5],



Spezielle Klassen von quadratischen Matrizen

Sei A R™",
a) A heiBt symmetrisch, falls A= AT.
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b) A heiBt obere Dreiecksmatrix, falls
aj=0 firalle i=2,...,n,j=1,...,i =1

c) A heiBt untere Dreiecksmatrix, falls AT obere Dreiecksmatrix ist.
d) A heiBt Diagonalmatrix, falls A obere und untere Dreiecksmatrix ist.

e) A heiBt Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile und in jeder Spalte
genau ein Eintrag 1 ist und alle anderen Eintrdge 0 sind.



Spezielle Klassen von quadratischen Matrizen

Sei Ae R™",
a) A heiBt symmetrisch, falls A= AT.

b) A heiBt obere Dreiecksmatrix, falls
aj=0 firalle i=2,...,n,j=1,...,i =1

c) A heiBt untere Dreiecksmatrix, falls AT obere Dreiecksmatrix ist.
d) A heiBt Diagonalmatrix, falls A obere und untere Dreiecksmatrix ist.

e) A heiBt Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile und in jeder Spalte
genau ein Eintrag 1 ist und alle anderen Eintrdge 0 sind.

o o) [0 &)

Beispiele:



