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Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Seien A = [aij ] ∈ Rn,m, Ã = [ãij ] ∈ Rn,m, B = [bij ] ∈ Rm,s ,

B̃ = [b̃ij ] ∈ Rm,s , C = [cij ] ∈ Rs,t , r ∈ R. Dann gilt:

a) (Ass ·) (A · B) · C = A · (B · C ),

b) (Distr 1) (A + Ã)B = AB + ÃB,

c) (Distr 2) A(B + B̃) = AB + AB̃,
d) (In, Im) InA = AIm = A,
e) (r · A)B = r(AB) = A(rB).

Beweis: a) Sei D = [dij ] = (A · B) · C , D̃ = [d̃ij ] = A · (B · C ). Es gilt

dij =
s∑

l=1

(
m∑

k=1

aik bkl

)
clj =

s∑
l=1

m∑
k=1

(aik bkl) clj

! Distributivität in R

=
s∑

l=1

m∑
k=1

aik (bkl clj) =
m∑

k=1

aik

(
s∑

l=1

bkl clj

)
= d̃ij . b)-e) Übung!
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Eigenschaften der Matrizenmultiplikation
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Matrizenmultiplikation und Block-Struktur

NB: Matrizenmultiplikation respektiert Block-Struktur von Matrizen: z.B.
A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

A41 A42 A43

 ·
 B11 B12

B21 B22

B31 B32

 =


C11 C12

C21 C22

C31 C32

C41 C42


wo Aik , Bkj , Cij Blockmatrizen der richtigen Grösse sind. D.h., alle Blöcke
in einer Zeile müssen die gleiche Anzahl von Zeilen haben und alle Blöcke
in einer Spalte die gleiche Anzahl von Spalten. Dazu müssen immer die
Anzahl von Spalten von Aik und die Anzahl von Spalten von Bkj

übereinstimmen. Dann gilt

Cij =
3∑

k=1

AikBkj = Ai1B1j + Ai2B2j + A13B3j

für alle i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2.

Aufgabe: mit konkreten Zahlen ausprobieren!



Transponierte Matrix

Sei A = [aij ] ∈ Rn,m. Dann heißt die Matrix B = [bij ] ∈ Rm,n mit
bij = aji , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, transponierte Matrix zu A. Wir
schreiben B = AT .

Beispiele:

A =

[
1 2 3
4 5 6

]
, AT =

 1 4
2 5
3 6

 .

A =

 1 2 3
2 4 5
3 5 6

 , AT = A.
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Eigenschaften der Transponierten

Lemma. Seien A, Ã ∈ Rn,m, B ∈ Rm,s , r ∈ R. Dann gilt

a) (A + Ã)T = AT + ÃT ,
b) (rA)T = rAT ,
c) (AB)T = BTAT ,
d) (AT )T = A.

Beweis. a), b), d) sind offensichtlich.

c) Sei A · B = C = [cij ] mit cij =
m∑

k=1

aik bkj und AT = [a′
ij ], BT = [b′

ij ],

CT = [c ′
ij ]. Es gilt

c ′
ij = cji =

m∑
k=1

ajk bki =
m∑

k=1

a′
kj b′

ik =
m∑

k=1

b′
ik a′

kj .

und damit CT = BTAT .
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Spezielle Klassen von quadratischen Matrizen

Sei A ∈ Rn,n.

a) A heißt symmetrisch, falls A = AT .

b) A heißt obere Dreiecksmatrix, falls
aij = 0 für alle i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , i − 1.

c) A heißt untere Dreiecksmatrix, falls AT obere Dreiecksmatrix ist.

d) A heißt Diagonalmatrix, falls A obere und untere Dreiecksmatrix ist.

e) A heißt Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile und in jeder Spalte
genau ein Eintrag 1 ist und alle anderen Einträge 0 sind.

Beispiele: [
0 1
0 1

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 −1

]
.
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Beispiele: [
0 1
0 1

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 −1

]
.



Spezielle Klassen von quadratischen Matrizen

Sei A ∈ Rn,n.

a) A heißt symmetrisch, falls A = AT .

b) A heißt obere Dreiecksmatrix, falls
aij = 0 für alle i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , i − 1.

c) A heißt untere Dreiecksmatrix, falls AT obere Dreiecksmatrix ist.

d) A heißt Diagonalmatrix, falls A obere und untere Dreiecksmatrix ist.

e) A heißt Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile und in jeder Spalte
genau ein Eintrag 1 ist und alle anderen Einträge 0 sind.
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