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Matrix zu A.
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Definition

Eine Matrix A € R™" heiBt invertierbar, wenn es ein Ac R gibt mit
/~4A(: A,~4) = [,. Man schreibt dann A = A=1, und nennt A die inverse
Matrix zu A.

Beachte, obwohl die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist
vertauscht eine invertierbare Matrix A € R™" mit ihrer Inversen!

Lemma
Seien A, B € R™" invertierbar. Dann ist AB invertierbar und es gilt

(AB)t=BlA"L.

Beweis: Es gilt

(AB)(B~1A™1) = A(BB 1A = Al,A~l = AA"L = |,
(B1A"1)(AB) = B-Y(A~1A)B = B~1I,B = B~1B = |,

und damit folgt die Behauptung.
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Die Gruppe GL,

Frage: ist jede quadratische Matrix invertierbar? Gar nicht.
Beispiele:

01

0 0|’
Theorem

Die Menge der invertierbaren Matrizen in R™" ist beziiglich der
Matrizenmultiplikation eine (nicht kommutative) Gruppe. Wir bezeichnen
diese Menge mit GL,(R) (General Linear group).

Beweis: Die Assoziativitdt und die Abgeschlossenheit dieser Menge
(unter Multiplikation) haben wir bereits gezeigt. Das Einselement ist
durch die Einheitsmatrix /, gegeben und die Existenz von multiplikativen
Inversen gilt per Definition.
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Sei Ae R™",
a) A heiBt symmetrisch, falls A= AT.

b) A heiBt obere Dreiecksmatrix, falls
aj=0 firalle i=2,...,n,j=1,...,i =1

c) A heiBt untere Dreiecksmatrix, falls AT obere Dreiecksmatrix ist.
d) A heiBt Diagonalmatrix, falls A obere und untere Dreiecksmatrix ist.
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genau ein Eintrag 1 ist und alle anderen Eintrdge 0 sind.

o) o) [ )

Beispiele:
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Invertierung von Permutationsmatrizen

Theorem
Die Menge der Permutationsmatrizen in R™" bildet eine multiplikative
Gruppe. Ist A € R™" eine Permutationsmatrix, so gilt A= = AT .

Beweis: Seien A = [a;], B = [b;] € R™" Permutationsmatrizen,
C=A-B=]cj| mit

byj

n
cj = E ajk by = lai, . . ., ain]
k=1 bnj

Da es nur genau ein Element aj gibt, welches von 0 verschieden
(ndmlich = 1) ist, und genau ein Element byj, welches von 0 verschieden
(= 1) ist, so gibt es in jeder Zeile und in jeder Spalte von C genau ein
von Null verschiedenes Element (= 1), namlich dort, wo ajx = by; = 1 ist.
Sei A- AT = C = [¢;]. Dann gilt:

n
C,'j = E Aik ajk = 5U
k=1
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Die Menge der invertierbaren Diagonalmatrizen bildet eine kommutative
multiplikative Gruppe.



Invertierung von Diagonalmatrizen

Theorem

Die Menge der invertierbaren Diagonalmatrizen bildet eine kommutative
multiplikative Gruppe.

Beweis: Die Abgeschlossenheit des Produktes, und die Gesetze (Ass -)
und (Eins) sind klar. Seien A = [a;], B = [bj;] Diagonalmatrizen.

C = A™! existiert nach Voraussetzung. Aus der Formel fiir die Inverse
folgt c;j = 5,-J-ah_-1, i,j=1,...,n. Also ist C Diagonalmatrix. Weiterhin
gilt

A-B= diag(311 b117 ...,dpn bnn) = diag(b11 dlly .-y bnn a,,,,) =B-A
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Theorem

Die Menge der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen in R™" ist
beziiglich der Matrixmultiplikation eine (nicht kommutative) Gruppe.
(Analoges gilt fiir invertierbare untere Dreiecksmatrizen.)

Beweis: Es seien A = [ajj], B = [bjj] invertierbare obere Dreiecksmatrizen
in R™". Wir miissen fiir die Abgeschlossenheit der Menge (unter
Multiplikation) zunéchst beweisen, dass A - B wieder eine obere
Dreiecksmatrix ist. Sei C = A- B = [c¢;]. Fir i > j gilt

n
cji = Y aikby
k=1

J
Z aik bkj (da bkj =0 fur k >j)
k=1

= 0. (da ay =0 fiir i > k)



