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Invertierung von Dreiecksmatrizen |

Theorem

Die Menge der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen in R™" ist
beziiglich der Matrixmultiplikation eine (nicht kommutative) Gruppe.
(Analoges gilt fiir invertierbare untere Dreiecksmatrizen.)
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Theorem

Die Menge der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen in R™" ist
beziiglich der Matrixmultiplikation eine (nicht kommutative) Gruppe.
(Analoges gilt fiir invertierbare untere Dreiecksmatrizen.)

Beweis: Es seien A = [ajj], B = [bjj] invertierbare obere Dreiecksmatrizen
in R™". Wir miissen fiir die Abgeschlossenheit der Menge (unter
Multiplikation) zunéchst beweisen, dass A - B wieder eine obere
Dreiecksmatrix ist. Sei C = A- B = [c¢;]. Fir i > j gilt

n
cji = Y aikby
k=1

J
Z aik bkj (da bkj =0 fur k >j)
k=1

= 0. (da ay =0 fiir i > k)
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Die Giiltigkeit von (Ass -) und (Eins) ist klar. Nun miissen wir noch
zeigen, dass A~1 eine obere Dreiecksmatrix ist (die Existenz der Inversen
ist klar nach Voraussetzung).
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Die Giiltigkeit von (Ass -) und (Eins) ist klar. Nun miissen wir noch
zeigen, dass A~1 eine obere Dreiecksmatrix ist (die Existenz der Inversen
ist klar nach Voraussetzung).

Wie bekommen wir A=1? Wir suchen C = [cij], so dass CA = AC = I,
d.h., firallej=1,...,ngilt

ai - A cij 01 o
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: y 0, sonst
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Wenn wir uns die letzte Zeile anschauen, haben wir sofort, dass aus

apn Cnj = Opj folgt, dass c,; = 5,,J-a;n1 und damit folgt aus der Existenz der
Inversen von A, dass a,, invertierbar sein muss.
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Die Giiltigkeit von (Ass -) und (Eins) ist klar. Nun miissen wir noch
zeigen, dass A~1 eine obere Dreiecksmatrix ist (die Existenz der Inversen
ist klar nach Voraussetzung).

Wie bekommen wir A=1? Wir suchen C = [cij], so dass CA = AC = I,
d.h., firallej=1,...,ngilt

ain v A cij 01 o
I s.—d L =]
o : Y71 0, sonst

ann Cnj (;nj

Wenn wir uns die letzte Zeile anschauen, haben wir sofort, dass aus

apn Cnj = Opj folgt, dass c,; = 5,,J-a;n1 und damit folgt aus der Existenz der
Inversen von A, dass a,, invertierbar sein muss.

Dann erhalten wir aus der vorlezten Zeile, dass

dn—1,n—1Cn—1,j + an—1,n Cnj = 5n—1,j7

und damit

— _1 . .
Cn—1,j = an—l,n—l (517—1»1 — dn—1,n C"J)'
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Wieder folgt aus der Existenz der Inversen von A die Existenz von
a;}l’nfl. Wir zeigen nun per Induktion, riickwérts, dass C obere
Dreiecksmatrix ist und die folgende Formel fiir die Inverse einer

oberen Dreiecksmatrix (Riickwérts-Einsetzen) fiir j =1,... n gilt:
Coj = 3y O
n

—1 .
cj = aj; (5,-]-— > aikaj>7 i=n—1...,1

k=i+1
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Wieder folgt aus der Existenz der Inversen von A die Existenz von
a;}l’nfl. Wir zeigen nun per Induktion, riickwérts, dass C obere

Dreiecksmatrix ist und die folgende Formel fiir die Inverse einer
oberen Dreiecksmatrix (Riickwérts-Einsetzen) fiir j =1,... n gilt:

_ .1
C”j = ann 5’7]’
1 n
ci=a; (05— > aiwcy), i=n—1...,1
k=i+1
Dann:
LA ¢y = 5nja;n1(: 0 fiir j < n).
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Wieder folgt aus der Existenz der Inversen von A die Existenz von

-1

3,,,17,,,1-

Wir zeigen nun per Induktion, riickwérts, dass C obere

Dreiecksmatrix ist und die folgende Formel fiir die Inverse einer
oberen Dreiecksmatrix (Riickwérts-Einsetzen) fiir j =1,... n gilt:

Dann:
LA
1.V

L — a—1ls .
C”J_ann(snj’

n
_1 .
cj = a; (5,-1-— > a,-kckj>, i=n—1,...,1.

k=i+1

Cnj = 5nja;n1(: 0 fir j < n).
Fiir ein / und fiir k mit / < k < n gelte die Formel fiir ¢, ; fiir

alle j =1,...n. Insbesondere sei ¢,;j =0 fiir k =+ 1,...,n.
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Wieder folgt aus der Existenz der Inversen von A die Existenz von
3;7117”71. Wir zeigen nun per Induktion, riickwérts, dass C obere

Dreiecksmatrix ist und die folgende Formel fiir die Inverse einer
oberen Dreiecksmatrix (Riickwérts-Einsetzen) fiir j =1,... n gilt:

_ .1
C”j = ann 5’7]’
1 n
ci=a; (05— > aiwcy), i=n—1...,1
k=i+1
Dann:
LA ¢y = 5nja;n1(: 0 fiir j < n).

I.V.:  Fiir ein / und fiir k mit | < k < n gelte die Formel fiir ¢ ; fiir
alle j =1,...n. Insbesondere sei ¢,;j =0 fiir k =+ 1,...,n.

[.S.: Dann gilt fiir die Spalte / — 1:

n
—1
C-1j =311 (5/14 = a1k ij)

k=l

und damit folgt die Behauptung.
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Elementarmatrizen

Versuchen wir, die Matrix erst auf eine Dreiecksform zu bringen, und

zwar durch Multiplikation mit Matrizen, deren Inverse wir leicht
berechnen kénnen.

Diese sogenannten Elementarmatrizen fiihren elementare Operationen
aus:

» Vertauschung zweier Zeilen,

» Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar,

» Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.



Es sei P;j € R™" fiir 1 <i < j < n die Permutationsmatrix
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Es sei P;j € R™" fiir 1 <i < j < n die Permutationsmatrix

r 1 B
1
0 1 —
1
P,'J'Z:
1
1
L L]
7 7
i J

Ist A€ R™™, so werden durch die Multiplikation P;A die Zeilen i und j
in A vertauscht. Beachte: P; = P = Pl.jl.



Es sei M;(A\) € R™" fiir 1 <i < n, A € R invertierbar die Matrix

1

|

i

Ist A€ R™™, so wird durch die Multiplikation M;(\)A die i-te Zeile von
A mit A multipliziert.

Beachte: M;(A\)™* = M; (A\71).



Es sei Gjj(A) € R™" fiir 1 <i < j<n, A € R die Matrix

[ 1

6N =




Es sei Gjj(A) € R™" fiir 1 <i < j<n, A € R die Matrix

M1
1
1 —
1
6N =
1
A 1 —
1
L I
T 7
i J

Es sei A€ R™™. Durch die Multiplikation Gj;(A)A wird das A-fache der
i-ten Zeile von A zur j-ten Zeile addiert. Durch die Multiplikation
G,-JT()\)A wird das A-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile von A addiert.

Beachte: [G;(\)] 7! = G;(—\).



