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Elementarmatrizen

Versuchen wir, die Matrix erst auf eine Dreiecksform zu bringen, und

zwar durch Multiplikation mit Matrizen, deren Inverse wir leicht
berechnen kénnen.

Diese sogenannten Elementarmatrizen fiihren elementare Operationen
aus:

» Vertauschung zweier Zeilen,

» Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar,

» Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.



Es sei P;j € R™" fiir 1 <i < j < n die Permutationsmatrix
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Ist A€ R™™, so werden durch die Multiplikation P;A die Zeilen i und j
in A vertauscht. Beachte: P; = P = Pl.jl.



Es sei M;(A\) € R™" fiir 1 <i < n, A € R invertierbar die Matrix
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Ist A€ R™™, so wird durch die Multiplikation M;(\)A die i-te Zeile von
A mit A multipliziert.

Beachte: M;(A\)™* = M; (A\71).



Es sei Gjj(A) € R™" fiir 1 <i < j<n, A € R die Matrix
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Es sei A€ R™™. Durch die Multiplikation Gj;(A)A wird das A-fache der
i-ten Zeile von A zur j-ten Zeile addiert. Durch die Multiplikation
G,-JT()\)A wird das A-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile von A addiert.

Beachte: [G;(\)] 7! = G;(—\).



Die Treppennormalform

Hauptsatz 1.

Sei K ein Korper, A € K™™. Dann gibt es Elementarmatrizen
Ti,..., T € K™ sodass T;--- T1A in Treppennormalform

[ 1 * 0 0 0 i
1 0

ist. Insbesondere, falls n = m und A invertierbar ist, soist T;--- T1A = |,
d.h., Ail = Tt' .. Tl oder A = Tfl . Ttil.



Satz zur Eindeutigkeit der TNF

Satz 2.

Es sei K ein Kérper und A, B € K™™ in Treppennormalform. Falls es eine
invertierbare Matrix Z € K™" mit A = ZB gibt, so gilt A= B, d.h., die
Treppennormalform ist invariant unter Multiplikation mit invertierbaren
Matrizen von links.
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Satz 2.

Es sei K ein Kérper und A, B € K™™ in Treppennormalform. Falls es eine
invertierbare Matrix Z € K™" mit A = ZB gibt, so gilt A= B, d.h., die
Treppennormalform ist invariant unter Multiplikation mit invertierbaren
Matrizen von links.

Beweis.

Es seien a;, b;, i = 1,...,m, die Spalten von A, B. Weiterhin seien
(1,41),--.,(s,Js) die Pivotpositionen von B.

Wir zeigen mit vollstandiger Induktion iiber r, 1 < r <'s:

Es gilt
I *
2= |5z

wobei Z,_, invertierbar ist, und die ersten j,,; — 1 Spalten von A und B
stimmen iberein. (Wir setzen js41 :=m+1.)



Beweis

LA.: Esgilt by =0fir 1< k<j;—1.DaA=Z2Z:B, gilt auch a, =0,
1 < k <ji —1. Weiter ist b, = [1,0,... ,O]T, und da Z invertierbar
ist, ist auch a;, # 0. Da A in TNF ist, folgt, dass auch
ajp = [1,0,...,0]". Weiterhin folgt, dass

Damit ist auch ax = by, k=j+1,...,jo — 1.
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Beweis

LA.: Esgilt by =0fir 1< k<j;—1.DaA=Z2Z:B, gilt auch a, =0,
1 < k <ji —1. Weiter ist b, = [1,0,... ,O]T, und da Z invertierbar
ist, ist auch a;, # 0. Da A in TNF ist, folgt, dass auch
ajp = [1,0,...,0]". Weiterhin folgt, dass

Damit ist auch ay = by, k=j1 +1,...,jo — 1.
[.V.: Die Aussage gelte firein r, 1 <r <s—1.
[.S.: Wir betrachten die Pivotposition (r + 1, j,+1). Da B in TNF ist, folgt



bj 1 «— r+1.
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Wegen a;,, = Zbj ., und der Invertierbarkeit von Z,_, folgt wie in der

Jr+1

Induktionsannahme a;,, = b; ., und
-1 -
R
*
1
Z = 1 * 1 )
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und die ersten j,,» — 1 Spalten von A und B sind gleich.



Eindeutigkeit der TNF

Korollar.

Fir Ae K™™ gelten:
(1) Es gibt genau eine Matrix C € K™™ in TNF, in die sich A durch
elementary Zeilenoperationen tberfiihren l3sst.
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(2) Ist M € GL,(K), so ist C auch die TNF von MA, d.h. die TNF ist
invariant unter Linksmultiplikation mit invertierbaren Matrizen.
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invertierbar sind, dann gilt ¢; = (5152_1)C2. Aus Satz 2 folgt nun
G =0G.



Eindeutigkeit der TNF

Korollar.

Fir Ae K™™ gelten:
(1) Es gibt genau eine Matrix C € K™™ in TNF, in die sich A durch
elementary Zeilenoperationen lberfiihren l3sst.

(2) Ist M € GL,(K), so ist C auch die TNF von MA, d.h. die TNF ist
invariant unter Linksmultiplikation mit invertierbaren Matrizen.

Beweis.

(1) Sind 51A = C1 und 52A = C2, wobei Cl, C2 in TNF und 51, 52
invertierbar sind, dann gilt ¢; = (5152_1)C2. Aus Satz 2 folgt nun
G =0G.

(2) Ist M € GL,(K) und S3(MA) = G5 in TNF, do folgt mit $;A = (,
dass C3 = (S3M51_1)C1. Satz 2 zeigt Gz = (.



