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PLU Zerlegung

Theorem.
Für jede Matrix A ∈ K n,n gibt es eine Permutationsmatrix P ∈ K n,n, eine
untere Dreiecksmatrix L ∈ GLn(K ) mit 1-Diagonale und eine obere
Dreiecksmatrix U ∈ K n,n so dass A = PLU ist. Die Matrix U ist genau
dann invertierbar, wenn A invertierbar ist.

Beweis: A hat ihre TNF Ũ: SnSn−1 · · ·S1A = Ũ, wobei Ũ eine obere
Dreiecksmatrix ist. Da die Matrizen S1 bis Sn invertierbar sind, ist A
genau dann invertierbar, wenn Ũ invertierbar ist:

Ũ = Sn · · ·S1A =⇒ A = S−1
1 · · ·S−1

n · Ũ.

Jedes Si hat die Form

Si =



1
·

1
si,i

si+1,i 1
·

sn,i 1


Pi,ji mit ji ≥ i .
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PLU Zerlegung: Beweis I

Also Sn · · ·S1 =
1

. . .

1
1

sn,n




1

. . .

1
sn−1,n−1

sn,n−1 1

Pn−1,jn−1 · · ·

×


1

s22
s32 1
...

. . .

sn,2 1

P2,j2


s11
s21 1
s31 1
...

. . .

sn,1 1

P1,j1

mit ji ≥ i für alle i = 1, . . . , n − 1.



PLU Zerlegung: Beweis II
Es gilt aber, dass durch die Multiplikation mit Pn−1,jn−1 in

1
. . .

1
sn−2,n−2

sn−1,n−2 1
sn,n−2 0 1


höchstens die letzten beiden Zeilen vertauscht werden, also kann man
schreiben

Pn−1,jn−1


1

·
1

sn−2,n−2

sn−1,n−2 1
sn,n−2 1

 =


1

·
1

sn−2,n−2

s̃n−1,n−2 1
s̃n,n−2 1

 Pn−1,jn−1 .

(Durch die Multiplikation APij werden die Spalten i und j in A
vertauscht.)



PLU Zerlegung: Beweis III

Analog gilt

Pk,jk



1
·

1
sl,l

sl+1,l 1
...

. . .

sn,l 1


=



1
·

1
sl,l

s̃l+1,l 1
...

. . .

s̃n,l 1


Pk,jk

für k = 2, . . . , n − 1, l = 1, . . . , k − 1.

Es folgt per Induktion, dass Sn · · ·S1 die Form L̃ · P̃ hat, wobei L̃ eine
untere Dreiecksmatrix und P̃ eine Permutationsmatrix ist. Also ist

A = S−1
1 · · ·S−1

n Ũ = P̃−1L̃−1Ũ = PLU.
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PLU Zerlegung: Beweis III
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Rang

Definition.
Die Anzahl r der Pivotpositionen in der TNF von A ∈ K n,m wird der
Rang von A genannt und Rang(A) bezeichnet.

Eigenschaften vom Rang
1. Rang(A) ≤ min{m, n}.

2. A ∈ K n,n ist invertierbar genau dann wenn Rang(A) = n.

3. Ist A = BC , so gilt Rang(A) ≤ Rang(B).

Beweis. Sei Q ∈ GLn(K ), so dass QB in TNF ist. Dann QA = QBC . In
der Matrix QBC sind höchstens die ersten Rang(B) Zeilen von Null
verscheiden. Die TNF von QA ist gleich der TNF von A. Somit können in
der TNF von A ebenfalls höchstens die ersten Rang(B) Zeilen von Null
verschieden sein. Also Rang(A) ≤ Rang(B).
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Weitere Eigenschaften von Rang
4. Es gibt Matrizen Q ∈ GLn(K ) und Z ∈ GLm(K ) mit

QAZ =

[
Ir 0
0 0

]
genau dann wenn Rang(A) = r .

Beweis. Ist Rang(A) = r = 0, dann ist A = 0. Sonst gibt es
Q ∈ GLn(K ) so dass QA in TNF ist. Es gibt dann eine
Permutationsmatrix P ∈ K n,n, so dass

PATQT =

[
Ir 0
V 0

]
,

wobei V ∈ Km−r ,r . Nehmen wir nun

Y =

[
Ir 0
−V Im−r

]
.

Es folgt

YPATQT =

[
Ir 0
0 0

]
.

Mit Z = PTY T ergibt sich das Resultat.
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