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Lineare Algebra I – Tutoriumsaufgabe 5

Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Berechnen Sie die Treppennormalform von

A =

[
1 2 3
2 4 48

]
∈ Q2,3, B =

[
1 i
i −1

]
∈ C2,2, C =

[
1 i
i 1

]
∈ C2,2.

Geben Sie dabei die verwendeten Elementarmatrizen an. Ist eine der Matrizen A,B,C
invertierbar? Falls ja, dann berechnen Sie die entsprechende Inverse als Produkt der Ele-
mentarmatrizen.

2. Aufgabe
Beweisen Sie den folgenden Satz.

Satz. Seien K ein Körper und A ∈ Kn,n. Dann gilt:

1.) A ist genau dann invertierbar, wenn die Treppennormalform von
[
A In

]
∈ Kn,2n

die Gestalt
[
In B

]
hat (B ∈ Kn,n).

2.) Gilt eine der beiden Bedingungen, so ist B = A−1.

Bemerkung: Damit haben wir einen verbesserten „Test auf Invertierbarkeit“ für Matrizen,
der gleichzeitig die Inverse bestimmt, falls diese existiert.

3. Aufgabe
Berechnen Sie die Treppennormalform folgender Matrizen unter Angabe der verwendeten
Elementarmatrizen und geben Sie die Inverse an, falls diese existiert.

1.) A =
[
1
8

]
∈ Q1,1,

2.) B =

[
2i −2i

1024 0

]
∈ C2,2,

3.) C =

1 0
1 1
0 1

 ∈ (Z/2Z)3,2,

1



4.) D =

[
2 −e2 0
1 −1

2
e2 −π

]
∈ R2,3,

5.) E =

 2i 1 −i
1 −2i 1
−1 −i 2

 ∈ C3,3.

4. Aufgabe
Beweisen Sie den folgenden Satz (Charakterisierung invertierbarer Matrizen über Körpern).

Satz. Sei K ein Körper und A ∈ Kn,n. Dann sind äquivalent:

1.) Rang(A) = n

2.) A ∈ GLn(K)

3.) Es existiert B ∈ Kn,n mit BA = In (d.h. A hat eine Linksinverse)

4.) Es existiert C ∈ Kn,n mit AC = In (d.h. A hat eine Rechtsinverse)

5.) Die Treppennormalform von
[
A In

]
hat die Gestalt

[
In D

]
für ein D ∈ Kn,n.

Gesamtpunktzahl: 0
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