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13. Ubung

zur Maf3- und Integrationstheorie

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Eine Funktion F': [a,b] — R ist genau dann von beschrénkter Variation, wenn es eine nichtfal-
lende Funktion G': [a,b] — R gibt, so dass fiir alle z,y € [a.b] mit z < y die Ungleichung

F(y) — F(z) < G(y) — G(x)
gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sind F eine Lipschitz stetige und G eine absolutstetige Funktion, so ist F' o G absolutstetig.

Aufgabe 3 (&4) (8 Punkte)
Es seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2, F). Dann heift
Jo log %du : fallsv < p
H(v|p) =
o0 @ sonst;

die relative Entropie von v beziiglich p (oder auch Kullback-Leibler Abstand von v und ). Zeigen
Sie:

(a) Es gilt H(v|p) = [q g—; log g—;d,u, falls v < p. Folgt in diesem Fall H (v|p) < oo?

(b) H(-|u) ist nichtnegativ auf der Menge M*(Q, F) der Wahrscheinlichkeitsmafe auf (2, F)
und g ist die einzige Nullstelle.

(c) Fiir fixiertes p ist H(-|u) konvex auf M*(Q, F); das heifit, fiir v1,v2 € M1(, F) und alle
A€ (0,1) gilt
HOwi + (1= Nuslps) < AH(mg) + (1= N H(ws]p)

(d) ||v — u||> < 2H(v|p), wobei || - || die Totalvariation bezeichnet; andererseits existiert kein
C € (0,00) mit H(v|p) < C|lv — u|? fiir alle u,v € MY (Q, F).

(e) Berechnen Sie H(-|p) fiir (2, F) = (R,B) und p = %571 + %51.

Hinweis: Jensen’sche Ungleichung; zu (d): Verwenden Sie Aufgabe 1 von Blatt 12 und die Un-
gleichung |z — 1| < /2 f(z)g(z) fiir 2 > 0, mit f(z) =4+ 2z und g(z) = zlogz — x + 1, sowie
die Holder’sche Ungleichung.

Gesamtpunktzahl: 16 Punkte



