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11. Übungsblatt

(Annihilatoren, Hilberträume)
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Hausaufgaben

Aufgabe 1: (6 Punkte)
Seien X ein normierter Raum und U ⊆ X eine Teilmenge von X sowie V ⊆ X ′ eine Teilmenge
des Dualraums von X.

(i) Zeige, dass die Annihilatoren U⊥ bzw. V⊥ abgeschlossene Unterräume von X ′ bzw. X sind.

Nun sei U ein abgeschlossener Unterraum von X.

(ii) Zeige (X/U)′ ∼= U⊥ und U ′ ∼= X ′/U⊥.

Aufgabe 2: (5 Punkte)
Sei (H, ‖ · ‖) ein normierter Raum. Zeige, dass H genau dann ein Prä-Hilbertraum ist,1 wenn die
Parallelogramm-Gleichung

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 ∀x, y ∈ H

gilt.

Aufgabe 3: (5 Punkte)
Sei H ein Hilbertraum. Zeige, dass L(H) mit der üblichen Operatornorm kein Prä-Hilbertraum
(und damit schon gar kein Hilbertraum) ist.
Tipp: Wähle ϕ,ψ ∈ H orthonormal und betrachte die Operatoren A,B : H → H, Ax = (x, ϕ)ϕ,
Bx = (x, ψ)ψ, x ∈ H.

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Sei H ein Hilbertraum. Zeige: Eine Folge (xn)n∈N ⊆ H konvergiert genau dann gegen x ∈ H, wenn
xn ⇀ x und ‖xn‖ → ‖x‖ für n→∞ gelten.

Gesamtpunktzahl: 20

1Das heißt, es existiert ein Skalarprodukt (·, ·) auf H, so dass (x, x) = ‖x‖2 für alle x ∈ H gilt.



Tutoriumsvorschläge

Aufgabe 1:
Seien X,Y normierte Räume und T ∈ L(X,Y ) ein Operator. Zeige die Identitäten

kerT = (ranT ′)⊥ und kerT ′ = (ranT )⊥.

Aufgabe 2:
Sei (H, (·, ·)) ein Prä-Hilbertraum über K = C.2 Verifiziere die Polarisationsformel

(x, y) =
1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2

)
∀x, y ∈ H.

Aufgabe 3:
Zeige, dass jeder Prä-Hilbertraum strikt konvex ist.3 Zeige außerdem, dass (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) kein
Prä-Hilbertraum ist.

Aufgabe 4:
Zeige, dass jeder Hilbertraum reflexiv ist.

Aufgabe 5:
Beweise den Satz von Hahn–Banach im Hilbertraum: Seien H ein Hilbertraum, U ⊆ H ein Unter-
vektorraum von H und f : U → K ein stetiges, lineares Funktional. Dann existiert ein Funktional
F ∈ H′ mit ‖F‖ = ‖f‖ und F ¹ U = f .

2Analog sieht man im Fall K = R die Formel (x, y) = 1
4
(‖x + y‖2 − ‖x− y‖2) für alle x, y ∈ H ein.

3Zur Erinnerung: Ein normierter Raum heißt strikt konvex, falls seine Einheitssphäre kein Geradenstück enthält.


