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Hausaufgaben

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Sei m = (mn)n∈N ∈ `∞ und 1 ≤ p < ∞. Zeige, dass

M : `p → `p, (xn)n∈N 7→ (mnxn)n∈N

ein wohldefinierter, beschränkter, linearer Operator ist und berechne ‖M‖.

Aufgabe 2: (5 Punkte)
Seien L und R der Links- bzw. Rechtsshift in `2 wie auf dem 0. Übungsblatt.

(i) Bestimme Kern, Bild und Operatornorm (falls L bzw. R stetig sind) von L und R.

(ii) Zeige, dass limn→∞ ‖Lnx‖2 = 0 für jedes x ∈ `2 gilt. Gilt auch limn→∞ ‖Ln‖ = 0?

Aufgabe 3: (6 Punkte)

(i) Seien 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1
p + 1

q = 1, wobei die Konvention 1
∞ = 0 verwendet wird. Sei

y = (yn)n∈N ∈ `q. Zeige, dass das lineare Funktional

Ty : `p → R, (xn)n∈N 7→
∞∑

j=1

xjyj

wohldefiniert und stetig ist und berechne seine Operatornorm.

(ii) Seien n ∈ N und t1, . . . , tn ∈ [0, 1] mit tj 6= tk für j 6= k. Seien außerdem α1, . . . , αn ∈ R.
Untersuche das lineare Funktional

S : C([0, 1]) → R, f 7→
n∑

j=1

αjf(tj)

auf Stetigkeit und berechne ggf. seine Operatornorm.

Aufgabe 4: (5 Punkte)
Seien (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) normierte Räume und T ein linearer, beschränkter Operator von
X nach Y , d.h. T ∈ L(X, Y ).

(i) Sind der Kern ker T und das Bild ran T von T Untervektorräume von X bzw. Y ? Sind sie
abgeschlossen?

(ii) Existiert stets ein x ∈ X, x 6= 0, mit ‖Tx‖ = ‖T‖‖x‖?

Gesamtpunktzahl: 20



Tutoriumsvorschläge

Aufgabe 1:
Zeige, dass der Operator

P : C([0, 1]) → K, f 7→ f(0)

stetig ist und berechne seine Operatornorm.

Aufgabe 2:
Betrachte auf dem Raum a der abbrechenden Folgen in K, ausgestattet mit der `∞-Norm, den
linearen Operator

T : a → K, (xn)n∈N 7→
∞∑

j=0

jxj .

Ist T beschränkt?

Aufgabe 3:
Wir statten den Vektorraum R[x] der rellen Polynome mit der Norm

‖ · ‖ : R[x] → R, p 7→ sup
x∈[−1,1]

|p(x)|

aus. Betrachte zu jedem x ∈ R das Punktauswertungsfunktional1 fx : R[x] → R, p 7→ p(x).

(i) Zeige, dass fx für jedes x ∈ [−1, 1] ein beschränktes lineares Funktional ist, und berechne
‖pn‖ für die Monome pn(x) = xn, n ∈ N.

(ii) Zeige, dass für jedes x mit |x| > 1 das Funktional fx unbeschränkt ist.

(iii) Sind die folgenden Operatoren beschränkt?

(a) S : R[x] → R[x], p 7→ p(· − 1),

(b) D : R[x] → R[x], p 7→ p′,

(c) I : R[x] → R[x], (Ip)(x) :=
∫ x

−1
p(t)dt.

Aufgabe 4:
Seien (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum und A, B ∈ L(X). Wir definieren

T : L(X) → L(X), K 7→ AKB.

Zeige, dass T linear und beschränkt mit Norm ‖T‖ ≤ ‖A‖‖B‖ ist, also T ∈ L(L(X)).

1Einen linearen Operator mit Werten in K nennt man auch lineares Funktional.


