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1. Übungsblatt „Maß- und Integrationstheorie“

Gesamtpunktzahl: 10 Punkte

1. Hausaufgabe: Fortsetzungen von m̂ 5 Punkte
Wir definieren für A ⊆ E = [0, 1]2 die Funktion

η(A) := inf
{ n∑

k=1

m(Rk) | n ∈ N,
n⋃

k=1

Rk ⊇ A,R1, . . . , Rn ∈ S
}
.

Zeigen Sie, dass η auf Emit m̂ übereinstimmt. Zeigen Sie mit Hilfe der Menge {(x, y)|x, y ∈
[0, 1]∩Q}, dass η nicht subadditiv ist und somit nicht mit dem äußeren Maß λ∗ überein-
stimmt.

2. Hausaufgabe: Lebesgue messbare Mengen 5 Punkte
Zeigen Sie die folgende alternative Charakterisierung Lebesgue messbarer Mengen:
Für A ⊂ [0, 1]2 sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A ist Lebesgue messbar (d.h. A ∈ AE).

(ii) Für jede elementare Menge B ∈ EE gilt: m̂(B) = λ∗(B ∩ A) + λ∗(B \ A).

3. Hausaufgabe: Fortsetzung des Elementarvolumens von Quadern
Vortrag: 12 Minuten
Zeigen Sie, dass die Mengenfunktion m̂ aus Definition 2.6 wohldefiniert ist.

4. Hausaufgabe: Limes Superior und Limes Inferior von Mengen
Vortrag: 12 Minuten
Es sei Ω eine nicht-leere Menge und (An)n∈N eine Mengenfolge mit An ⊂ Ω. Wir definieren

lim sup
n→∞

An :=
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak und lim inf
n→∞

An :=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Zeigen Sie:

(i) lim supn→∞An = {ω ∈ Ω : ω ist in unendlich vielen An enthalten} und
lim infn→∞An = {ω ∈ Ω : ω ist in allen bis auf endlich vielen An enthalten}

(ii) (lim supn→∞An)c = lim infn→∞A
c
n, sowie (lim infn→∞An)c = lim supn→∞A

c
n.

(iii) lim infn→∞An ⊆ lim supn→∞An


