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5. Ubungsblatt ,MaR- und Integrationstheorie"
Das Lebesgue-Integral und Konvergenzsétze

Gesamtpunktzahl: 10 Punkte

1. Hausaufgabe: 4 Punkte
Sei () eine liberabzéhlbare Menge und sei F das System aller abzdhlbaren oder coab-
zihlbaren (d.h. das Komplement ist abzihlbar) Teilmengen von . Aus der Ubung ist
bekannt, dass es sich hierbei um eine o-Algebra handelt.

(i) Zeigen Sie, dass eine numerische Funktion f : 2 — R genau dann messbar ist, wenn
sie auf einer (von der Funktion abhéngigen) coabzéhlbaren Menge Ay € F konstant
ist.

Betrachten Sie die Abbildung u : F — [0, 0], die jedem abzéhlbaren A € F den Wert 0
und jedem coabzdhlbaren B € F den Wert oo zuordnet. Durch den ersten Vortrag in der
vierten Ubung ist Thnen bekannt, dass es sich hierbei um ein Maf auf F handelt.

(ii) Bestimmen Sie alle p-integrierbaren Funktionen sowie deren Integrale.

2. Hausaufgabe: 4 Punkte
Es sei (Q, F, ) ein Mafkraum und f : © — [0, 00| eine messbare Funktion. Nach Folgerung
5.12 wird durch

oF) = [ fau

ein Maf auf (€2, F) definiert. Beweisen Sie, dass fiir jede messbare Funktion g : Q — [0, o]

die Identitéat gilt:
/ gdv = / fgdp.
Q Q

3. Hausaufgabe: 2 Punkte
Sei f: Q — R eine F — B(R)-messbare Funktion auf einem Mafraum (2, F, 1) so, dass
durch

VA e F: v(A) = /Afdu

ein Maf v auf (£, F) definiert wird. Beweisen Sie, dass dann f > 0 p—f.i. gilt.



4. Hausaufgabe: Vortrag: 8 Minuten
Es seien £ = [0,1] und A das Lebesgue-Maf auf E. Durch f,(x) = ne ™™, n = 1,2,...
ist auf E eine Folge nichtnegativer Funktionen definiert. Zeigen Sie, dass (fy)nen A-f.i.
gegen eine Funktion f konvergiert, wobei

gilt. Weshalb ist hier der Lebesgue’sche Satz nicht anwendbar?

5. Hausaufgabe: BEMERKUNG 5.13 Vortrag: 12 Minuten
Beweisen Sie den 3. Teil von Bemerkung 5.13, d.h. zeigen Sie dass wenn p o-endlich ist,
so ist f p-fast-iiberall eindeutig bestimmt, d.h. aus

/fdu:/gd,ufiiralleAe]:,
A A

folgt f = g p-f.ii. Geben Sie weiterhin ein Beispiel dafiir an, dass hier auf die o-Endlichkeit
von j nicht verzichtet werden kann.



