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U 1. Aufgabe
Sei G C C ein Gebiet, D,(zy) C G und u : G — R harmonisch in G. Dann gilt

1

2w
u(zg) = %/0 u(zo + re’) dt. (Mittelwertformel)

Losung: Sei f : G — C eine analytische Funktion mit Re f(z) = u(z). Aus
der Cauchyschen Integralformel erhalten wir

2T it
f(z0) = L/ _f(C d¢ = = —f(zo e )z‘re“ dt
oDy (z0) G

21 —2 © 2mi ), reit
Durch Ubergang zum Realteil ergibt sich dann
1

u(z0) = I

27
/ u(zo +re’) dt.
0

U 2. Aufgabe
Sei G C C ein Gebiet, Dg(0) C G und f : G — C analytisch. Dann gelten

1 R — 12> f({)
a flz)= / : d¢ fiir ¢ € Dpg(o)-
) =) 218 Japg(0) ¢ — z[? ¢ O
] 1 2 ) RQ o 7,2
iy _ 1 iy At = fip 0 < .
b)  f(re*) omi ), f(Re )\Reit—reiﬂ? dt ir0<r<R

Losung:

a) Fiirw € Dg(0) ist die Funktion L% analytisch in G. Nach der Causchy-

R2—wz
schen Integrapformel gilt daher
flz) 1 / f(©) dg

R —wz 2 Jop,o) B2 —WC C—z

Setzt man w = z und beachtet noch R? —Z( = (¢ — %) ergibt sich dann
die zu zeigende Poissonsche Integralformel fiir analytische Funktio-
nen.

fur alle z,w € Dg(0).

b) Setzt man in a) z = re’® und die Parametrisierung 9Dz(0) durch ¢ =
Re® von ein, so erhdlt man

‘ 1 2w ) RQ _ T2
f(rew) _ %/0 f(Relt)m— dt fir 0 <r < R.
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U 3. Aufgabe

Sei f(z) = 1(z + )™ wobei n eine positive ganze Zahl sei.
a) Man finde das Residuum von f bei z = 0.

b) Welchen Wert hat das Integral f7 fdz (v eine stiickw. glatte geschlossene
Kurve) fiir ungerades n?

c) Sei v eine eine stiickw. glatte geschlossene Kurve mit n(vy,0) = 1 und sei
n =2m (m € NT). Zeigen Sie

_ 9 (2m)!
[ 5@ ac=2mics.

2
. . " m 2m)!
d) Zeigen Sie /0 cos® t dt = 22"‘(1—(7)nl)2ﬂ'

Losung:

a) Nach dem binomischen Satz erhélt man folgende Laurententwicklung von

f um O:
1 1, 1 A A nN\ o
Das Residuum von f(z) bei 0 ist der Koeffizient von 27!, also (Z) mit

n = 2k falls n gerade ist und 0, falls n ungerade ist.

b) Da f(z) analytisch in C\ {0} ist, ist

/ F(2)dz =0 {nach dem Cauchyschen Integralsatz, falls n(v,0) =
v

0
nach dem Residuensatz, falls n(vy,0) #0

¢) Wenn n = 2m ist, so folgt mit a) aus dem Residuensatz

o / F(¢) d¢ = (27:) - EZ’})E.

d) W&hlt man y(t) = e mit 0 < ¢t < 27, so ergibt sich aus dem Vorigen

(2m)! /2” 1,0 anna . /2“
= — (" +e™") e dt =1 2cost)" dt,
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woraus sich die gesuchte Formel sofort ergibt.



H 4. Aufgabe (5 Punkte)
Sei G C C ein Gebiet, v : G — R harmonisch in G und nicht konstant. Dann
hat u kein lokales Extremum in G.

H 5. Aufgabe (5 Punkte)
Sei G C C ein Gebiet, D,.(z9) C G und f : G — R analytisch in G. Dann gilt
f(z) = L ¢tz Re/(0) d¢ + ilm f(0) (Schwarzsche Integralformel).
211 Jop, ) C —2 ¢
Hinweis: ¢ R |ap
+z — |z
Re = fiir || = R (Beweis?
STl d i =R (Beweis)

H 6. Aufgabe (5 Punkte)

Sei G C C ein Gebiet, Dg(0) C G und u : G — R harmonisch. Dann gilt die
Poissonsche Integralformel

, 1 [ ) R2 _ g2

9y — — ‘ dt  fir0< :
u(re™) 27 /0 u(fe >R2 — 2Rrcos(t — ¢) + 12 irfsr<f

H 7. Aufgabe (5 Punkte)

Betrachten Sie in Analogie zu Aufgabe U3 Funktionen der Form z* f(z) mit
k € Z und werten Sie die folgenden Integrale aus:

27 27
/ cos" t - coskt dt und / cos" t-sin kt dt
0 0



