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1. Aufgabe (5 Punkte)

(i) Man bestimme ein Kombination von Call- und Put-Optionen, die das folgende Aus-
zahlungsprofil ergibt.
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(ii) Wir betrachten nun ein Marktmodell mit drei Zuständen (ω1, ω2, ω3), wobei alle
Zustände positive Wahrscheinlichkeit haben. In diesem Markt sei eine Aktie mit
Preis π1 = 144 und

S1(ωi) =





20, falls i = 1

150, falls i = 2

200, falls i = 3

gegeben. Man berechne in diesem Modell alle arbitragefreien Preise für eine Option
auf S1, die obigen Auszahlungsprofil folgt.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P) sei eine Zufallsvariable S der Form S =
exp(σZ + m) definiert, wobei σ > 0, m ∈ R und Z standardnormalverteilt ist. (Man
sagt dann S ist log-normalverteilt).

Man gebe für das Ein-Perioden-Modell bestehend aus einer Anlage mit Startpreis π
und Endpreis S explizit die Dichte dP

∗/dP für ein risikoneutrales Maß P
∗ an.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Anstatt - wie in der Vorlesung - alle Preise auf den risikolosen Bond zu beziehen, kann
man als “Benchmark” oder “Numéraire” auch einen “Korb” η̄ ∈ R

d+1 von Wertpapieren
mit η̄ · S̄ > 0 P-f.s. wählen, z.B. einen Aktienindex. Man zeige

(a) Die Arbitragefreiheit des Modells ist äquivalent zu jeder der beiden folgenden Be-
dingungen:

(i) Falls ξ̄ ∈ R
d+1 existiert, so dass

ξ̄ · S̄ ≥ η̄ · S̄
ξ̄ · π̄

η̄ · π̄
P-f.s.,

dann gilt ξ̄ · S̄ = η̄ · S̄
ξ̄ · π̄

η̄ · π̄
P-f.s.

D.h. es gibt keine Anlagemöglichkeit, die den Numéraire ohne Risiko schlägt.

(ii) Die Menge

Pη :=
{

P̃ ≈ P
∣∣ πi

η̄ · π̄
= Ẽ

[ Si

η̄ · S̄

]
, i = 0, . . . , d

}

aller äquivalenten risikoneutralen Maße bezüglich des Numéraire η̄ ist nichtleer.

(b) Es gilt

Pη =
{

P̃ ≈ P
∣∣ ∃ P

∗ ∈ P mit
dP̃

dP∗

=
η̄ · S̄

(1 + r)η̄ · π̄

}
.

(c) Ist η̄ · S̄ nicht P-f.s. konstant, so gilt

P ∩ Pη = ∅.

Insbesondere gibt es kein universelles Maß, welches simultan für jedes Numéraire
risikoneutral ist.

Hinweis: Es günstig, (a)(ii) und (b) als zusammengehörig zu betrachten.

4. Aufgabe (5 Punkte)
Wir betrachten ein Marktmodell mit 4 Zuständen (wobei alle eine positive Wahrschein-
lichkeit haben) und 3 Anlagen. Es sei π̄ = (1, 4, 3), S̄(ω1) = (1, 2, 0), S̄(ω2) = (2, 8, 4),
S̄(ω3) = (1, 5, 5) und S̄(ω4) = (0.5, 2, 1).

a) Man berechne die Menge der äquivalenten Martingalmaße bei Numéraire S0.

b) Wenn wir eine vierte Anlage mit π3 = 4 und S3(ω1) = 4, S3(ω2) = 4, S3(ω3) = 4,
S3(ω4) = 4 einführen, ist dann der entstehende Markt arbitragefrei? Ist der Markt
vollständig? Ist S3 mit den ersten drei Anlagen erreichbar?

c) Jetzt sei die vierte Anlage gegeben durch π3 = 5, S3(ω1) = 10, S3(ω2) = 4, S3(ω3) = 4,
S3(ω4) = 1. Ist dieser Markt arbitragefrei? Ist der Markt vollständig? Ist S3 mit den
ersten drei Anlagen erreichbar?


