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1. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , (Ft)t=0,1,...,T , P) gegeben. (Eine auf-
steigende Folge von σ-Algebren (Ft)t=0,1,...,T heißt Filtration, d.h. insbesondere gilt F0 ⊂
F1 . . . ⊂ FT ⊂ F .)

Dann heißt M = (Mt)t=0,1,...,T Martingal (bezüglich P und (Ft)t=0,1,...,T ), falls gilt

(i) Mt ist Ft-meßbar für t = 0, 1, . . . , T,

(ii) Mt ∈ L1(P) für t = 0, 1, . . . , T und

(iii) E[Mt | Ft−1 ] = Mt−1 für t = 1, . . . , T.

a) Man zeige, dass die Aussage (iii) äquivalent zu den folgenden Aussagen ist.

1) E[ ∆Mt | Ft−1 ] = 0 für t = 1, . . . , T, wobei ∆Mt := Mt − Mt−1.

2) E[Mt | Fs ] = Ms für alle 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

b) Man zeige, dass für ein Martingal M mit Mt ∈ L2 (t = 0, . . . , T )

E[ (Mt − Ms)
2 ] = E[M 2

t − M 2

s ] für 0 ≤ s ≤ t ≤ T

gilt.

c) Sei M ein Martingal und ξ = (ξt)1≤t≤T beschränkt mit ξt ist Ft−1-meßbar (1 ≤ t ≤ T ).
Man zeige, dass dann X = (Xt)0≤t≤T gegeben durch

Xt =

{

∑t

i=1
ξi(Mi − Mi−1), für 1 ≤ t ≤ T

0, für t = 0

ein Martingal ist.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Man beweise die beiden folgenden Aussagen.

a) Die symmetrische Irrfahrt auf Z bis zur Zeit T ist ein Martingal.

b) Seien Y1, . . . , YT unabhängige Zufallsvariablen auf (Ω,F , P) mit Yi > 0 P-f.s. und
E[Yi] = 1.

Dann ist
M0 := 1 und Mt := Πt

s=1
Ys, 1 ≤ t ≤ T

ein Martingal bezüglich der Filtration Ft = σ(M0, . . . ,Mt), 0 ≤ t ≤ T.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Wir betrachten ein Finanzmarktmodell auf Ω = {ω1, . . . , ωN}, bestehend aus einem Bond
mit Zinsrate r = 0 und einem risikobehafteten Wertpapier mit

π1 = 1, 0 < S1(ω1) < S1(ω2) < . . . < S1(ωN ).

Dabei nehmen wir an, dass alle Zustände positive Wahrscheinlichkeit haben und der Markt
arbitragefrei ist.

Man zeige, dass es Call-Optionen C1, . . . , CN−2 mit Preisen π1, . . . , πN−2 gibt, die den
Markt vervollständigen. Dabei soll die Arbitragefreiheit erhalten bleiben.

4. Aufgabe (5 Punkte)
Wir betrachten ein Modell mit zwei Zuständen ω1, ω2, wobei P[ω1] = p ∈ (0, 1) gelten soll.
Es gibt eine Aktie auf diesem Markt, für die

S1(ωi) =

{

(1 + b)π1, falls i = 1

(1 + a)π1, falls i = 2

für a, b ∈ (−1,∞) ist. Für die risikolose Anlage gilt S0 ≡ 1 + r mit a < r < b. Weiterhin
sei eine Call-Option auf die Aktie mit Strike K gegeben.

a) Man beweise, dass der Optionspreis in a fallend und in b wachsend ist.

b) Die Volatilität der Aktie beschreibt wie stark der Aktienpreis schwankt und ist als
Var[S1/S0] definiert. Man gebe ein Beispiel dafür an, dass der Optionspreis nicht mit
der Volatilität wachsen muss. Dazu wähle man r = 0 und π1 = 1 = K.


