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A. INTEGRATION

A1. Einleitung

In diesem Semester fangen wir mit Integration an. Es gibt
viele Möglichkeiten, das Integral einer Funktion genau zu de-
finieren; wir benutzen das sogenannte Regelintegral.

Danach definieren wir metrische Räume. Wichtige Beispie-
le davon sind die komplexe ZahlenC und der euklidische
RaumRn. Wir übertragen die topologische Begriffe (Offen-
heit, Stetigkeit, Kompaktheit, Konvergenz, usw.) vonR auf
beliebige metrische Räume.

Mit diesen Grundlagen können wir Analysis auch mehrdi-
mensional machen. Insbesondere werden wir Ableitungen von
Funktionenf : Rn→ Rm untersuchen und die wichtigsten Sät-
ze dazu (Umkehrsatz, Rangsatz) beweisen.

A2. Treppenfunktionen und Regelfunktionen

Wir betrachten ein kompaktes Intervall [a,b] ⊂ R und
Funktionenf : [a,b] → R.

Wir wollen den Flächeninhalt zwischen dem Graphen der
Funktion f und der Achse messen; wir nennen diesen dasIn-
tegral ∫ b

a
f =

∫ b

a
f (x) dx.

(Wenn f negative Werte annimmt wird hierbei vereinbart,
dass Flächen unterhalb der Achse negativ berechnet werden.)
Offensichtlich gilt im Falle einer konstanten Funktion∫ b

a
c = c(b− a).

Es muss nicht sein, dassf stetig ist. Hingegen sind es die
Treppenfunktionen, die man am einfachsten integrieren kann.

Definition A2.1. EineZerlegung Zvon [a,b] in k Teile (k ∈
N+) ist durch

a = z0 < z1 < · · · < zk−1 < zk = b

gegeben. Für 1≤ j ≤ k schreiben wir∆zj = zj − zj−1; wir
nennen∆(Z) := maxj ∆zj dieMaschenweitevonZ. Einemar-
kierte ZerlegunġZ ist eine ZerlegungZ wo man zusätzlich für
jedes 1≤ j ≤ k einen Punktξ j ∈ (zj−1, zj) ausgewählt hat.

Definition A2.2. Eine Funktion f : [a,b] → R heißt dann
stückweise konstantbzw. stückweise stetigbzw. stückweise
monoton, falls es eine ZerlegungZ von [a,b] und konstante
bzw. stetige bzw. monotone Funktionenf j : [zj−1, zj ] → R so
gibt, dassf j(x) = f (x) für alle x ∈ (zj−1, zj).

Eine stückweise konstante Funktionf heißt auchTreppen-
funktion; eine Zerlegung, die zeigt, dassf eine Treppenfunk-
tion ist, heißt eineTreppenzerlegungfür f .

BemerkungA2.3. Es folgt, dassf selbst auf jedem offenen
Intervall (zj−1, zj) konstant bzw. stetig bzw. monoton ist. Die
Werte f (zj) hingegen dürfen beliebig sein.

BemerkungA2.4. Eine Funktionf ist genau dann stückweise
stetig, wenn es eine Zerlegung so gibt, dass für jedesj die
Einschränkungf |(zj−1,zj ) eine stetige Erweiterung auf [zj−1, zj ]
hat.

BeispielA2.5. Seien f ,g: [−1,1] → R wie folgt definiert:
f (x) := sin1/x undg(x) := 1/sinx für x , 0 und f (0) := g(0) :=
0. Weder f nochg ist stückweise stetig. Betrachten wir die
Zerlegung

−1 = z0 < 0 = z1 < 1 = z2,

sind die Einschränkungenf |(zj−1,zj ) undg|(zj−1,zj ) jeweils stetig,
erlauben aber keine stetige Erweiterungen in 0.

Lemma A2.6. Eine Funktion f , die stückweise konstant oder
stetig oder monoton ist, ist beschränkt.

Beweis.Jede Funktionf j (in der Definition) ist beschränkt,
weil sie konstant bzw. stetig bzw. monoton auf dem kom-
pakten Intervall [zj−1, zj ] ist. Schreiben wir die Schranke als
| f j | ≤ C j , dann gilt∣∣∣ f (x)

∣∣∣ ≤ max
{
max

j
C j , max

j

∣∣∣ f (zj)
∣∣∣ }. �

BemerkungA2.7. Eine stückweise stetige Funktionf hat in
jedem Punktp ∈ [a,b] einseitige Grenzwerte

f (p±) := lim
x→p±

f (x).

In den Punktenzj dürfen die Wertef (z−j ), f (zj) und f (z+j ) alle
unterschiedlich sein.

Definition A2.8. Eine Regelfunktion f: [a,b] → R ist eine
Funktion, von der alle möglichen einseitigen Grenzwerte exi-
stieren. D.h., für jedesp ∈ [a,b) existiert f (p+) und für jedes
p ∈ (a,b] existiert f (p−).

BeispielA2.9. Stückweise stetige Funktionen (insbesondere
Treppenfunktionen) sind Regelfunktionen.

Lemma A2.10. Eine Regelfunktion ist beschränkt.

Beweis.(Aufgabe.) �

BeispielA2.11. SeiW: [0,1]→ R die Funktion

W(x) =

1/q, x = p/q ∈ Q mit p,q teilerfremd,
0, x < Q,

die wir schon im letzten Semester gesehen haben. Dann istW
eine Regelfunktion, weil in jedem Punkt die einseitigen Gren-
werte 0 sind. (Hingegen istχQ : x → sgnW(x) keine Regel-
funktion.)

Definition A2.12. Wir schreibenR[a,b] für die Menge aller
Regelfunktionen auf [a,b] und T[a,b] für die Teilmenge aller
Treppenfunktionen.

Lemma A2.13. Seien f,g: [a,b] → R Treppen- bzw. Regel-
funktionen und sei c∈ R. Dann ist auch f+ cg eine Treppen-
bzw. Regelfunktion. D.h.,R[a,b] undT[a,b] sind Vektorräume.

Beweis.(Aufgabe.) �
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A3. Konvergenz von Funktionen

Wir betrachten nach wie vor Funktionen auf einem kom-
pakten Intervall [a,b] ⊂ R.

Definition A3.1. Für jedesk ∈ N sei fk : [a,b] → R eine
Funktion. Falls für jedesx ∈ [a,b] die Folge

(
fk(x)

)
einen

Grenzwert inR hat, definieren wirf : [a,b] → R durch

f (x) := lim
k→∞

fk(x).

Wir sagen, die Folge (fk) von Funktionenkonvergiert punkt-
weisegegen den Limesf .

BeispielA3.2. Fürk ∈ N sei fk die Potenzfunktionfk : x 7→ xk

auf [0,1]. Dann konvergiert (fk) punktweise gegen die Funk-
tion f = χ{1} mit f (1) = 1 und f (x) = 0 für x < 1.

Definition A3.3. Seienf und fk (k ∈ N) Funktionen auf [a,b].
Für jedesk setzen wir

δk := sup
x∈[a,b]

∣∣∣ f (x) − fk(x)
∣∣∣ ∈ [0,+∞].

Fallsδk → 0, sagen wir, (fk) konvergiert gleichmäßiggegenf .

BemerkungA3.4. Eine Folge, die gleichmäßig konvergiert,
konvergiert auch punktweise aber nicht umgekehrt. (Im letz-
ten Beispiel giltδk = 1 für alle k, d.h. (fk) konvergiert nicht
gleichmäßig.)
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Satz A3.5. Eine Funktion f: [a,b] → R ist genau dann eine
Regelfunktion, wenn es eine Folge(ϕk) von Treppenfunktionen
gibt, die gegen f gleichmäßig konvergiert.

BemerkungA3.6. Falls ϕk eine Treppenfunktion ist und
sup| f−ϕk| < ε, sagen wir,ϕk ist eineε-Treppenapproximation
für f . Der Satz sagt, die Regelfunktionen sind genau die, die
für jedesε > 0 eineε-Treppenapproximation haben.

Für den Beweis brauchen wir zwei Lemmata.

Lemma A3.7. Sei p ∈ [a,b] und sei f: [a,b] → R eine
Funktion, deren einseitige Grenzwerte in p existieren. Zu je-
demε > 0 gibt es dannδ > 0, so dass f|Iδ eineε-Treppen-
approximation hat, wo Iδ das Intervall Iδ := [a,b]∩[p−δ, p+δ]
um p bedeutet.

Beweis.Wir betrachten den Fallp ∈ (a,b). (Falls p ein End-
punkt ist, wird alles nur einfacher, weil wir nur eine Seite be-
trachten müssen.) Seienf (p−) und f (p+) die beiden Grenz-
werte und seiϕ die Treppenfunktion

ϕ(x) =


f (p−), x < p,

f (p), x = p,

f (p+), x > p.

Existenz der einseitigen Grenzwerte heißt, dass zu jedemε >
0 esδ± > 0 so gibt, dass auf [p−δ−, p) bzw. auf (p, p+δ+] gilt∣∣∣ f (x) − f (p±)

∣∣∣ < ε. Mit δ = min(δ−, δ+) folgt das Lemma. �

Lemma A3.8. Sei f eine Funktion auf[a,b]. Sie hat in b ge-
nau dann einen linksseitigen Grenzwert f(b−), wenn zu jedem
ε > 0 es einδ > 0 so gibt, dass

∣∣∣ f (x) − f (y)
∣∣∣ < ε für alle

x, y ∈ (b− δ,b). (Ähnliches gilt für rechtsseitige Grenzwerte.)

Beweis.Eine Richtung ist einfach: falls der Grenzwertf (b−)
existiert, gibt esδ > 0, so dass

∣∣∣ f (x) − f (b−)
∣∣∣ < ε/2 für alle

x ∈ (b− δ,b). Dann folgt
∣∣∣ f (x) − f (y)

∣∣∣ < ε aus der Dreiecks-
ungleichung.

Umgekehrt habe wir – zu jedemε > 0 – einδ > 0, so dass∣∣∣ f (x) − f (y)
∣∣∣ < ε für alle x, y ∈ (b − δ,b). Aus dem letzten

Semester (Lemma I.D3.8, leicht an einseitige Grenzwerte an-
gepasst) wissen wir, dassf (b−) genau dann existiert, wenn für
jede Folgexn → b mit xn < b die Folge f (xn) auch konver-
giert. Weil xn → b gibt esn0, so dassxn ∈ (b − δ,b) für alle
n ≥ n0. Dann gilt

∣∣∣ f (xn) − f (xm)
∣∣∣ < ε für alle n,m ≥ n0. Weil

ε > 0 beliebig war, istf (xn) eine Cauchyfolge und hat deshalb
einen Grenzwert. �

Beweis des Satzes.Sei (ϕk) eine Folge von Treppenfunktio-
nen, die gegenf gleichmäßig konvergiert. Seip ∈ (a,b]. Wir
wollen zeigen, dass der Grenzwertf (p−) existiert. Dazu sei
ε > 0 gegeben. Wir wählenk ∈ N, so dass

sup
[a,b]

∣∣∣ f (x) − ϕk(x)
∣∣∣ < ε/2.

Weil ϕk eine Treppenfunktion ist, gibt esδ > 0, so dassϕk auf
(p− δ, p) konstant ist. Dann gilt∣∣∣ f (x) − f (y)

∣∣∣
≤

∣∣∣ f (x) − ϕk(x)
∣∣∣ + ∣∣∣ϕk(x) − ϕk(y)

∣∣∣ + ∣∣∣ϕk(y) − f (y)
∣∣∣

< ε/2 + 0+ ε/2 = ε

für alle x, y ∈ (p−δ, p). Dann existiertf (p−) aus Lemma A3.8.
Umgekehrt, seiε > 0 und seif eine Funktion, die keineε-

Treppenapproximation auf [a,b] =: [a0,b0] hat. Wir halbieren
das Intervall:

[a0,b0] = [a0,m0] ∪ [m0,b0], m0 =
a0 + b0

2
.

Auf mindestens einer Hälfte (die wir [a1,b1] nennen) hat
f wieder keineε-Treppenapproximation, sonst könnten wir
die beiden Approximationen zusammenkleben. Dieses Hal-
bieren wiederholen wir per Induktion; wir bekommen inein-
ander geschachtelte Intervalle [an,bn] von Länge (b − a)/2n.
Die Cauchyfolgen (an) und (bn) haben einen gemeinsamen
Grenzwertp ∈ [a,b]. Aus Lemma A3.7 folgt nun, dasf kei-
ne Regelfunktion ist: hättef einseitge Grenzwerte inp, gäbe
es für f eineε-Treppenapproximation auf einer UmgebungIδ
von p; diese Umgebung enthielte aber für großesn das Inter-
vall [an,bn], wo es keine Approximation gibt. �

A4. Integrale

a. Treppenintegral

Definition A4.1. Sei f : [a,b] → R eine Funktion unḋZ eine
markierte Zerlegung von [a,b]. Die Riemann’sche Summevon

2
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f bezüglichŻ ist

S( f , Ż) :=
k∑

j=1

f (ξ j)∆zj =

k∑
j=1

f (ξ j) (zj − zj−1).

Lemma A4.2. Seiϕ : [a,b] → R eine Treppenfunktion und
seienŻ, Ż′ zwei markierte Treppenzerlegungen fürϕ. Dann
gilt S(ϕ, Ż) = S(ϕ, Ż′).

Beweisskizze.Weil jedesϕ j konstant ist, hängtS(ϕ, Ż) nicht
von den ausgewähltenξ j ∈ [zj−1, zj ] ab, d.h., höchstens von
der ZerlegungZ. Die zwei ZerlegungenZ und Z′ haben ei-
ne gemeinsame VerfeinerungZ ∪ Z′. Man muss nur noch
zeigen, dass die Riemmann’sche Summe unverändert bleibt,
wenn man einer Treppenzerlegung einen neuen Punkt hinzu-
fügt. �

Definition A4.3. Sei ϕ : [a,b] → R eine Treppenfunktion.
DasIntegralvonϕ definieren wir wie folgt:∫ b

a
ϕ := S(ϕ, Ż),

wo Ż eine beliebige Treppenzerlegung fürϕ ist.

Lemma A4.4. Das Integralϕ 7→
∫ b

a
ϕ ist eine lineare Abbil-

dungT[a,b] → R. Es ist monoton im Sinne, dass

ϕ ≥ 0 =⇒
∫ b

a
ϕ ≥ 0.

Beweis.(Aufgabe.) �

Wie in jedem Fall, wo ein Integral linear und monoton ist,
haben wir gleich ein Korollar:

Korollar A4.5. Seien f,g Treppenfunktionen auf[a,b]. Falls

f ≤ g, gilt
∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g. Es folgt, dass

∣∣∣∣∣∫ b

a
f
∣∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
| f |.

Beweis.Die erste Ungleichung folgt direkt aus Linearität und
Monotonie des Integrals. (Aufgabe.) Die Zweite folgt dann
aus−| f | ≤ f ≤ | f |. �

BemerkungA4.6. Die Einschränkung einer Treppenfunktion
ϕ : [a,b] → R auf ein beliebiges kompaktes Teilintervall ist
auch eine Treppenfunktion.

Lemma A4.7. Seiϕ eine Treppenfunktion auf[a,b] und sei
p ∈ (a,b). Dann gilt Intervalladditivität:∫ b

a
ϕ =

∫ p

a
ϕ +

∫ b

p
ϕ.

Beweis.(Aufgabe.) �

b. Regelintegral

Natürlich wollen wir nicht nur Treppenfunktionen integrie-
ren können. Es gibt viele möglichkeiten, das Integral zu er-
weitern (z.B. Riemann-Integral, Lebesgue-Integral, Gauge-
Integral). Die unterscheiden sich dadurch, auf welchem Vek-
torraumV ⊃ T[a,b] von Funktionen das Integral definiert ist.
Das Integral ist aber immer eine monotone lineare Abbildung
mit Intervalladditivität. Das heißt, auf unserem Wunschzettel
für ein Integral steht:∫ b

a
( f + cg) =

∫ b

a
f + c

∫ b

a
g,

f ≥ 0 =⇒
∫ b

a
f ≥ 0,∫ b

a
f =

∫ p

a
f +

∫ b

p
f .

Wie im Korollar A4.5 folgt, dassf ≤ g =⇒
∫

f ≤
∫

g und

dass
∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ ≤ ∫
| f |.

Lemma A4.8. Sei f: [a,b] → R eine Regelfunktion, und
(ϕn) eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmäßig ge-

gen f konvergiert. Dann konvergiert inR die Folge
(∫ b

a
ϕn

)
.

Der Grenzwert ist unabhängig von der gewählten Folge(ϕn).

Definition A4.9. Den Grenzwert aus diesem Lemma nennen
wir das(Regel-)Integral

∫ b

a
f .
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Beweis.Wir setzenδn := supx

∣∣∣ f (x) − ϕn(x)
∣∣∣. Für jedesx gilt

aus der Dreiecksungleichung∣∣∣ϕn(x) − ϕm(x)
∣∣∣ ≤ δn + δm.

Daher gilt∣∣∣∣∣∫ b

a
ϕn −

∫ b

a
ϕm

∣∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣∣ϕn − ϕm

∣∣∣ ≤ (b− a)(δn + δm).

Weil δn → 0, heißt das, dass
(∫ b

a
ϕn

)
eine Cauchyfolge ist.

Deshalb konvergiert sie.
Konvergieren (ϕn) und (ψn) gleichmäßig gegenf , dann

auch die Folge

(ϕ0, ψ0, ϕ1, ψ1, . . .).

Weil die Integrale zu dieser Folge konvergieren, haben
(∫ b

a
ϕn

)
und

(∫ b

a
ψn

)
den selben Grenzwert. �

Lemma A4.10. Das Regelintegral ist linear, monoton und in-
tervalladditiv, erfüllt also unsere Wünsche.

Beweis.(Aufgabe.) �
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Definition A4.11. DerMittelwert von f auf [a,b] ist? b

a
f :=

∫ b

a
f∫ b

a
1
=

1
b− a

∫ b

a
f .

Satz A4.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f
eine Regelfunktion auf[a,b]. Falls m≤ f (x) ≤ M für alle x,

dann gilt m≤
> b

a
f ≤ M. Falls f stetig ist, wird der Mittelwert

angenommen, d.h., es gibt ein p∈ [a,b] mit f(p) =
> b

a
f .

Beweis.Betrachten wirm und M als konstante Funktionen,
folgt m ≤

> b

a
f ≤ M direkt aus dem letzten Korollar. Für ste-

tige f nehmen wirm := inf f , M := sup f . Nach dem Zwi-
schenwertsatz (I.D6.1) nimmtf jeden Wert in [m,M] an. �

Definition A4.13. Sei f eine Funktion undŻ eine markier-
te Zerlegung. Wir definieren wie folgt eine Treppenfunktion
ϕ( f , Ż), für dieZ eine Treppenzerlegung ist:

(
ϕ( f , Ż)

)
(x) :=

 f (ξ j), x ∈ (zj−1, zj),
f (zj), x = zj .

Es gilt dann ∫ b

a
ϕ( f , Ż) = S( f , Ż).

Satz A4.14. Sei f: [a,b] → R eine Regelfunktion. Zu jedem
ε > 0 gibt es dann einδ > 0, so dass für eine beliebige mar-
kierte ZerlegunġZ mit Maschenweite∆(Z) < δ gilt∣∣∣∣∣S( f , Ż) −

∫ b

a
f
∣∣∣∣∣ < ε.

Kurz gefasst: ∫ b

a
f = lim

∆(Z)→0
S( f , Ż).

BemerkungA4.15. Für stetigef und∆(Z) → 0 konvergieren
die Treppenfunktionenϕ( f , Ż) gleichmäßig gegenf . Das gilt
nicht mehr, wennf einen Sprung hat. Im Satz behaupten wir
aber nur, dass die Integrale dieser Treppenfunktionen konver-
gieren.

Definition A4.16. Sei f : [a,b] → R eine (beschränkte)
Funktion. Falls der Grenzwert lim∆(Z)→0 S( f , Ż) existiert, nen-
nen wir ihn dasRiemann-Integralvon f und sagen,f ist
Riemann-integrierbar. (Der Satz sagt, jede Regelfunktion ist
Riemann-integrierbar und das Riemann-Integral stimmt mit
dem Regelintegral überein.)

Lemma A4.17. Der Satz gilt im Falle, dass f= ψ eine Trep-
penfunktion ist.

Beweis.Sei Z′ eine Treppenzerlegung fürψ und (für jedes
1 ≤ j ≤ k′) sei c j der konstante Wert vonψ|(z′j−1,z

′
j ). In z′j hat

ψ einen Sprung; in einer kleinen Umgebung nimmtψ die drei

Werte c j , ψ(z′j), c j+1 an. Der maximale Unterschied dazwi-
schen nennen wir

sj := max
{
|c j − c j+1|, |c j − ψ(z′j)|, |c j+1 − ψ(z′j)|

}
.

Wir vereinbaren zunächst, dassδ ≤ min j ∆z′j . Sei nunŻ

eine Zerlegung mit Maschenweite∆(Ż) < δ und seiϕ :=
ϕ(ψ, Ż). Jedes Teilintervall inZ ist kleiner als jedes inZ′, d.h.,
jedes (zi−1, zi) beinhaltet entweder keinz′j oder genau eins.

Im ersten Fall gibt esj, so dass (zi−1, zi) ⊂ (z′j−1, z
′
j). Dann

gilt ψ ≡ ϕ ≡ c j auf (zi−1, zi) und deshalb∫ zi

zi−1

|ψ − ϕ| = 0.

Im zweiten Fall nimmtψ auf (zi−1, zi) die drei Wertec j , ψ(z′j),
c j+1 an; hingegen istϕ konstant mit einer dieser drei Werte.
D.h., |ψ − ϕ| ≤ sj und∫ zi

zi−1

|ψ − ϕ| ≤ sj ∆zi < sjδ.

Jedesj taucht höchstens einmal auf, also∫ b

a
|ψ − ϕ| < δ

k′−1∑
j=1

sj .

Jetzt nehmen wirδ < ε
/ ∑

sj (und immer nochδ ≤ ∆z′j).
Dann gilt∣∣∣∣∣S(ψ, Ż) −

∫ b

a
ψ

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∫ b

a
ϕ −

∫ b

a
ψ

∣∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|ϕ − ψ| < ε. �
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Beweis des Satzes.Seiε > 0 gegeben. Wir setzenε′ := ε
3(b−a)

und wählen eineε′-Treppenapproximationψ für f .
Sei nun eine markierte ZerlegungŻ mit Maschenweite∆(Z)

gegeben. Wir setzenϕ := ϕ( f , Ż) und ϕ′ := ϕ(ψ, Ż). Aus
sup| f − ψ| ≤ ε′ folgt sup|ϕ − ϕ′| ≤ ε′, weil ϕ bzw. ϕ′ die
Werte f (ξ j) bzw.ψ(ξ j) annehmen. Deshalb gilt∣∣∣∣∣∫ b

a
f − S( f , Ż)

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∫ b

a
f −

∫ b

a
ϕ

∣∣∣∣∣
≤

∫ b

a
| f − ψ| +

∣∣∣∣∣∫ b

a
(ψ − ϕ′)

∣∣∣∣∣ + ∫ b

a
|ϕ′ − ϕ|

≤
ε

3
+

∣∣∣∣∣∫ b

a
(ψ − ϕ′)

∣∣∣∣∣ + ε3.
Aus dem Lemma können wirδ so wählen, dass für∆(Z) < δ

gilt
∣∣∣∣∫ b

a
(ψ − ϕ′)

∣∣∣∣ ≤ ε/3. Dann gilt auch
∣∣∣∣∫ b

a
f − S( f , Ż)

∣∣∣∣ < ε. �
A5. Unbestimmte Integrale

Definition A5.1. Bis jetzt hat
∫ b

a
f nur dann eine Bedeutung,

wenna < b. Wir ergänzen jetzt diese Notation, in dem wir∫ a

a
f := 0 und

∫ a

b
f := −

∫ b

a
f setzen.

4
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Lemma A5.2. Sei f: [a,b] → R eine Regelfunktion und seien
p,q, r ∈ [a,b] drei Punkte in beliebiger Reihenfolge. Dann gilt
Intervalladditivität ∫ q

p
f +

∫ r

q
f =

∫ r

p
f .

Beweis.(Aufgabe.) �

Definition A5.3. Sei f : [a,b] → R eine Regelfunktion und
seic ∈ [a,b]. Die FunktionF : [a,b] → R, definiert durch

F(p) :=
∫ p

c
f (x) dx,

heißt einunbestimmtes Integralvon f .

Einseitige Ableitungen wurden im letzten Semester kurz
eingeführt (siehe Beispiel I.E1.6).

Satz A5.4. Sei f eine Regelfunktion auf[a,b]. Ein unbe-
stimmtes Integral F von f ist stetig und hat in jedem p∈ [a,b]
einseitige Ableitungen F′±(p) = f (p±). Falls f in p stetig ist,
folgt, dass F in p differenzierbar ist mit F′(p) = f (p).

Beweis.Wir betrachten den Fall der rechtsseitige Ableitung.
Deren Definition (mit der vonF) gibt:

F′+(p) := lim
h→0+

F(p+ h) − F(p)
h

= lim
h→0+

∫ p+h

c
f −

∫ p

c
f

h

= lim
h→0+

? p+h

p
f .

Weil f eine Regelfunktion ist, existiertf (p+). D.h., zu jedem
ε > 0 gibt esδ > 0 so, dass| f (x) − f (p+)| < ε für x ∈
(p, p+ δ). Fürh < δ gilt dann aus dem Mittelwertsatz A4.12,∣∣∣> p+h

p
f − f (p+)

∣∣∣ < ε. Es folgt,

F′+(p) = lim
h→0+

? p+h

p
f = f (p+).

Ähnliches gilt für die linksseitige Ableitung. (Mit der er-
gänzten Notation sieht der Beweis sogar fast gleich aus, z.B.

auch im Falleh < 0 können wir
> p+h

p
f schreiben.)

Schon die Existenz der einseitigen Ableitungen vonF in p
genügt, um zu zeigen,F ist in p stetig. Hier heißt das,F ist
auf [a,b] stetig. Fallsf in p stetig ist, gilt

F′−(p) = f (p−) = f (p) = f (p+) = F′+(p),

d.h.,F ist in p differenzierbar. �

Wir werden den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung nur für stetige Funktionen betrachten. Man kann
diesen auch auf beliebigen Regelfunktionen erweitern, in dem
man vorsichtig mit den abzählbaren Mengen der Unstetigkeit
umgeht. (Siehe z.B. Königsberger,Analysis 1, §11.4.)

Definition A5.5. Sei f : [a,b] → R stetig. Eine stetig diffe-
renzierbare FunktionΦ : [a,b] → R mit Φ′ = f heißt eine
Stammfunktionfür f .

BemerkungA5.6. SeienΦ und Ψ zwei Stammfunktionen
für f . Korollar I.E2.8 sagt dann,Φ − Ψ ≡ C ∈ R.

Satz A5.7 (Hauptsatz). Sei f: [a,b] → R stetig. Für je-
des c∈ [a,b] ist das unbestimmte Integral F(x) :=

∫ x

c
f eine

Stammfunktion für f . Sei nunΦ eine beliebige Stammfunktion
für f . Für p,q ∈ [a,b] gilt∫ q

p
f = Φ(q) − Φ(p) =: Φ

∣∣∣∣q
p
.

Beweis.Weil f stetig ist, sagt Satz A5.4, dassF′ = f in jedem
Punkt. Deshalb istF eine Stammfunktion. Jede Stammfunk-
tion istΦ = F + C für C ∈ R. Aus Intervalladditivität folgt,
dass

Φ
∣∣∣∣q
p
= F

∣∣∣∣q
p
=

∫ q

p
f . �

Der Satz sagt, unbestimmte Integrale sind Stammfunktio-
nen. WennΦ eine Stammfunktion fürf ist, schreiben wir des-
halb

∫
f = Φ.

Jede Ableitung, die wir kennen, gibt uns jetzt eine Integra-
tionsformel. Es gelten z.B.∫

exp= exp,
∫

dx
1+ x2

= arctanx,∫
sin= − cos,

∫
cos= sin.

Für−1 , α ∈ R gilt∫
xα dx=

1
α + 1

xα+1,

womit man leicht jedes Polynom integrieren kann. Fürα = −1
undx > 0 gilt

∫
1/x dx= log x.

Manche Autoren schreiben solche Integrationsformeln eher
in der Form

∫
f = Φ+C, um zu betonen, dass die Stammfunk-

tion Φ nicht eindeutig ist. Hier heißtC die Integrationskon-
stante, eine beliebige reelle Zahl. Wenn wir diese Konstante
weglassen, müssen wir sorgfältig sein. Es gilt z.B. sowohl∫

dx
√

1− x2
= arcsinx

als auch ∫
dx

√
1− x2

= −arccosx.

Man darf aber nicht schließen, dass arcsinx = −arccosx; hin-
gegen gilt arcsinx = π/2 − arccosx.

Eine Funktion, für die man eine Formel schreiben kann, in
der nur die Funktionen exp, log, sin, cos, die gewöhnlichen
arithmetischen Verknöpfungen und Wurzeln auftauchen, heißt
eineelementare Funktion. (Wir versuchen hier nicht, eine ge-
naue Definition zu formulieren. Siehe Behrends,Analysis 2,
§6.6.)

Aus den Rechenregeln für Ableitungen und der Ketten-
regel, ist es klar, wie man jede elementare Funktion ablei-
ten kann; die Ableitung ist wieder elementar. Hingegen kann

5
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es sehr schwierig sein, eine Stammfunktion zu finden; die
Stammfunktion einer elementaren Funktion ist nicht immer
elementar. Positiv ausgedrückt, liefert uns Integration viele
neue Funktionen. Inzwischen haben hunderte solcherspezi-
ellen Funktionenihren eigenen Namen. Formelsammlungen
dazu findet man in dicken Büchern oder auch jetzt im Web
(z.B. functions.wolfram.com). Als Beispiel nennen wir
die (Gauß’sche) Fehlerfunktion

erf(x) :=
2
√
π

∫ x

0
e−t2 dt,

die sehr wichtig in der Statistik ist.

Ende der Vorlesung 2008 Oktober 23

A6. Integrationstechniken

Zwei ganz wichtige Integrationstechniken sind einfache
Umformulierungen der Kettenregel bzw. der Produktregel für
Ableitungen.

Satz A6.1 (Substitutionsregel).Sei F eine Stammfunktion
für eine stetige Funktion f: [a,b] → R. Weiter sei t: [c,d] →
[a,b] stetig differenzierbar und streng monoton. Dann ist F◦ t
eine Stammfunktion für( f ◦ t) t′ und es gilt,∫ b

a
f
(
t(x)

)
t′(x) dx= F

(
t(b)

)
− F

(
t(a)

)
=

∫ t(b)

t(a)
f (t) dt

Beweis.Die Kettenregel gibt (F ◦ t)′ = ( f ◦ t) t′; die letzte
Formel folgt dann aus dem Hauptsatz. �

BemerkungA6.2. Hoffentlich ist es nicht verwirrend sondern
sogar hilfreich, dass wir in der letzen Formelt nicht nur als
Namen der Funktion benutzt haben, sondern auch als Integra-
tionsvariable. Natürlich kann man auch eine beliebige Varia-

ble benutzen, etwa
∫ t(b)

t(a)
f (ζ) dζ. Natürlich geht es auch ohne:∫ t(b)

t(a)
f bedeutet dasselbe.

Beispiel A6.3. Wir haben schon angedeutet, das Integral∫
e−x2

dx lässt sich nicht als elementare Funktion ausdrücken,
sonder liefert die neue Fehlerfunktion erf(x). Hingegen lässt
sich das anscheiend kompliziertere Integral

∫
xe−x2

dxmithilfe

der Substitutionsregel leicht berechnen. Der Faktore−x2
ist ei-

ne Verkettung; wenn wirt(x) = −x2 und f = exp (mit Stamm-
funktion F = exp) ausprobieren, finden wir∫

(−2x)e−x2
dx= e−x2

.

Damit ist unser Integral−e−x2
/2.

Satz A6.4 (Partielle Integration). Seien u, v: [a,b] → R ste-
tig differenzierbare Funktionen. Dann gilt∫

u v′ = uv−
∫

u′v,
∫ b

a
u v′ = uv

∣∣∣∣b
a
−

∫ b

a
u′v.

Beweis.Die Funktionu v′ + u′v hat Stammfunktionuv. �

Die Schwierigkeit besteht darin, dass es nicht immer klar
ist, wie man Funktionenf , t bzw.u, v wählen sollte, um einen
gegebenen Integranden in die Form (f ◦ t) t′ bzw.u v′ vernünf-
tig umzuschreiben.

BeispielA6.5. Wollen wir
∫

exx dx bestimmen und wählen
wir u = ex, v′ = x, hilft das nicht: es taucht ein „kompli-
zierteres“ Integral

∫
exx2 dx auf. Wählen wir hingegenu = x,

v′ = ex, finden wir,∫
xex dx= xex −

∫
1ex dx= (x− 1)ex.

BeispielA6.6. Für
∫ √

1− x2 dxhilft (vielleicht erstaunlicher-
weise) die Wahlv′ = 1 (und noch ein bisschen Tricksen):∫
√

1− x2 1dx= x
√

1− x2 −

∫
x
−x
√

1− x2
dx

= x
√

1− x2 −

∫
dx

√
1− x2

−

∫
1− x2

√
1− x2

dx

= x
√

1− x2 − arccosx−
∫
√

1− x2 dx.

Damit gilt

2
∫
√

1− x2 dx= x
√

1− x2 − arccosx

zunächst auf jedem kompakten Teilintervall von (−1,1). D.h.,
es gilt auf (−1,1) aber dann (weil beide Seiten stetig sind)
auch in den Endpunkten, d.h. auf dem ganzen Intervall [−1,1].

BeispielA6.7. Diese Formel hat eine schöne geometrische In-
terpretation als Flächeninhalt eines Kreissegments. Für das In-
tegral auf [a,1] haben wir

2
∫ 1

a

√
1− x2 dx= x

√
1− x2

∣∣∣∣1
a
− arccosx

∣∣∣∣1
a

= −a
√

1− a2 + arccosa.

Der Flächeninhalt eines Kreissegments ist der Flächeninhalt
eines Kreissektors (arccosa) minus der Flächeninhalt eines
Dreiecks (a

√
1− a2).

0 a 1

Füra = −1 finden wir, dass der Flächeninhalt des Einheits-
kreisesπ ist. Das heißt, unsere Definition vonπ (im letzten
Semester als das 2-fache einer Nullstelle von der Potenzreihe
cos) stimmt mit der geometrischen Definition überein.

6
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BeispielA6.8. Dieses Integral kann man auch einfach mit der
Substitutionsregel berechnen. Sieht man

√
1− x2, darf man

immer hoffen, dassθ = arcsinx hilfreich ist. Damit gilt x =
sinθ,

√
1− x2 = cosθ unddx= cosθ dθ. Das ergibt∫

√
1− x2 dx=

∫
cos2 θ dθ.

Wenn man sich daran erinnert, dass 2 cos2 θ = 1+ cos 2θ, hat
man

2
∫

cos2 θ dθ = θ +
1
2

sin 2θ = θ + sinθ cosθ.

Satz A6.9. Die Zahlπ ist irrational.

Der erste Beweis dafür wurde schon im 18. Jahrhundert ge-
funden. Wir stellen einen Beweis dar, den Ivan Niven 1947
nur auf einer einzigen Seite veröffentlicht hat.

Beweis.Angenommen, es seiπ = a/b mit a,b ∈ N+. Für ein
n ∈ N, das wir erst später wählen, definieren wir das Polynom

f (x) :=
xn(a− bx)n

n!
=

bn

n!
(
x(π − x)

)n
,

in dem nur Monome von Grad zwischenn und 2n auftauchen.
Die Koeffizienten vonn! f (x) sind ganze Zahlen. Deshalb gilt
f ( j)(0) = 0 für j < n bzw. j > 2n; für n ≤ j ≤ 2n ist f ( j)

eine ganze Zahl. Das heißt, in 0 ist jede Ableitung vonf eine
ganze Zahl. Dasselbe gilt inπ, weil f (π − x) = f (x).

Wir definieren nun ein zweites Polynom

F(x) :=
n∑

j=0

(−1) j f (2 j)(x) = f (x) − f ′′(x) + · · · ± f (2n)(x).

Dabei merken wir, dassF(0) undF(π) ganze Zahlen sind. Die
FunktionG(x) := F′(x) sinx− F(x) cosx hat die Ableitung

G′(x) =
(
F′′(x) + F(x)

)
sinx = f (x) sinx.

Aus dem Hauptsatz folgt dann, dass∫ π

0
f (x) sinx dx= G(x)

∣∣∣∣π
0
= F(π) + F(0).

D.h., dieses Integral ist eine ganze Zahl. Für 0< x < π gel-
ten 0 < sinx ≤ 1 und 0 < n! f (x) < anπn. Deshalb gilt
0 < f (x) sinx < anπn/n!. Jetzt wählen wirn groß genug, dass
Letzteres kleiner als1/π ist. Damit gilt 0<

∫ π

0
f (x) sinx dx <

1, ein Widerspruch. �

BemerkungA6.10. Wie konnte Niven diesen Beweis finden?
Will man das Integral

∫
f (x) sinx dx berechnen, kann man

partielle Integration (insgesamt (2n + 2)-mal) anwenden und
es kommt daraus die Formel fürF bzw.G.

Ende der Vorlesung 2008 Oktober 27

A7. Uneigentliche Integrale

Per Definition ist eine Regelfunktion beschränkt und auf
einem kompakten Intervall definiert. Oft will man auch unbe-
schränkte Funktionen bzw. Funktionen auf unendlinchen In-
tervallen integrieren. Darum definiert man das „uneigentliche
Integral“ als Grenzwert.

Definition A7.1. Sei [a,b) ⊂ R ein halboffenes Intervall, wo-
bei b = +∞ erlaubt ist. Weiter seif : [a,b) → R eine Funk-
tion mit folgender Eigenschaft: für jedesc ∈ [a,b) ist die
Einschränkungf |[a,c] eine Regelfunktion. Wir definieren das
uneigentliche Integralals∫ b

a
f := lim

c→b−

∫ c

a
f ,

falls dieser Grenzwert existert.

BeispielA7.2.∫ +∞

0

dx
1+ x2

= lim
c→+∞

∫ c

0

dx
1+ x2

= lim
c→+∞

arctanx
∣∣∣∣c
0
= lim

c→+∞
arctanc =

π

2
.

BeispielA7.3. Für α > 1 gilt
∫ ∞

1
dx/xα = 1/(α − 1). Fürα ≤ 1

existiert das Integral nicht (bzw. ist+∞).

BemerkungA7.4. Ähnliches gilt für eine Funktion auf (a,b]:

wir setzten
∫ b

a
f := limc→a+

∫ b

c
f . Für eine Funktion auf (a,b)

wählen wir ein beliebigesp ∈ (a,b) und setzen∫ b

a
f :=

∫ p

a
f +

∫ b

p
f ,

falls diese letzten beiden uneigentlichen Integrale existieren.

BeispielA7.5. Fürα ∈ (0,1) gilt
∫ 1

0
dx/xα = 1/(1− α). Das Inte-

gral
∫ ∞

0
dx/xα existiert (inR) für keinα ∈ R.

BeispielA7.6. Man kann zeigen (am besten mit mehrdimen-
sionalen Integralen), dass

∫ +∞
−∞

e−x2
dx=

√
π.

BeispielA7.7. Das Integral
∫ +∞
−∞

x dxexistiert nicht, obwohl

lim
c→+∞

∫ c

−c
x dx= 0.

A8. Weitere Integrale

Wir haben das Integral zunächst für Regelfunktionen defi-
niert und dann auf uneigentliche Integrale erweitert. Wir ha-
ben auch schon das Riemann-Integral erwähnt. Jetzt wollen
wir diese und andere Integrale vergleichen. (Hier verzichten
wir größtenteils auf Beweise.)

BeispielA8.1. Sei (a j) eine Folge inR. Wir definieren wie
folgt eine Funktionf a : [0,1]→ R:

f a(x) :=

0, x = 0,
a j , x ∈ (2− j−1,2− j ], j ∈ N.

7
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Die Einschränkung vonf a auf ein beliebiges Teilintervall
[b,1] (für b > 0) ist eine Treppenfunktion. Die Funktionf a

selbst ist genau dann eine Treppenfunktion, wenn (a j) „am
Ende konstant“ ist, d.h., wenn esa ∈ R so gibt, dassa j = a
für fast alle j. Sie ist genau dann eine Regelfunktion, wenn
(a j) einen Grenzwert (inR) hat. (Was sind dann die approxi-
mierende Treppenfunktionen?) Sie ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn (a j) begrenzt ist.

Beispiel A8.2. Für (a j) = (0,1,0,1, . . .) ist f a Riemann-
integrierbar obwohl keine Regelfunktion. Das Integral kann
man berechnen: ∫ 1

0
f a =

∞∑
k=1

4−k =
1
3
.

Dieses ist entweder als uneigentliches Regelintegral oder als
(eigentliches) Riemann-Integral zu verstehen.

Fürb j = j ist f b nicht mal Riemann-integrierbar (weil nicht
beschränkt). Trotzdem existiert das uneigentliche (Regel- oder
Riemann-) Integral:∫ 1

0
f b =

∞∑
j=0

j2− j−1 = 1.

Für c j = (−2) j existiert das Integral
∫ 1

0
f c in keinem ver-

nünftigen Sinne. Es gilt∫ 1

2− j
f c =

1
4
(
1+ (−1) j).

Das heißt, diese Integrale sind alternierend1/2 und 0.

Definition A8.3. Sei f : [a,b] → R eine (beschränkte) Funk-
tion. Dieoberebzw.untere Summevon f bezüglich einer Zer-
legungZ von [a,b] ist:

S( f ,Z) :=
∑

j

∆zj sup
x∈[zj−1,zj ]

f (x).

S( f ,Z) :=
∑

j

∆zj inf
x∈[zj−1,zj ]

f (x).

Dasoberebzw.untere Integralvon f ist∫ b

a
f := inf

Z
S( f ,Z) = lim

∆(Z)→0
S( f ,Z)∫ b

a
f := sup

Z
S( f ,Z) = lim

∆(Z)→0
S( f ,Z).

Satz A8.4. Eine Funktion f ist genau dann Riemann-integ-

rierbar, wenn
∫ b

a
f =

∫ b

a
f . �

Satz A8.5. Eine Regelfunktion hat abzählbar viele Unstetig-
keiten.

Beweisskizze.Sei f der gleichmäßige Grenzwert von Trep-
penfunktionenϕn. Ist p ein Punkt, in dem jedesϕn stetig ist,
dann istf in p stetig. (Warum?) Jedesϕn hat aber nur endlich
viele Unstetigkeiten. �

BeispielA8.6. Die RegelfunktionW aus Beispiel A2.11 hat
abzählbar unendlich viele Unstetigkeiten (in den rationalen
Zahlen). Die Unstetigkeiten der Funktionf a aus A8.2 sind
abzählbar obwohlf a keine Regelfunktion ist.

Satz A8.7. Eine beschränkte Funktion f: [a,b] → R ist
genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Unstetigkeiten
von f eine Nullmenge (vgl. I.G2.2) bilden. �

Beispiel A8.8. Die Funktion χQ ist nicht Riemann-integ-
rierbar, weil sie in jedem Punkt unstetig ist. Sie ist aber 0 außer
der abzählbaren NullmengeQ.

Lebesgue hat eine allgemeinere Definition für das Inte-
gral gefunden, die keine Nullmengen berücksichtigt. Fallsf
Lebesgue-integrierbar ist undf = g fast überall (d.h., außer
in einer Nullmenge), dann istg auch integrierbar und es gilt∫

f =
∫

g. Wir haben z.B.
∫ 1

0
χQ =

∫ 1

0
0 = 0. Das Lebesgue-

Integral basiert auf Maßtheorie, welche wir hier nicht erklären
können.

Noch allgemeiner ist das sogenannte Gauge-Integral (von
Henstock, Kurzweil und anderen). Dieses kann man leicht mit
Zerlegungen definieren.

Definition A8.9. Seig: [a,b] → (0,+∞) eine beliebige posi-
tive Funktion, die wir einGaugenennen. Eine markierte Zer-
legungŻ von [a,b] heißt danng-fein, wenn∆zj < g(ζ j) für
jedesj.

Definition A8.10. Sei f : [a,b] → R eine Funktion und sei
I ∈ R. Wir sagen,I ist dasGauge-Integralvon f auf [a,b],
falls zu jedemε > 0 es ein Gaugeg auf [a,b] so gibt, dass für
jedeg-feine markierte ZerlegunġZ gilt∣∣∣I − S( f , Ż)

∣∣∣ < ε.
BemerkungA8.11. Der Fall, wo es (zu jedemε) ein kon-
stantes Gaugeg ≡ δ > 0 gibt, ist genau die Definition vom
Riemann-Integral.

BemerkungA8.12. Wenn man mit dem Gauge-Integral an-
fängt, muss man keine Erweiterung auf uneigentliche Integra-
le betrachten.

Satz A8.13. Jede Funktion, die ein Lebesgue-Integral oder
ein (auch uneigentliches) Riemann-Integral hat, ist Gauge-
integrierbar. Eine Funktion f ist genau dann Lebesgue-integ-
rierbar, wenn f und| f | Gauge-integrierbar sind. �

Ende der Vorlesung 2008 Oktober 30
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B. METRISCHE RÄUME

B1. Definition

Definition B1.1. Sei X eine Menge. Eine Funktion oder Ab-
bildungd: X × X→ R heißt dann eineMetrik auf X, falls für
alle x, y, z ∈ X die folgenden (axiomatischen) Bedingungen
erfüllt sind:

• Definitheit:d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

• Symmetrie:d(x, y) = d(y, x),

• Dreiecksungleichung:d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Wir sagen,X mit der Metrikd ist einmetrischer Raum(X,d).
(Wenn klar ist, welche Metrik gemeint ist, schreiben wir oft
einfachX für den metrischen Raum (X,d).)

Lemma B1.2. In einem metrischen Raum(X,d) gilt d(x, y) ≥
0 für alle x, y ∈ X.

Beweis.Wir nehmenz = x in der Dreiecksungleichung. Mit
Definitheit und Symmetrie gilt dann

0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = 2d(x, y). �

BeispielB1.3. Die Standardmetrikauf den reellen ZahlenR
ist d(x, y) := |x− y|.

Definition B1.4. Sei X eine beliebige Menge. Diediskrete
Metrik auf X ist

d(x, y) :=

0, x = y,

1, x , y.

(Offensichtlich gelten Definitheit und Symmetrie. Die Drei-
ecksungleichung muss man in Fällen betrachten. Es gilt z.B.
1 ≤ 1+ 1 im Fall, wox, y, z alle unterschiedlich sind.)

BemerkungB1.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei
Y ⊂ X eine beliebige Teilmenge. Dann ist (Y,d) auch ein me-
trischer Raum, einUnterraumvon X. (Streng gesehen müs-
sten wir

(
Y,d|Y×Y

)
schreiben.) Dies ist klar, weil die drei Be-

dingungen nicht nur für alle Punkte inY sondern schon für
alle Punkte inX erfüllt sind.

Die Standardmetrik aufR passt mit der Körperstruktur zu-
sammen im Sinne, dassd(x+a, y+a) = d(x, y) undd(λx, λy) =
|λ|d(x, y). Auf einem VektorraumV sind die wichtigsten Me-
triken diejenigen, die ähnliche Eigenschaften haben, weil sie
aus einer Norm aufV entstehen. Die Definition einer Norm
ähnelt der Definition einer Metrik, wie wir gleich sehen.

Definition B1.6. SeiV ein (reeller) Vektorraum. Eine Funk-
tion ‖·‖ : V → R heißt eineNormauf V, falls für allev,w ∈ V
und alleλ ∈ R die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

• Definitheit:‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0,

• Homogenität:‖λv‖ = |λ| ‖v‖,

• Dreiecksungleichung:‖v+ w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖.

Lemma B1.7. Jeder normierte Vektorraum(V, ‖·‖) ist ein me-
trischer Raum mit der Metrik d(v,w) := ‖v− w‖.

Beweis.(Aufgabe.) �

BemerkungB1.8. Im Lemma braucht man Homogenität nur
im Falleλ = −1.

Definition B1.9. Sein ∈ N. Auf dem VektorraumRn definie-
ren wir für jedesp ∈ [1,∞) die `p-Norm‖·‖p durch

∥∥∥(x1, . . . , xn)
∥∥∥

p
:= p

√√
n∑

i=1

|xi |
p.

Für p = ∞ definieren wir diè ∞-Normdurch∥∥∥(x1, . . . , xn)
∥∥∥
∞

:= max
i
|xi |.

BemerkungB1.10. Für jedesx ∈ Rn ist p 7→ ‖x‖p eine stetige
Abbildung (1,∞)→ R und es gilt‖x‖p→ ‖x‖∞ für p→ ∞.

Satz B1.11 (Hölder’sche Ungleichung).Seien1 < p,q < ∞
mit 1/p + 1/q = 1 und seien v,w ∈ Rn. Es gilt

n∑
1

|viwi | ≤ ‖v‖p ‖w‖q.

Beweis.(Aufgabe.) �

Korollar B1.12. Sei1 < p < ∞ und seien a,b ∈ Rn. Es gilt

n∑
1

|ai | |bi |
p−1 ≤ ‖a‖p

(
‖b‖p

)p−1
.

Beweis.Wir setzen1/q := 1 − 1/p und definierenv,w ∈ Rn

durchv := a undwi := |bi |
p−1. Wegenp/q = p− 1 ist die Höl-

der’sche Ungleichung in diesem Fall genau die Gewünsch-
te. �

Satz B1.13.Die `p-Norm aufRn ist für jedes p∈ [1,∞] eine
Norm.

Beweis.Definitheit und Homogenität sind klar. Wir betrach-
ten die Dreiecksungleichung im Fallep ∈ (1,∞), und lassen
p = 1 undp = ∞ als Aufgaben. Seienv,w ∈ Rn. Wir müssen
zeigen,‖v+ w‖p ≤ ‖v‖p + ‖w‖p. Mit b := v+ w gilt(
‖b‖p

)p
=

∑
|bi | |bi |

p−1 ≤
∑
|vi | |bi |

p−1 +
∑
|wi | |bi |

p−1.

Jetzt wenden wir das Korollar zweimal an:

· · · ≤ ‖v‖p
(
‖b‖p

)p−1
+ ‖w‖p

(
‖b‖p

)p−1
.

Wenn wir durch
(
‖b‖p

)p−1 teilen, folgt die gewünschte Unglei-
chung‖b‖p ≤ ‖v‖p + ‖w‖p. �

BemerkungB1.14. Man kann natürlich‖v‖p mittels der sel-
ben Formel auch für 0< p < 1 definieren; die Dreiecksun-
gleichung gilt dann aber nicht.

BemerkungB1.15. Im Falle n = 1 gilt ‖x‖p = |x| für jedes
0 < p ≤ ∞.

Definition B1.16. Der n-dimensionaleeuklidische RaumEn

istRn mit der euklidischen Metrikd(x, y) = ‖x− y‖2.

9
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B2. Folgen in einem metrischen Raum

Wir betrachten jetzt Folgen in einem metrischen Raum
(X,d). Im letzten Semester (I.B3, I.B6) haben wir Konver-
genz, Grenzwerte, Cauchyfolgen usw. für Folgen inR (oder
in einem anderen angeordneten Körper) betrachtet. Hier müs-
sen wir nur|x−y| in d(x, y) umschreiben, sonst bleibt alles wie
damals.

Definition B2.1. [Vgl. I.B3.1.] Sei (an) eine Folge im metri-
schen Raum (X,d). Die Folgekonvergiertgegenx ∈ X (ge-
schriebenan → x), falls für jedesε ∈ R+ gilt d(an, x) < ε für
fast allen. Das heißt,

an→ x ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃n0 ∀n ≥ n0 d(an, x) < ε.

Lemma B2.2. [Vgl. I.B3.4.] Falls an → x und an → y, dann
folgt x= y.

Beweis.Falls x , y, setzen wirε := d(x, y)/2. Aus Definitheit
folgt ε > 0. Deshalb können wirn groß genug wählen, dass
d(an, x) < ε und d(an, y) < ε. Dann widersprichtd(an, x) +
d(an, y) < 2ε = d(x, y) der Dreiecksungleichung. �

Definition B2.3. [Vgl. I.B3.5.] Falls an → x, dann heißtx
derLimesoderGrenzwertder Folge (an). Wir schreiben

lim
n→∞

an = lim an = x.

BeispielB2.4. [Vgl. I.B3.6.1.] Sei (an) am Ende konstant,
d.h., es gibtx ∈ X so, dassan = x für fast allen. Dann kon-
vergiertan→ x.

Lemma B2.5. Sei d die diskrete Metrik auf einer Menge X
und sei(an) eine Folge in X. Die Folge(an) konvergiert genau
dann, wenn sie am Ende konstant ist.

Beweis.Wir nehmen an,an → x, und wählenε ≤ 1. Dann
gilt d(x,an) < ε für fast allen. Für die diskrete Metrik gilt
d(x, y) < 1 nur dann, wennx = y. Das heißt, wir habenx = an

für fast allen. �

Ende der Vorlesung 2008 November 3

Definition B2.6. [Vgl. I.B6.1.] Eine Folge (an) in einem me-
trischen Raum (X,d) heißt dannCauchyfolge, wenn

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n,m≥ n0 d(am,an) < ε.

Die folgenden Aussagen haben genau dieselben Beweise
wie im letzten Semester.

Lemma B2.7. [Vgl. I.B6.2.] Eine Folge(an) ist genau dann
eine Cauchyfolge, wenn es zu jedemε > 0 ein x ∈ X so gibt,
dass d(x,an) < ε für fast alle n. �

Korollar B2.8. [Vgl. I.B6.4,5.] Jede konvergente Folge ist ei-
ne Cauchyfolge. Hat eine Cauchyfolge eine konvergente Teil-
folge, so ist sie selbst konvergent. �

Definition B2.9. [Vgl. I.B8.6.] Ein metrischer Raum (X,d)
heißt dannvollständig, falls jede Cauchyfolge ausX gegen ein
x ∈ X konvergiert.

BeispielB2.10. Die euklidische GeradeE1 (d.h., die reellen
Zahlen mit der Standardmetrik) ist vollständig. Die Teilmen-
genQ und (0,1) sind nicht vollständig. Jeder diskrete metri-
sche Raum ist vollständig.

BemerkungB2.11. Es ist natürlich sehr wichtig, dass der
Grenzwert im RaumX liegt. Wenn wir nur von einem RaumX
reden, könnte man zurecht fragen „wo sonst?“. In vielen Fäl-
len ist es aber verlockend, einen nicht vollständigen Raum
X als Unterraum von einem größerem Raum zu sehen, wo
ein Grenzwert doch existiert. Eigentlich geht das immer: man
kann jeden metrischen RaumX vervollständigen, genau wie
wir im letzten SemesterR ausQ konstruierten.

B3. Offene Mengen

Definition B3.1. [Vgl. I.D1.1.] Sei (X,d) ein metrischer
Raum. Fürε > 0 undx ∈ X heißt

Bε(x) := {p ∈ X : d(x, p) < ε}

der (offene)ε-Ball um xoder dieε-Umgebung von xin X.

Definition B3.2. [Vgl. I.D1.2.] Seien (X,d) ein metrischer
Raum undU ⊂ X eine Teilmenge. Ein Punktp ∈ U heißt
ein innerer Punkt von U, falls es einε > 0 gibt, so dass
Bε(p) ⊂ U. Die TeilmengeU heißtoffen (in X), falls jeder
Punkt p ∈ U ein innerer Punkt ist. Eine TeilmengeA ⊂ X
heißtabgeschlossen, falls das KomplementX r A offen ist.

BeispielB3.3. Sei d die diskrete Metrik auf einer MengeX.
Für jedesx ∈ X gilt Bε(x) = {x} für ε ≤ 1 undBε(x) = X für
ε > 1. JedesU ⊂ X ist offen und auch abgeschlossen.

BeispielB3.4. Betrachten wirR2 mit drei verschiedenen Me-
triken (aus deǹ 1-, `2- und `∞-Normen), hat der BallB1(0)
drei verschiedene Gestalten. Offene Mengen bezüglich der
drei Metriken sind aber dieselben, wie wir später erfahren.

BeispielB3.5. Sei X = [−1,1) mit der Metrik induziert aus
der Standardmetrik aufR. Dann istA = [−1,0) offen in X
(obwohl nicht inR). Das KomplementX r A = [0,1) ist dann
abgeschlossen inX (obwohl nicht inR).

Lemma B3.6. [Vgl. I.D1.3.] Jeder Ball Bε(x) ist offen.

Beweis.Zu p ∈ Bε(x) setzen wirδ := ε − d(p, x). Dann gilt
Bδ(p) ⊂ Bε(x), weil für q ∈ Bδ(p) aus der Dreiecksunglei-
chung folgt

d(q, x) ≤ d(q, p) + d(p, x) < δ + d(p, x) = ε. �

Lemma B3.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die offenen
Teilmengen von X haben folgende Eigenschaften:

10
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• X und∅ sind offen.

• Sind U und U′ offen in X, so ist auch U∩ U′ offen.

• Ist A eine Indexmenge und ist Uα offen für jedesα ∈ A,
so ist auch

⋃
α Uα offen.

Beweis.Die leere Menge ist offen, weil es keinx ∈ ∅ nach-
zuprüfen gibt; der ganze RaumX ist offen, weilX jeden Ball
enthält.

Für x ∈ U ∩ U′ haben wirBδ(x) ⊂ U undBδ′ (x) ⊂ U′. Mit
ε := min(δ, δ′) gilt dannBε(x) ⊂ U ∩ U′.

Ein Punktx ∈
⋃

Uα liegt in mindestens einemUβ. Dann
gibt es einen BallBε(x) ⊂ Uβ ⊂

⋃
Uα. �

BemerkungB3.8. SeiX eine Menge. EineTopologieauf X ist
eine Entscheidung, welche TeilmengenU ⊂ X für offen er-
klärt werden, wobei die drei Eigenschaften aus Lemma B3.7
gelten müssen. Das Lemma sagt, jede Metrik induziert eine
Topologie, jeder metrische Raum ist auf natürliche Weise ein
topologischer Raum. (Es gibt auch Topologien – z.B. diejeni-
ge, wo nur∅ undX offen sind –, die von keiner Metrik indu-
ziert sind.)

Die folgenden beiden Bemerkungen zeigen, dass die Be-
griffe „innerer Punkt“ und „Konvergenz“topologischsind, im
Sinne, dass wir diese mittels offener Mengen hätten definie-
ren können. (Für beide Begriffe hatten wir zunächst ähnliche
Definitionen gegeben, die aber nur den FallU = Bε(x) be-
trachteten.)

BemerkungB3.9. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seiT ⊂
X. Ein Punktp ∈ T ist genau dann ein innerer Punkt vonT,
wenn es ein offenesU in X gibt mit p ∈ U ⊂ T.

BemerkungB3.10. Eine Folge (an) in einem metrischen
Raum (X,d) konvergiert genau dann gegenx ∈ X, wenn für
jedes offeneU ⊂ X mit x ∈ U gilt an ∈ U für fast allen.

Definition B3.11. [Vgl. I.D1.4.] Sei (X,d) ein metrischer
Raum. Ein Punktp ∈ X heißt Randpunktder Teilmenge
T ⊂ X, falls p weder ein innerer Punkt vonT noch vom Kom-
plementXrT ist. DerRand von Tist die Menge∂T ⊂ X aller
Randpunkte vonT.

Lemma B3.12. [Vgl. I.D1.5.] Eine Teilmenge A⊂ X ist ge-
nau dann abgeschlossen, wenn∂A ⊂ A. �
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Lemma B3.13. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Für p∈ X
undε > 0 gilt

∂Bε(p) ⊂
{
x ∈ X : d(x, p) = ε

}
.

BeispielB3.14. Oft (z.B. in jeder aus einer Norm induzier-
ten Metrik) gilt hier Gleichheit. Das ist aber bei weitem nicht
immer der Fall: mit der diskreten Metrik z.B. ist∂B1(p) leer,
obwohld(x, p) = 1 für allex , p.

Beweis.Falls d(x, p) < ε, wissen wir schon,x ist innerer
Punkt vonBε(p), d.h. kein Randpunkt. Fallsd(x, p) > ε, set-
zen wir δ = d(x, p) − ε; aus der Dreiecksungleichung folgt,
Bδ(x) ∩ Bε(p) = ∅, d.h., x ist innerer Punkt vom Komple-
ment. Es bleiben nur die Punktex mit d(x, p) = ε als mögliche
Randpunkte. �

B4. Äquivalente Metriken

Definition B4.1. Seiend undd′ zwei Metriken auf einer Men-
ge X. Wir sagen,d und d′ sind äquivalent, d ∼ d′, falls zu
jedemx ∈ X und jedemε > 0 es positive Zahlenδ, δ′ > 0 so
gibt, dass

Bδ′ (x) ⊂ B′ε(x), B′δ(x) ⊂ Bε(x).

Lemma B4.2. Diese Relation∼ ist eine Äquivalenzrelation
auf der Familie aller Metriken auf X.

Beweisskizze.Die Definition ist offensichtlich symmetrisch in
d undd′. Reflexivität (d ∼ d) folgt mit δ = δ′ = ε. Zur Tran-
sitivität nehmen wir an, dassd ∼ d′ ∼ d′′; wir wollen zeigen,
d ∼ d′′. Zu ε > 0 wählen wir zunächstδ > 0 und zuδ danach
δ′ > 0 so, dass

B′′δ′ (x) ⊂ B′δ(x) ⊂ Bε(x). �

Satz B4.3. Zwei Metriken d und d′ auf X sind genau dann
äquivalent, wenn sie dieselbe Topologie auf X induzieren, d.h.,
wenn für jede Teilmenge U⊂ X gilt,

U offen in(X,d) ⇐⇒ U offen in(X,d′).

Beweis.Seid ∼ d′ und seiU offen in (X,d). Zu jedemx ∈ U
gibt esε > 0 so, dassBε(x) ⊂ U. Zu diesemε gibt esδ > 0
so, dassB′δ(x) ⊂ Bε(x) ⊂ U. Weil x ∈ U beliebig war, heißt
das,U ist offen in (X,d′).

Umgekehrt, seiend und d′ zwei Metriken mit denselben
offenen Mengen. Für jedesx ∈ X und jedesε > 0 ist der
Ball U := Bε(x) offen in (X,d) und deshalb auch in (X,d′).
Insbesondere heißt das, es gibtδ > 0 so, dassB′δ(x) ⊂ U =
Bε(x). Ähnlich gibt es auchδ′ so, dassBδ′ (x) ⊂ B′ε(x). Das
bedeutet,d ∼ d′. �

BemerkungB4.4. Dieses Lemma bedeutet, wenn wir eine
Metrik d mit einer äquivalenten Metrikd′ ersetzen, bleiben
alle topologischen Begriffe (offen, abgeschlossen, kompakt,
konvergent, stetig, usw.) unverändert.

Lemma B4.5. Alle Metriken auf einer endlichen Menge sind
äquivalent.

Beweis.Sei X eine endliche Menge und seid eine Metrik
auf X. Wir zeigen,d ist zur diskreten Metrikd′ äquivalent;
aus Transitivität folgt das Lemma.

Sei nunx ∈ X. Wir setzen

δ := min
{
d(y, x) : x , y ∈ X

}
> 0.

(Hier benutzen wir, dassX endlich ist: nur deshalb können
wir Minimum anstelle von Infimum schreiben; daraus folgt
die Positivität.) Es folgt,Bδ(x) = {x} = B′1(x). Deshalb gilt

Bδ(x) ⊂ B′ε(x), B′1(x) ⊂ Bε(x).

für alleε > 0. �
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Satz B4.6. Seien‖·‖ und‖·‖′ zwei Normen auf einem Vektor-
raum V. Die beiden induzierten Metriken auf V sind genau
dann äquivalent, wenn esλ ≥ 1 so gibt, dass für alle v∈ V
gilt

1/λ ‖v‖ ≤ ‖v‖
′ ≤ λ‖v‖.

Beweisskizze.Gibt es ein solchesλ, können wir in der Defini-
tion von Äquivalenz einfachδ = δ′ = ε/λ wählen.

Umgekehrt, falls die Metriken äquivalent sind, heißt das
insbesondere, es gibtε so, dassB′ε(0) ⊂ B1(0) und Bε(0) ⊂
B′1(0). Wir setzenλ := 1/ε. Aus Homogenität folgt die ge-
wünschte Ungleichung. �

Lemma B4.7. Auf Rn sind alle`p-Normen (1 ≤ p ≤ ∞) in
diesem Sinne äquivalent.

Beweis.Wegen Transitivität reicht es aus zu zeigen, dass für
jedesp die `p-Norm und diè ∞-Norm äquivalent sind. In der
Tat behaupten wir,

‖v‖∞ ≤ ‖v‖p ≤
p
√

n‖v‖∞.

Sei nämlichs := ‖v‖∞ = sup|vi |. Dann gilt 0≤ |vi | ≤ s für
i = 1,2, . . . ,n mit Gleichheit auf der rechten Seite mindestens
einmal. Das heißt,

sp ≤

n∑
i=1

|vi |
p ≤ nsp,

wovon diep-te Wurzel die behauptete Ungleichung ist. �

BemerkungB4.8. Später sehen wir,alle Normen auf einem
endlichdimensionalen Vektorraum sind äquivalent.

B5. Beschränkte Räume

Definition B5.1. Der Durchmessereines nichtleeren metri-
schen Raumes (X,d) ist

diamX := sup
x,y∈X

d(x, y) ∈ [0,+∞].

Wir vereinbaren, diam∅ := 0 (und nicht etwa−∞). Ein
RaumX heißtbeschränkt, falls diamX < ∞.

BemerkungB5.2. Natürlich wenden wir diese Definitionen
auch auf TeilmengenY ⊂ X an, wobei Eigenschaften des
Unterraumes (Y,d) gemeint sind. Jede Teilmenge eines be-
schränkten Raumes ist beschränkt.

BeispieleB5.3. Jeder diskrete Raum hat Durchmesser 1 und
ist deshalb beschränkt. In der Standardmetrik aufR sindN
undQ unbeschränkt; ein Intervall mit Endpunktena,b ∈ R
ist beschränkt mit Durchmesser|b− a|, egal, ob es offen oder
halboffen oder kompakt ist.

Lemma B5.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum (X, ∅) und
sei T⊂ X. Folgende Aussagen sind äquivalent:

1. T ist beschränkt,

2. es gibt einen Ball BR(x) in X mit T ⊂ BR(x),

3. zu jedem x∈ X gibt es R> 0 mit T ⊂ BR(x).

Beweis.Wir dürfen annehmen,T , ∅. (Für T = ∅ gelten
offensichtlich alle drei Aussagen.)
(1 =⇒ 2): Ist T beschränkt, dann giltT ⊂ BR(t) für jedes
t ∈ T und jedesR> diamT.
(2 =⇒ 3): IstT ⊂ Br (x) und isty ∈ X, dann gilt

T ⊂ Br (x) ⊂ BR(y) mit R= r + d(x, y).

(3 =⇒ 1): IstT ⊂ BR(x), dann gilt

diamT ≤ diamBR(x) ≤ 2R. �

Korollar B5.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien
A,A′ ⊂ X beschränkt. Dann ist auch A∪ A′ beschränkt. (Es
folgt mit Induktion, dass jede endliche Vereinigung beschränk-
ter Teilmengen auch beschränkt ist.)

Beweis.Sei x ∈ X. Aus dem Lemma gibt esR,R′ so, dass
A ⊂ BR(x) und A′ ⊂ BR′ (x). Dann gilt A ∪ A′ ⊂ Br (x) mit
r := max{R,R′}. �
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Beispiel B5.6. Auf R definieren wir die Metrikd(x, y) :=
|arctany− arctanx|. Mit dieser Metrik istR beschränkt:

diam(R,d) = lim
x→∞

arctanx− lim
x→−∞

arctanx = π.

Die Metrik ist aber äquivalent zur Standardmetrik (warum?),
was heißt, Beschränktheit ist nicht topologisch. Bezüglich die-
ser Metrik ist die Folgean := n eine Cauchyfolge, die nicht
konvergiert. Das heißt, (R,d) ist nicht vollständig; Vollstän-
digkeit ist auch nicht topologisch.

Definition B5.7. SeiA eine Menge und (X,d) ein metrischer
Raum. Eine Abbildungf : A → X heißt dannbeschränkt,
falls das Bild f (A) beschränkt ist. Den Raum aller beschränk-
ten Abbildungenf : A → X bezeichnen wir alsB(A,X). Für
f ,g ∈ B(A,X) definieren wir

d∞( f ,g) := sup
a∈A

d
(
f (a),g(a)

)
.

Lemma B5.8. AufB(A,X) ist d∞ eine Metrik.

Beweis.Endlichkeit: Weil f undg beschränkt sind, gilt

d∞( f ,g) ≤ diam
(
f (A) ∪ g(A)

)
< ∞.

Definitheit: Istd∞( f ,g) = 0, dann gilt f (a) = g(a) für alle a,
d.h., f = g. Dreiecksungleichung: Seienf ,g,h ∈ B(A,X). Zu
jedemε > 0 gibt esa0 ∈ A so, dass

d∞( f ,h) = supd
(
f (a),h(a)

)
≤ d

(
f (a0),h(a0)

)
+ ε

≤ d
(
f (a0),g(a0)

)
+ d

(
g(a0),h(a0)

)
+ ε

≤ d∞( f ,g) + d∞(g,h) + ε

Weil ε > 0 beliebig war, giltd∞( f ,h) ≤ d∞( f ,g) + d∞(g,h).
�

Definition B5.9. Sei (fn) eine Folge inB(A,X) und sei f ∈
B(A,X). Falls fn → f (bezüglich der Metrikd∞), sagen wir,
die Abbildungenfn konvergieren gleichmäßiggegenf .

12
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B6. Kompaktheit

a. Totalbeschränkte und folgenkompakte Räume

Definition B6.1. Eine Überdeckungeines RaumesX ist ein
System{Tα : α ∈ A} von TeilmengenTα ⊂ X, deren Vereini-
gung der ganze RaumX =

⋃
α Tα ist. Die Überdeckung heißt

endlich, falls die IndexmengeA endlich ist. Die Überdeckung
heißtoffen, falls jedesTα offen inX ist. EineTeilüberdeckung
ist durch eine TeilmengeB ⊂ A gegeben, falls{Tα : α ∈ B}
den ganzen RaumX noch überdeckt.

BeispielB6.2. Das Intervall [0,1] hat folgende Überdeckung
mit A = N:

Tn :=

{0}, n = 0,[
2−n,21−n], n > 0.

Diese Überdeckung ist weder endlich noch offen; sie hat keine
Teilüberdeckungen (außer sich selbst).

BeispielB6.3. Die offene Überdeckung{(−n,n) : n ∈ N+}
vonR hat keine endlichen Teilüberdeckungen. Jede unendli-
che TeilmengeB ⊂ N+ gibt aber eine Teilüberdeckung.

Definition B6.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei
ε > 0. Eine TeilmengeA ⊂ X heißtε-Netz, falls {Bε(a) : a ∈
A} eine Überdeckung vonX ist, d.h., falls es zu jedemx ∈ X
eina ∈ A so gibt, dassd(x,a) < ε.

BeispieleB6.5. In einem diskreten RaumX ist X das einzige
1-Netz; jedes{x} ist aber ein 2-Netz. InR (mit der Standard-
metrik) istQ für jedesε > 0 einε-Netz;Z ist ein 1-Netz.

Definition B6.6. Ein metrischer Raum (X,d) heißt total-
beschränkt, falls es zu jedemε > 0 ein endlichesε-Netz gibt.

BemerkungB6.7. Ein Raum ist genau dann totalbeschränkt,
wenn es zu jedemε > 0 eine endliche Überdeckung durch
Teilmengen von Durchschnitt höchstensε gibt. (Eine Rich-
tung folgt, weil diamBε(x) ≤ 2ε; die andere Richtung folgt,
weil jede TeilmengeT mit diamT ≤ ε in einer 2ε-Ball ent-
halten ist.)

Lemma B6.8. Jeder totalbeschränkte Raum ist beschränkt.

Beweis.Ein totalbeschränkter Raum ist eine endliche Vereini-
gung (beschränkter) 1-Bälle, aus Korollar B5.5 ist er deshalb
beschränkt. �

Beispiel B6.9. Ein diskreter Raum ist genau dann total-
beschränkt, wenn er endlich ist.

Satz B6.10.Ein metrischer Raum(X,d) ist genau dann total-
beschränkt, wenn jede Folge in X eine Teilfolge besitzt, die
eine Cauchyfolge ist.

Definition B6.11. [Vgl. I.D7.3.] Ein metrischer (oder topo-
logischer) Raum heißtfolgenkompakt, falls jede Folge eine
konvergente Teilfolge hat.

Korollar B6.12. [Vgl. I.D7.4.] Ein metrischer Raum ist ge-
nau dann folgenkompakt, wenn er vollständig und totalbe-
schränkt ist.

Beweis.(Aufgabe.) �

Beweis des Satzes.Falls X nicht totalbeschränkt ist, können
wir r > 0 so wählen, dass es kein endlichesr-Netz gibt. Wir
wählen ein beliebigesa0 ∈ X und definieren rekursiv eine
Folge (an), indem wiran+1 beliebig in

X r
n⋃

j=0

Br (a j)

wählen. (Weil{a j : j = 0, . . . ,n} kein r-Netz ist, ist diese
Menge nicht leer.) Die Folge (an) hat die Eigenschaft, dass
d(an,am) ≥ r für alle n,m ∈ N. Weil jede Teilfolge dieselbe
Eigenschaft hat, ist sie insbesondere keine Cauchyfolge.

Umgekehrt, sei (an) eine Folge im totalbeschränkten Raum
(X,d). Wir wollen unendliche Teilmengen

N = J0 ⊃ J1 ⊃ J2 ⊃ · · ·

rekursiv so definieren, dass diam{an : n ∈ Jk} ≤ 1/k. Um Jk

zu definieren wählen wir eine endliche Überdeckung vonX
durch TeilmengenT mit Durchmesser höchstens1/k. Weil Jk−1

unendlich ist, die Überdeckung aber endlich, gibt es (minde-
stens) einT =: Tk so, dass

Jk := {n ∈ Jk−1 : an ∈ Tk}

unendlich ist. Jetzt definieren wir rekursiv eine monotone Fol-
ge (nk) in N, indem wir n0 in N und nk > nk−1 in Jk belie-
big wählen. Wir behaupten, die Teilfolgebk := ank ist eine
Cauchyfolge. Füri, j ≥ k > 1/ε gilt nämlich ni ,n j ∈ Jk und
deshalbbi ,b j ∈ Tk. Das bedeutet,

d(bi ,b j) ≤ diamTk ≤ 1/k < ε. �
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b. Kompaktheit durch Überdeckungen

Definition B6.13. Ein metrischer (oder topologischer) Raum
heißt kompakt, falls jede offene Überdeckung eine endliche
Teilüberdeckung hat.

BeispielB6.14. Die Überdeckung{(−n,n)} zeigt, dassR nicht
kompakt ist.

BemerkungB6.15. Kompaktheit und Folgenkompaktheit sind
topologische Begriffe. Es gibt topologische Räume, die kom-
pakt aber nicht folgenkompakt sind. Es gibt auch Räume, die
folgenkompakt aber nicht kompakt sind. Wenn wir aber nur
metrische Räume betrachten sind Kompaktheit und Folgen-
kompaktheit äquivalent. Um dies zu beweisen, benutzen wir
vier Lemmata.

Lemma B6.16. Ein kompakter metrischer Raum ist total-
beschränkt.

13
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Beweis.Sei (X,d) ein metrischer Raum. Für jedesε > 0 ist{
Bε(x) : x ∈ X

}
eine offene Überdeckung. Eine Teilüber-

deckung ist genau einε-Netz. WennX kompakt ist, gibt es
eine endliche Teilüberdeckung, d.h. ein endlichesε-Netz. �

Lemma B6.17. Ein kompakter metrischer Raum ist vollstän-
dig.

Beweis.Sei (X,d) nichtvollständig. D.h., es gibt eine Cauchy-
folge (ak), die nicht konvergiert. Zu jedemn ∈ N+ gibt es (aus
Lemma B2.7) einxn ∈ X so, dassd(ak, xn) < 1/n für fast al-
le k. Wir setzenUn := {x ∈ X : d(x, xn) > 1/n} und bemerken,
dass jedesUn offen ist und nur endlich viele Folgengliederak

enthält.
Wir behaupten,{Un} überdecktX. Sonst gäbe esx <

⋃
Un.

Das hieße für jedesn, dassd(x, xn) ≤ 1/n und deshalb
d(x,ak) < 2/n für fast allek. Dann wärex aber ein Grenzwert
von (ak).

Wir haben deshalb eine offene Überdeckung{Un} von X.
Weil jedesUn nur endlich vieleak enthält, gibt es keine endli-
che Teilüberdeckung. Das heißt,X ist nicht kompakt. �

Definition B6.18. Sei{Uα : α ∈ A} eine offene Überdeckung
eines metrischen Raumes (X,d). Ein δ > 0 heißt dannLe-
besguezahlfür {Uα}, wenn es zu jeder TeilmengeC ⊂ X mit
diamC < δ einα ∈ A so gibt, dassC ⊂ Uα.

BeispieleB6.19.

• Jedesδ > 0 ist eine Lebesguezahl für die offene Über-
deckung{(−n,n)} vonR. (Weil R archimedisch ist.)

• Die Überdeckung{(2n,2n + 3) : n ∈ Z} vonR hat Le-
besguezahlδ = 1. (Weil jedesC ⊂ R mit diamC = d in
einem Intervall [x, x+ d] enthalten ist.)

• Die Überdeckung{(2n,3 · 2n) : n ∈ Z} von (0,∞) hat
keine Lebesguezahlδ > 0. (Weil C := (0, ε) auch für
kleinesε in keinem Intervall (2n,3 · 2n) enthalten ist.)

Lemma B6.20. Jede offene Überdeckung eines folgenkom-
pakten metrischen Raumes hat eine Lebesguezahl.

Beweis.Sei {Uα : α ∈ A} eine offene Überdeckung des fol-
genkompakten Raumes (X,d). Wir nehmen an, es gibt keine
Lebesguezahlδ > 0. Das heißt, zu jedemn ∈ N+ gibt es
Cn ⊂ X mit diamCn < 1/n so, dassCn in kein Uα enthalten
ist. Wir wählenan ∈ Cn. Weil X folgenkompakt ist, hat (an)
eine konvergente Teilfolge

(
ank

)
; wir nennen den Grenzwert

x ∈ X. Weil {Uα} eine Überdeckung ist, gibt esα ∈ A mit
x ∈ Uα. Weil Uα offen ist, gibt esε > 0 mit Bε(x) ⊂ Uα. Weil
ank → x gilt ank ∈ Bε/2(x) für fast allek. Fürn > 2/ε gilt aber
diamCn < ε/2. Mit an ∈ Cn heißt das,Cnk ⊂ Bε(x) ⊂ Uα für
fast allek. Widerspruch (zur Wahl vonCn)! �

Korollar B6.21. Ein metrischer Raum ist genau dann kom-
pakt, wenn er folgenkompakt ist.

Beweis.Sei (X,d) folgenkompakt und sei{Uα} eine offene
Überdeckung. Aus Lemma B6.20 hat sie eine Lebesguezahl
δ > 0. Weil (X,d) totalbeschränkt ist (Korollar B6.12) gibt
es zuε := δ/3 ein endlichesε-Netz {xi : i = 1, . . . ,N},
d.h. eine endliche Überdeckung durch die BälleBε(xi). Weil

diamBε(xi) ≤ 2δ/3 < δ, ist jeder Ball in einemUα enthalten,
sagen wirUαi . Dann ist

{
Uαi : i = 1, . . . ,N

}
eine endliche

Teilüberdeckung, weil
⋃

Uαi ⊃
⋃

Bε(xi) = X.
Umgekehrt, sei (X,d) kompakt. Dann istX aus Lemma

B6.16 totalbeschränkt und aus Lemma B6.17 vollständig, mit
Korollar B6.12 also folgenkompakt. �

c. Abgeschlossene und kompakte Teilmengen

Im letzten Semester zeigten wir (I.D7.4, Satz von Bolzano–
Weierstraß), dass eine TeilmengeK ⊂ R genau dann folgen-
kompakt ist, wennK abgeschlossen und beschränkt ist. (Wenn
man hier „folgenkompakt“ mit „kompakt“ ersetzt, heißt es
dann der Satz von Heine–Borel. Weil wir alles in einer an-
deren Reihenfolge machen, sehen wir diesen Satz als solche
nicht.) Nun haben wir gezeigt, ein metrischer RaumK ist ge-
nau dann (folgen)kompakt, wennK vollständig und totalbe-
schränkt ist. Jetzt wollen wir die Zusammenhänge näher un-
tersuchen.

Lemma B6.22. [Vgl. I.D7.2.] Sei(X,d) ein metrischer Raum.
Eine Teilmenge A⊂ X ist genau dann abgeschlossen in X,
wenn für jede konvergente Folge an → x ∈ X mit an ∈ A gilt
x ∈ A.

Beweis.(Aufgabe.) �

Korollar B6.23. Eine abgeschlossene Teilmenge eines voll-
ständigen metrischen Raumes ist (mit der induzierten Metrik)
vollständig.

Beweis.Sei (X,d) vollständig, seiA ⊂ X abgeschlossen und
sei (an) eine Cauchyfolge inA. Als Cauchyfolge inX hat (an)
einen Grenzwertx ∈ X. Aus dem Lemma liegt aberx ∈ A. �

Satz B6.24.Sei(X,d) ein metrischer Raum und sei(A,d) ein
vollständiger Unterraum. Dann ist A⊂ X abgeschlossen.

Beweis.Sei (an) eine Folge inA, die in X gegenx ∈ X kon-
vergiert. Wir zeigen, dassx ∈ A; dann folgt aus dem letzten
Lemma, dassA abgeschlossen ist. Als konvergente Folge ist
(an) aber eine Cauchyfolge inX, d.h. auch inA, weil d(an,am)
unverändert ist. Weil (A,d) vollständig ist, hatan in A einen
Grenzwerta. Weil Grenzwerte eindeutig sind (Lemma B2.2),
gilt x = a ∈ A. �

Korollar B6.25. Eine Teilmenge eines kompakten metrischen
Raumes ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist.

Beweis.Ist T ⊂ K kompakt, dann istT vollständig und (aus
dem Satz) abgeschlossen. Umgekehrt gilt folgendes: weilK
totalbeschränkt ist, ist jede Teilmenge auch totalbeschränkt;
weil K vollständig ist, ist jede abgeschlossene Teilmenge voll-
ständig. �

Korollar B6.26. Jede kompakte Teilmenge eines metrischen
Raumes ist abgeschlossen und beschränkt.

Beweis.Ein kompaktesK ⊂ (X,d) ist vollständig und total-
beschränkt, deshalb abgeschlossen (aus Satz B6.24) und be-
schränkt (aus Lemma B6.8). �
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Umgekehrt wissen wir, dass abgeschlossene Teilmengen
A ⊂ X nur dann alle vollständig sind, wennX vollständig
ist. Wir wissen auch, dass nicht jeder beschränkte Raum to-
talbeschränkt ist. Im euklidischen Raum sieht es aber besser
aus, einfach weil wir jeden Würfel in beliebig kleine Stücke
zerschneiden können.

Lemma B6.27. Eine beschränkte Teilmenge im euklidischen
RaumEn ist totalbeschränkt.

Beweis.SeiT ⊂ En beschränkt. Dann gibt esR> 0 mit

T ⊂ BR(0) ⊂ [−R,R]n.

Zu ε > 0 wählen wirk ≥ 2
√

nR/ε und zerschneiden den Wür-
fel in kn kleine Würfel mit Seitenlänge höchstensε/

√
n und

deshalb Durchmesser höchstensε. �

BemerkungB6.28. Die Kompaktheit des Würfels folgt auch
aus dem sehr allgemeinen Satz von Tichonow: jedes (auch un-
endliche) kartesische Produkt kompakter Räume ist (mit der
sogenannten Produkttopologie) selbst kompakt.

Korollar B6.29. Eine Teilmenge im euklidischen Raum ist ge-
nau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschränkt
ist. �

BemerkungB6.30. Dieser Satz gilt auch, wenn wir die eu-
klidische Metrik mit einer andereǹp-Metrik ersetzen. Auch
wenn Beschränktheit und Vollständigkeit keine topologischen
Eigenschaften sind, bleiben sie bei äquivalentenNormenun-
verändert.

Lemma B6.31. Eine Folge imEn konvergiert genau dann,
wenn sie komponentenweise konvergiert. Genauer gesagt, sei
(ak) eine Folge imRn mit ak =: (ak,1, . . . ,ak,n). Dann gilt

lim
k→∞

ak = x =: (x1, . . . xn) ⇐⇒ ∀ j lim
k→∞

ak, j = x j .

Beweis.(Aufgabe.) �

B7. Stetigkeit

a. Definition

Definition B7.1. [Vgl. I.D2.1.] Seien (X,d) und (Y,d′) me-
trische Räume und seip ∈ X. Eine Funktionf : X → Y heißt
stetig in p, falls

∀ε > 0 ∃δ > 0 f
(
Bδ(p)

)
⊂ B′ε

(
f (p)

)
,

das heißt, falls zu jedemε > 0 es einδ > 0 gibt, so dass

d(x, p) < δ =⇒ d′
(
f (x), f (p)

)
< ε.

Die Abbildung f heißtstetig, falls sie in jedem Punktp ∈ X
stetig ist.

Satz B7.2. [Vgl. I.D2.5.] Eine Abbildung f : X → Y ist
genau dann stetig, wenn für jede offene Menge U⊂ Y das
Urbild f −1(U) offen in X ist.

Beweis.Sei f stetig und seiU ⊂ Y offen. Wir müssen zeigen,
dass jedesx ∈ f −1(U) ein innerer Punkt ist. Seiy := f (x) ∈ U.
Weil U offen ist, gibt esε > 0 so, dassB′ε(y) ⊂ U. Weil f stetig
ist, gibt es zu diesemε ein δ > 0 so, dassf

(
Bδ(x)

)
⊂ B′ε(y).

Das bedeutet

Bδ(x) ⊂ f −1(B′ε(y)
)
⊂ f −1(U).

Umgekehrt, seien die Urbilder aller offenen Mengen offen.
Wir müssen zeigen, dassf in jedem Punktx ∈ X stetig ist.
Sei y := f (x) ∈ Y. Für jedesε > 0 ist f −1(B′ε(y)

)
offen und

enhältx. Deshalb gibt esδ > 0 mit Bδ(x) ⊂ f −1(B′ε(y)
)
, d.h.,

f
(
Bδ(x)

)
⊂ B′ε(y). �

BemerkungB7.3. Für eine Abbildung zwischen topologi-
schen Räumen ist diese Eigenschaft die Definition von Ste-
tigkeit.

BeispieleB7.4.

(a) Die identische Abbildung idX : X → X ist auf jedem
Raum (X,d) stetig.

(b) Jede konstante Abbildung ist stetig.

(c) Ist (X,d) diskret (und (Y,d′) beliebig), dann ist jede Ab-
bildung f : X→ Y stetig.

(d) Sind f : X → Y undg: Y→ Z stetig, dann istg ◦ f auch
stetig. (Weil (g ◦ f )−1(U) = f −1(g−1U).)

(e) Eine Abbildung

f = ( f1, . . . , fm) : X→ Rm

ist genau dann stetig, wenn jede Komponentenfunktion
f j : X→ R stetig ist.

Korollar B7.5. Eine Abbildung f : X → Y ist genau dann
stetig, wenn für jede abgeschlossene Menge A⊂ Y das Urbild
f −1(A) abgeschlossen in X ist.

Beweis.(Aufgabe.) �

Satz B7.6. [Vgl. I.D2.7.] Sei X=
⋃
α∈A Uα eine offene Über-

deckung des Raumes X und sei f: X → Y eine Abbildung.
Falls für jedesα ∈ A die Einschränkung f|Uα

: Uα → Y stetig
ist, dann ist f stetig.

Beweis.SeiV ⊂ Y offen. Wir wollen zeigen, dassf −1(V) of-
fen ist. Zu jedemp ∈ f −1(V) gibt esα ∈ A mit p ∈ Uα. Weil
f |Uα

stetig ist, istf |−1
Uα

(V) = f −1(V) ∩ Uα offen. Deshalb gibt
esε > 0 mit Bε(p) ⊂ f −1(V) ∩ Uα ⊂ f −1(V). �

b. Grenzwerte

Definition B7.7. [Vgl. I.D2.1.] Sei (X,d) ein metrischer
Raum. Ein Punktp ∈ X heißtHäufungspunkt(von X), falls
{p} nicht offen inX ist.
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BeispielB7.8. Ein diskreter Raum hat keine Häufungspunkte.
Jeder Punkt inEn ist Häufungspunkt.

Lemma B7.9. Ein Punkt p∈ (X,d) ist genau dann ein Häu-
fungspunkt, falls es eine Folge(xn) in X r {p} mit xn → p
gibt.

Beweis.Falls p ein Häufungspunkt ist, gibt es zu jedemn ∈
N+ einen Punktxn ∈ B1/n(p) r {p}; die Folge (xn) konvergiert
dann gegenp. Umgekehrt, fallsxn → p, dann enthält jedes
offeneU 3 p sogar fast allexn. �

Definition B7.10. [Vgl. I.D3.3.] Seien (X,d) und (Y,d′) me-
trische Räume, seif : X → Y eine Abbildung und seip ∈ X
ein Häufungspunkt. Wir sagen,y ∈ Y ist ein Grenzwertvon
f (x) für x→ p, geschrieben

lim
x→p

f (x) = y oder f (x)→ y für x→ p,

falls es zu jedem offenenV ⊂ Y mit y ∈ V ein offenesU ⊂ X
mit p ∈ U so gibt, dassf

(
U r {p}

)
⊂ V.

BemerkungB7.11. Der Grenzwert limx→p f (x) hat nichts mit
dem Wertf (p) zu tun, nur mit Werten in naheliegenden Punk-
ten. Wir könnten auch mit einer Funktionf : X r {p} → Y
anfangen.

BemerkungB7.12. Falls ein Grenzwert existiert, ist er eindeu-
tig. (Warum?) Hier ist es wichtig, dassp ein Häufungspunkt
ist. (Sonst erfüllt jedesy ∈ Y die Bedingungen mitU = {p}.)

Lemma B7.13. [Vgl. I.D3.8.] Sei f: X→ Y eine Abbildung
und sei p∈ X ein Häufungspunkt. Es giltlimx→p f (x) = y ∈ Y
genau dann, wenn für jede Folge(xn) in X r {p} mit xn → p
gilt f (xn)→ y.

Beweis.Wir nehmen zunächst an,f (x) → y für x → p. Sei
(xn) eine Folge inX r {p} mit xn → p. Zu jedemV 3 y offen
in Y gibt esU 3 p offen in X, so dassf

(
U r {p}

)
⊂ V. Weil

xn → p, enthältU fast allexn. Das bedeutet,f (xn) ∈ V für
fast allen. Weil V beliebig war, konvergiertf (xn)→ y.

Umgekehrt, seiy keinGrenzwert vonf (x) für x→ p. D.h.,
es gibtV 3 y offen inY, so dass zu jedemU 3 p offen in X
es einx ∈ U r {p} mit f (x) < V existiert. Zu jedemn ∈ N+

können wir insbesondereU = B1/n(p) benutzen, um einen
Punktxn zu definieren. Die Folge (xn) in X r {p} konvergiert
offensichtlich gegenp. Weil aberf (xn) < V, konvergiertf (xn)
nicht gegeny. �

BemerkungB7.14. Dieses Lemma gilt nicht in jedem topolo-
gischen Raum. Man kann sagen, es ist die archimedische Ei-
genschaft der reellen Zahlen (insbesondere1/n → 0), die uns
in einem metrischen Raum erlaubt, Konvergenz in abzählbar
vielen Schritten (d.h. mittels einer Folge) zu betrachten.
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Korollar B7.15. Eine Abbildung f: X → Y ist genau dann
stetig in p∈ X, wenn für jede Folge(xn) aus X mit xn → p
auch f(xn)→ f (p) gilt.

Beweis.(Aufgabe.) �

c. Rechenregeln für reelle Funktionen

Aus den Rechenregeln für reelle Folgen (I.B5.2) folgt:

Korollar B7.16 (Rechenregeln). [Vgl. I.D3.12.] Sei (X,d)
ein metrischer Raum, seien f,g: X→ R Abbildungen und sei
p ∈ (X,d) ein Häufungspunkt, in dem Grenzwerte von f und g
existieren. Dann gelten

lim
x→p

(
f ± g

)
(x) = lim

x→p
f (x) ± lim

x→p
g(x),

lim
x→p

(
f · g

)
(x) = lim

x→p
f (x) · lim

x→p
g(x),

und, falls g, 0 in einer Umgebung von p, auch

lim
x→p

(
f /g

)
(x) = lim

x→p
f (x)

/
lim
x→p

g(x). �

Korollar B7.17. Seien f,g: X → R stetig in p ∈ X. Dann
sind auch f± g, f · g und (falls g(p) , 0) f /g stetig in p. �

BemerkungB7.18. Alternativ wissen wir (Beispiel B7.4e),
dass (f ,g) : X→ R2 stetig ist. Die arithmetische Verknüpfun-
gen (Addition usw.) aufR sind auch als AbbildungenR2→ R
stetig. Deshalb istf + g = + ◦ ( f ,g) als Verknüpfung zweier
stetigen Abbildungen selbst stetig (Beispiel B7.4d).

d. Nochmal die erweiterten reellen Zahlen

Definition B7.19. SeiR := R ∪ {±∞} die erweiterten reellen
Zahlen (wie im letzten Semester, I.D4). Wir erweitern den Ar-
cus Tangens, indem wir arctan(±∞) := ±π/2 setzen. Dann ist
arctan :R → [−π/2, π/2] eine Bijektion. AufR definieren wir
die Metrik

da(x, y) :=
∣∣∣arctanx− arctany

∣∣∣.
BemerkungB7.20. Auf R ist da äquivalent zur Standardme-
trik; R ist die Vervollständigung von (R,da). Der Raum (R,da)
ist kompakt (und sogar isometrisch zu [−π/2, π/2]).

BemerkungB7.21. Anstelle von arctan könnten wir natürlich
eine beliebige monotone, beschränkte Funktionf : R → R
benutzen. Die Metrikdf (x, y) := | f (x)− f (y)| wäre zuda äqui-
valent. Es gibt aber aufR keine zuda äquivalente Metrik, die
auf der TeilmengeR ⊂ R die Standardmetrik induziert.

BemerkungB7.22. Die unendlichen Grenzwerte und Grenz-
werte im Unendlichen, die wir im letzten Semester definier-
ten, sind ganz normale Grenzwerte bezüglich der Metrikda.
Das heißt, wir betrachten eine Funktionf : R → R. Wenn
wir p = limx→a f (x) schreiben, heißt das einfach Konvergenz
im metrischen Raum (R,da) – auch im Fallea = ±∞ bzw.
p = ±∞.

BemerkungB7.23. Konvergenz von Folgen ist auch ein Spe-
zialfall metrischer Konvergenz. SeiN := N ∪ {+∞} ⊂ R. Auf
N ist diese Metrikda äquivalent zur Standardmetrik aufN ⊂ R
und deshalb auch zur diskreten Metrik. Damit ist jede Abbil-
dung f : (N,da) → (X,d) stetig. Die Folge

(
f (n)

)
konvergiert

genau dann gegenx ∈ X, wenn die durchf (∞) := x erweiterte
Abbildung f : N→ X stetig ist.

16



J.M. Sullivan, TU Berlin B: Metrische Räume Analysis II, WS 2008/09

B8. Stetige Funktionen auf kompakten Räumen

a. Erhaltung von Kompaktheit

Seien (X,d) und (Y,d′) metrische Räume und seif : X→ Y
stetig. Wir wissen, Stetigkeit ist dadurch charakterisiert, dass
die Urbilder f −1(T) offener (bzw. abgeschlossener) Teilmen-
genT ⊂ Y selbst offen (bzw. abgeschlossen) sind. Hingegen
können wir nichts über das Bildf (T) einer offenen bzw. abge-
schlossenen TeilmengeT ⊂ X sagen. Welche Eigenschaften
bleiben unter stetigen Abbildungen erhalten? Kompaktheit ist
die Wichstigste!

Satz B8.1. [Vgl. I.D7.6.] Seien K und Y metrische Räume mit
K kompakt und sei f: K → Y eine stetige Abbildung. Dann
ist f(K) ⊂ Y kompakt.

Beweis mit Überdeckungen.Es sei{Uα} eine offene Überde-
ckung von f (K). Die UrbilderVα := f −1(Uα

)
überdeckenK

und sind (wegen Stetigkeit) offen in K. Weil K kompakt ist,
gibt es eine endliche Teilüberdeckung{Vαi : i = 1, . . . ,N}
von K. Dann ist{Uαi : i = 1, . . . ,N} eine endliche Teilüber-
deckung vonf (K). �

Weil ein metrischer Raum genau dann kompakt ist, wenn er
folgenkompakt ist, hätten wir auch Folgenkompaktheit benut-
zen können.

Beweis mit Folgen.Sei (yn) eine Folge inf (K). Zu jedemyn

wählen wir xn ∈ K mit f (xn) = yn. Weil K kompakt ist, hat
die Folge (xn) eine konvergente Teilfolgexnk → x ∈ K. Weil
f stetig ist, konvergiert auch die Teilfolge

ynk = f
(
xnk

)
→ f (x) ∈ f (K). �

BemerkungB8.2. Die beiden Beweise haben nichts mit der
genauen Metrik zu tun. Für eine stetige Abbildung zwischen
topologischen Räumen haben wir zwei verschiedene Sätze be-
wiesen:

• das stetige Bild eines kompakten Raumes ist kompakt,

• das stetige Bild eines folgenkompakten Raumes ist
folgenkompakt.

Die beiden Aussagen sind natürlich für metrische Räume
äquivalent.

Korollar B8.3. Seien X und Y metrische Räume und sei
f : X→ Y stetig. Das Bild f(K) einer kompakten Teilmenge
K ⊂ X ist kompakt und damit beschränkt und abgeschlossen
in Y. �

Korollar B8.4 (Satz vom Maximum). [Vgl. I.D7.7.] Sei
f : K → R eine stetige Funktion auf einem nichtleeren kom-
pakten Raum K. Dann nimmt f auf K sein Minimum und Ma-
ximum an. �

b. Gleichmäßige Stetigkeit

Definition B8.5. [Vgl. I.D7.8.] Seien (X,d) und (Y,d′) me-
trische Räume. Eine Abbildungf : X → Y heißt danngleich-
mäßig stetig, falls

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x1 ∈ X ∀x2 ∈ X

d(x1, x2) < δ =⇒ d′
(
f (x1), f (x2)

)
< ε.

BemerkungB8.6. [Vgl. I.D7.9.] Dass f stetigist, heißt das-
selbe – nur mit „∃δ > 0“ und „∀x ∈ D“ getauscht. Da darfδ
von x abhängen. Hier mussδ unabhängig vonx (oder „gleich-
mäßig“ für allex) gewählt werden können. (Natürlich hängtδ
immer noch vonε ab.)

BemerkungB8.7. Gleichmäßige Stetigkeit ist kein topologi-
scher Begriff; sie hängt von der Metrik ab.

Folgender Satz hat im Wesentlichen denselben Beweis wie
im letzten Semester.

Satz B8.8. [Vgl. I.D7.12.] Seien K und Y metrische Räume
mit K kompakt. Dann ist jede stetige Abbildung f: K → Y
gleichmäßig stetig.

Beweis.(Aufgabe.) �

Wichtige Beispiele gleichmäßig stetiger Abbildungen sind
die Lipschitzabbildungen.

Definition B8.9. Seien (X,d) und (Y,d′) metrische Räume.
Eine Abbildung f : X → Y heißtLipschitzabbildung, falls es
λ > 0 so gibt, dass für allex1, x2 ∈ X gilt

d′( f (x1), f (x2)) ≤ λd(x1, x2).

Die Konstanteλ heißtLipschitzkonstantevon f und wir sagen
auch, f ist eineλ-Lipschitzabbildung.

Satz B8.10.Jede Lipschitzabbildung ist gleichmäßig stetig.

Beweis.Ist λ eine Lipschitzkonstante fürf , können wir in der
Definition gleichmäßiger Stetigkeitδ := ε/λ setzen. �

Definition B8.11. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Lip-
schitzabbildungX → X mit Lipschitzkonstanteλ < 1 heißt
Kontraktion.

Definition B8.12. Sei f : X → X eine Abbildung. Ein Punkt
x ∈ X mit f (x) = x heißtFixpunktvon f .

Satz B8.13 (Fixpunktsatz von Banach).Sei(X,d) ein nicht-
leerer vollständiger metrischer Raum und sei f: X → X eine
Kontraktion. Dann hat f genau einen Fixpunkt.

Beweis.Sei λ < 1 eine Lipschitzkonstante fürf . Zunächst
zeigen wir,f hat höchstens einen Fixpunkt. Ausf (x) = x und
f (y) = y folgt

d(x, y) = d
(
f (x), f (y)

)
≤ λd(x, y).

Damit folgtd(x, y) = 0, alsox = y.
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Nun seia0 ∈ X. Wir definieren rekursivan+1 := f (an) und
behaupten, (an) ist eine Cauchyfolge. Es gilt

d(a j ,a j+1) ≤ λd(a j−1,a j) ≤ . . . ≤ λ
jd(a0,a1).

Damit gilt für k ≥ j

d(a j ,ak) ≤
k−1∑
i= j

λid(a0,a1) ≤
∞∑
i= j

λid(a0,a1) =
λ j

1− λ
d(a0,a1),

und (an) ist Cauchyfolge.

Ende der Vorlesung 2008 November 24

Weil X vollständig ist, hat (an) einen Grenzwertx ∈ X. Wir
zeigen,x ist ein Fixpunkt vonf . Für jedesk gilt

d
(
x, f (x)

)
≤ d(x,ak+1) + d

(
ak+1, f (x)

)
= d(x,ak+1) + d

(
f (ak), f (x)

)
≤ d(x,ak+1) + λd(x,ak).

Weil Letzteres gegen Null konvergiert, giltd
(
f (x), x

)
= 0, also

f (x) = x. �

c. Gleichmäßige Konvergenz

SeienA eine Menge und (X,d) ein metrischer Raum. Wir
haben auf der MengeB(A,X) aller beschränkten Abbildungen
f : A→ X die Metrik d∞ definiert; Konvergenz bezüglichd∞
heißt gleichmäßige Konvergenz.

Satz B8.14.Falls (X,d) vollständig ist, ist
(
B(A,X),d∞

)
auch

vollständig.

Beweis.Sei (fn) eine Cauchyfolge inB(A,X). Für jedesa ∈ A
ist

(
fn(a)

)
deswegen eine Cauchyfolge inX, weil

d
(
fn(a), fm(a)

)
≤ d∞( fn, fm).

Weil X vollständig ist, hatfn(x) einen Grenzwert, den wirf (x)
nennen. Die Folge (fn) konvergiert punktweise gegen die da-
mit definierte Abbildungf : A→ X. Wir zeigen, die Konver-
genz ist gleichmäßig. Dazu seiε > 0. Es gibtN ∈ N so, dass
für alle m,n ≥ N gilt d∞( fn, fm) < ε/2, d.h. für allea ∈ A gilt
d( fn(a), fm(a)) < ε/2. Aus Lemma B3.13 (über den Rand eines
Balls) gilt deshalbd( fn(a), f (a)) ≤ ε/2 < ε für alle a ∈ A und
allen ≥ N. �

Sei nunK ein kompakter metrischer Raum. Die Menge
C(K,X) aller stetigen AbbildungenK → X ist dann eine Teil-
mengeC(K,X) ⊂ B(K,X).

Satz B8.15.Bezüglich d∞ ist C(K,X) ⊂ B(K,X) abgeschlos-
sen. Das heißt, falls( fn) eine Folge von stetigen Abbildungen
K → X ist, die gleichmäßig gegen f: K → X konvergiert,
dann ist auch f stetig.

BeispielB8.16. Gleichmäßige Konvergenz ist hier wichtig.
Die stetigen Abbildungenfk : [0,1] → [0,1] mit fk(x) = xk

aus Beispiel A3.2 konvergieren punktweise gegen einen nicht-
stetigen Limesf : [0,1]→ [0,1].

Beweis.Die Äquivalenz der beiden Aussagen folgt aus der
Charakterisierung abgeschlossener Mengen mittels Folgen
(Lemma B6.22).

Seien nunfn stetig mit fn → f gleichmäßig und seip ∈ K.
Um zu zeigen, dassf in p stetig ist, sei (x j) eine Folge inK,
die gegenp konvergiert. Wir müssen zeigen,f (x j) → f (p).
Dazu seiε > 0. Weil fn → f gleichmäßig, gibt esN ∈ N so,
dass für allex ∈ K und allen ≥ N gilt

d
(
fn(x), f (x)

)
< ε/3.

Weil fN in p stetig ist undx j → p konvergiert, gibt esJ ∈ N
so, dass für allej ≥ J gilt

d
(
fN(x j), fN(p)

)
< ε/3.

Damit gilt für jedesj ≥ J

d
(
f (x j), f (p)

)
≤ d

(
f (x j), fN(x j)

)
+ d

(
fN(x j), fN(p)

)
+ d

(
fN(p), f (p)

)
< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε. �

BemerkungB8.17. Alternativ kann man mit einer unstetigen
Abbildung f : K → X anfangen. Wennf in p unstetig ist,
gibt esε > 0 so, dassf −1

(
Bε

(
f (p)

))
keinen Ball umx ent-

hält. Dann kann man zeigen, derε/3-Ball um f besteht nur aus
Abbildungen, die ebenso unstetig inp sind. (Der Fall, wof
in p einen Sprung hat, ist besonders anschaulich.) Damit ist
die Menge aller unstetigen Abbildungen offen.

BemerkungB8.18. Kompaktheit ist hier nicht so wichtig; man
kann gleichmäßige Konvergenz auch für unbeschränkte Ab-
bildungen definieren; ein gleichmäßiger Limes stetiger Abbil-
dungen ist immer noch stetig.

BemerkungB8.19. [Vgl. I.F1.9.] Man kann sagen, der Satz
erlaubt uns (im Fall gleichmäßiger Konvergenz), zwei Limites
zu tauschen:

lim
n→∞

lim
x→p

fn(x) = lim
n→∞

fn(p) = f (p) = lim
x→p

f (x) = lim
x→p

lim
n→∞

fn(x).

Hier gilt natürlich die dritte Gleichung nur deshalb, weilf ste-
tig ist. (Alle anderen gelten schon, wennfn→ f punktweise.)

Hinter den allermeisten wichtigen Begriffen der Analysis
(u.a. Ableitung und Integral) stecken Grenzwerte. Das heisst,
wenn man z.B. zwei Integrale oder Ableitungen tauschen will,
ist die zugrunde liegende Frage die, ob zwei Limites ge-
tauscht werden dürfen. Gleichmäßigkeit spielt immer wieder
eine wichtige Rolle.

B9. Zusammenhang

Um den Zwischenwertsatz auf beliebige metrische Räume
zu erweitern, müssen wir ein Analogon zu Intervallen finden.
Das sind zusammenhängende Räume. Wir werden sehen, Zu-
sammenhang ist die zweite wichtige Eigenschaft, die under
stetigen Abbildungen erhalten bleibt.

Definition B9.1. Ein RaumX heißt dannzusammenhängend,
falls∅ undX die einzigen Teilmengen sind, die zugleich offen
und abgeschlossen sind.
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BeispielB9.2. Offensichtlich ist jeder Raum mit höchstens
einem Punkt zusammenhängend. Sonst sind diskrete Räume
(insbes. endliche metrische Räume) nie zusammenhängend.

BeispielB9.3. Die rationalen ZahlenQ sind nicht zusammen-
hängend, weil z.B.

{x ∈ Q : x2 < 2} = {x ∈ Q : x2 ≤ 2}

zugleich offen und abgeschlossen inQ ist.

Satz B9.4.Sei(X,d) ein metrischer Raum und sei T⊂ X eine
Teilmenge. Dann ist(T,d) mit der inzudierten Metrik genau
dann zusammenhängend, wenn folgendes gilt:

SindÛ, V̂ ⊂ X disjunkte, offene Mengen mit T⊂ Û ∪ V̂,
dann gilt entweder T⊂ Û oder T⊂ V̂.

Lemma B9.5. Sei T ⊂ (X,d). Eine Teilmenge U⊂ T ist
genau dann offen in T, wenn es ein offenesÛ ⊂ X gibt mit
U = T ∩ Û.

Beweis.Deses Lemma wurde schon in der Übung bewiesen.
Hier nochmal ein Beweis zum Lesen.

Für t ∈ T sei Bε(t) der ε-Ball um t in X. Dann ist es klar,
dassT ∩ Bε(t) derε-Ball um t in T ist.

Nun seiU ⊂ T offen. Zu jedemt ∈ U gibt esε(t) > 0 so,
dassT ∩ Bε(t)(t) ⊂ U. Wir definieren

Û :=
⋃
t∈U

Bε(t)(t),

sodassU = T ∩ B. Als Vereinigung offener Mengen istÛ
offen inX.

Umgekehrt, seîU ⊂ X offen und seiU := T ∩ Û. Zu jedem
t ∈ U ⊂ Û gibt esε > 0 so, dassBε(t) ⊂ Û und damit
T ∩ Bε(t) ⊂ U. �

Beweis des Satzes.Sei (T,d) zusammenhängend und seien
Û, V̂ ⊂ X wie im Satz. Wir setzenU := T∩Û undV := T∩V̂.
Dann sindU,V disjunkte offene Teilmengen inT, deren Ver-
einigungT ist. Das heißt,V = T rU, und damit sindU,V zu-
gleich abgeschlossen. WeilT zusammenhängend ist, gilt dann
entwederU = ∅, V = T oderU = T, V = ∅.

Umgekehrt wollen wir zeigen,T ist zusammenhängend.
Dazu seiU zugleich offen und abgeschlossen inT, d.h.,
V := T r U ist auch offen. Wenn wir einfach aus dem Lem-
ma beliebige offene MengenÛ, V̂ ⊂ X mit U = T ∩ Û und
V = T ∩ V̂ wählen, dann gilt natürlichT ⊂ Û ∪ V̂ aberÛ und
V̂ sind nicht unbedingt disjunkt. Deshalb wiederholen wir die
Konstruktion aus dem Lemma, halbieren aber die Radien:

Û :=
⋃
u∈U

Bε(u)/2(u), V̂ :=
⋃
v∈V

Bε(v)/2(v).

Dann behaupten wir,̂U und V̂ sind disjunkt. Aus dieser Be-
hauptung und der Voraussetzung folgt, dass entwederT ⊂ Û
oderT ⊂ V̂, d.h., dass entwederU = T oderV = T (und
damitU = ∅).

Um die Behauptung zu beweisen, seiw ∈ Û ∩ V̂. Dann gibt
esu ∈ U ⊂ T undv ∈ V ⊂ T mit

w ∈ Bε(u)/2(u) ∩ Bε(v)/2(v).

Sei etwaε(u) ≤ ε(v). Dann gilt

d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) <
ε(u)

2
+
ε(v)
2
≤ ε(u).

D.h., v ∈ Bε(u)(u). Es gilt aberBε(u)(u) ∩ T ⊂ U. Weil v ∈ T
gilt damitv ∈ U – im Widerspruch zuv ∈ V = T r U. �

BemerkungB9.6. Obwohl Zusammenhang natürlich ein to-
pologischer Begriff ist, gilt dieser Satz nicht in jedem topolo-
gischen RaumX.

Ende der Vorlesung 2008 November 27

Wie Kompaktheit bleibt auch Zusammenhang unter steti-
gen Abbildungen erhalten.

Satz B9.7. Sei f: X → Y eine stetige Abbildung. Ist X zu-
sammenhängend, dann ist auch f(X) zusammenhängend.

Beweis.SeienU,V disjunkt und offen inY mit f (X) ⊂ U ∪V.
Wir wollen zeigen, entwederf (X) ⊂ U oder f (X) ⊂ V. Weil
f stetig ist, sindf −1(U) und f −1(V) offen inX. Die sind aber
disjunkt und überdeckenX. Weil X zusammenhängend ist, gilt
dann entwederf −1(U) = ∅ oder f −1(V) = ∅. �

Um diesen Satz als Erweiterung des Zwischenwertsatzes zu
sehen, zeigen wir, dass die zusammenhängenden Teilmengen
vonR genau die Intervalle sind. Wir erinnern uns, einIntervall
in R ist ein TeilmengeI mit folgender Eigenschaft (I.D5.3):

Sindx, y ∈ I und istx < p < y, dann istp ∈ I .

Satz B9.8. Eine Teilmenge T⊂ R ist genau dann zusammen-
hängend, wenn sie ein Intervall ist.

Beweis.SeiT ⊂ R zusammenhängend. Seienx < p < y mit
x, y ∈ T. Wärep < T, so wäre

T ⊂ (−∞, p) ∪ (p,+∞),

also (weilT zusammenhängend) entwederT ⊂ (−∞, p) oder
T ⊂ (p,+∞). Das Erste gilt aber nicht, weily ∈ T, und das
Zweite gilt nicht, weilx ∈ T.

Umgekehrt, seiT ⊂ R ein Intervall. SeienU,V ⊂ R dis-
junkt und offen mit T ⊂ U ∪ V. Wir nehmen an, es gibt
x ∈ T ∩ U und y ∈ T ∩ V, und folgern daraus einen Wider-
spruch. Ohne Einschränkung seix < y und damit [x, y] ⊂ T.
Wir definierenX := U ∩ [x, y], Y := V ∩ [x, y] = [x, y] r X
und p := supX ∈ [x, y]. Es gilt entwederp ∈ X oder p ∈ Y;
wir zeigen, dass beide zum Widerspruch führen.

Ist p ∈ X, dann istp , y; weil X offen in [x, y] ist, gibt es
dannε > 0 mit [p, p+ ε) ⊂ X, insbesondere mitp+ ε/2 ∈ X.
Das heißt,p ist keine obere Schranke fürX.

Ist hingegenp ∈ Y, dann istp , x; weil Y offen in [x, y] ist,
gibt esε > 0 mit (p − ε, p] ⊂ Y, d.h., (p − ε, p] ist disjunkt
von X. Weil p eine obere Schranke fürX ist, ist auch (p, y]
disjunkt vonX. D.h., X ⊂ [x, p − ε] und damit istp − ε eine
kleinere obere Schranke fürX. �

Korollar B9.9. [Vgl. I.D6.1.] Sei X zusammenhängend und
sei f : X → R stetig. Dann ist f(X) ein Intervall. Das heißt,
f nimmt jeden Wert an, der zwischen zwei Funktionswerten
liegt.
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Beweis.Mit Satz B9.8 ist dies der SpezialfallY = R vom
Satz B9.7. �

BemerkungB9.10. Die großen Sätze vom letzten Semester
über reelle Funktionen (I.D7.7; I.D7.12; Zwischenwertsatz
I.D6.1; usw.) verstehen wir jetzt als Folgerungen zweier topo-
logischer Eigenschaften eines Intervalls [a,b]: Kompaktheit
und Zusammenhang. Mit den beiden eher abstrakten Defini-
tionen konnten wir ganz schnell beweisen, dass beide Eigen-
schaften unter stetigen Abbildungen erhalten bleiben (B8.1,
B9.7). Eigentlich steckt mehr Arbeit darin, zu zeigen, dass
[a,b] die beiden Eigenschaften hat (B6.29, B9.8).

Definition B9.11. Sei X ein Raum, seienx, y ∈ X und sei
[a,b] ⊂ R ein kompaktes Intervall. Eine stetige Abbildung
γ : [a,b] → X mit γ(a) = x undγ(b) = y heißt einWegin X
von x nachy. Das Bildγ

(
[a,b]

)
nennen wir auch dieSpurdes

Weges.

Korollar B9.12. Die Spurγ
(
[a,b]

)
eines Wegesγ ist zusam-

menhängend.

Beweis.Dies ist der SpezialfallX = R vom Satz B9.7. �

Definition B9.13. Ein RaumX heißtwegzusammenhängend,
falls es zu je zwei Punktenx, y ∈ X einen Weg inX von x
nachy gibt.

BeispielB9.14. Es gibt zusammenhängende Räume, die nicht
wegzusammenhängend sind. Das gebräuchlichste Beispiel,
die sogenannte „Sinuskurve der Topologen“, ist

S :=
{(

x, sin1/x
)

: x ∈ (0,1]
}
∪

{(
0, y

)
: y ∈ [−1,1]

}
⊂ E2.

Satz B9.15. Ein wegzusammenhängender Raum ist zusam-
menhängend.

Beweis.SeiX ein nichtzusammenhängender Raum. Dann gibt
es nichtleere, disjunkte, offene TeilmengenU,V ⊂ X mit
U ∪ V = X. Jede zusammenhängende TeilmengeT ⊂ X ist
entweder inU oder inV enthalten. Mit Korollar B9.12 gibt
es deshalb keinen Weg von einem Punktu ∈ U nach einem
Punktv ∈ V. Damit istX nicht wegzusammenhängend. �
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C. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

C1. Definition

Sei K ein Körper. Jede lineare Gleichungbx = c (mit 0 ,
b ∈ K) hat die eindeutige Lösungx = c/b. Hingegen hat nicht
jede quadratrische Gleichungax2 + bx = c eine Lösung. In
den rationalen ZahlenQ z.B. hatx2 = 2 keine Lösung. Letztes
Semester behoben wir diese Problem, in dem wir die reellen
ZahlenR als Vervollständigung vonQ konstruierten. InR hat
x2 = c genau dann eine Lösungx = ±

√
c, wennc ≥ 0.

Wollen wir alle quadratische Gleichungen lösen können,
müssen wir die reellen Zahlen ergänzen und einen größeren
KörperC konstruieren. Dabei wirdC kein angordneter Kör-
per.

BemerkungC1.1. Jeder KörperK ⊃ R ist ein reeller Vektor-
raum. Die Vektoraddition ist die Körperaddition und die Ska-
larmultipliktion ist ein Spezialfall der Körpermultiplikation.

Sei nunK ⊃ R ein Körper, der eine Lösungi zur Gleichung
x2 = −1 enthält. Hier isti einfach ein Name für ein neues Ele-
menti ∈ K r R mit der Eigenschafti2 = −1. Als Vektorraum
enthältK die lineare Hülle

C := span(1, i) := {x+ yi : x, y ∈ R} ⊂ K

als 2-dimensionalen Unterraum. UmC als Körper zu sehen,
müssen wir noch die Multiplikation erklären. Wollen wir tat-
sächlich, dassi2 = −1, gibt es keine Wahl: aus den Körper-
axiomen (insbes. dem Distributivgesetz) muss gelten

(x+ yi)(a+bi) = xa+ yai + xbi + ybi2 = (xa− yb)+ (ya+ xb)i.

Es ist dann einfach zu verifizieren, dassC mit dieser Multi-
plikation (und der Vektoraddition) tatsächlich ein Körper ist.
Das heißt, wir haben einen KörperC ⊃ R gefunden, in dem
x2 = −1 eine Lösung (genauer gesagt, die zwei Lösungen±i)
hat.

Definition C1.2. Die R-lineare Abbildungz = x + yi 7→
z := x− yi heißt (komplexe) Konjugation und ist ein Körper-
automorphismus. Das heißt, nebenz+ w = z+ w gelten auch
zw = zw und z/w = z/w. Wir definieren denRealteilund den
Imaginärteileiner komplexen Zahl:

Rez :=
1
2

(z+ z) ∈ R, Re(x+ yi) = x,

Im z :=
1
2i

(z− z) ∈ R, Im(x+ yi) = y.

Damit gilt z = (Rez) + (Im z)i. Eine komplexe Zahlz ∈ C
ist natürlich genau dann reell, wenn Imz = 0; wir sagen,z
ist (rein) imaginär, falls Rez = 0. Die Zahl i =

√
−1 heißt

imaginäre Einheit.
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BemerkungC1.3. Über mehrere Jahrhunderte wurden kom-
plexen Zahlen benutzt – aber nur als Hilfsmittel, reellen Lö-
sungen zu finden. Man glaubte, die imaginären Zahlen – auch

wenn nützlich – seien nur Hirngespinste, die reellen Zahlen
hingegen existieren in der realen Welt.

Als Beispiel hat jede kubische Gleichung mit reellen Ko-
effizienten mindestens eine reelle Lösung; es gibt sogar eine
(allerdings komplizierte) Formel dazu, die 1545 von Carda-
no veröffentlicht wurde. Mit einer linearen Substitution kann
man die Gleichung in die reduzierte Formx3+ 3bx= 2c brin-
gen. Definieren wir dieDiskriminante D:= b3 + c2, ist

3
√

c+
√

D +
3
√

c−
√

D

eine reelle Lösung. FürD ≥ 0 ist alles reell; fürD < 0 hinge-
gen arbeiten wir vorübergehend mit komplexen Zahlen, auch
wenn die Endergebnis wieder reell ist.

Spätestens seit dem Versuch (etwa vor 100 Jahren), die reel-
len Zahlen rigoros zu definieren, verstehen Mathematiker das
alles ganz anders. Schon die reellen Zahlen sind „imaginär“
im Sinne, dass sie ein menschliches Hirngespinst sind. Hin-
gegen sind die komplexen Zahlen auch „reell“ sind im Sinne,
dass sie eine sehr vernünftige mathematische Struktur bilden.
Sie spielen z.B. bei der von Eugene Wigner benannten „un-
verschämten Effektivität der Mathematik in den Naturwissen-
schaften“ eine entscheidende Rolle.

Wir habenC gebaut, damit jede reelle Zahl eine Wurzel hat.
Es stellt sich heraus, dass sogar jede komplexe Zahlz ∈ C eine
Wurzelw ∈ C hat:

w =
√

1/2
(
|z| + Rez

)
+

√
1/2

(
|z| − Rez

)
i.

Mit der aus der Schule bekannten Lösungsformel hat dann je-
de quadratische Gleichung eine expliziete Lösung inC.

Der Fundamentalsatz der Algebra, den wir später beweisen,
sagt, dass jedes PolynomP(z) mit komplexen Koeffizienten
eine NullstelleP(z) = 0 in C hat. (Es folgt, dass die Anzahl
der Nullstellen gleich dem Grad des Polynoms ist, wenn diese
mit einer angemessenen Vielfachheit gezählt werden.)

C2. Metrik und Topologie

Die natürliche Basis{1, i} gibt uns eine Identifizierung

C � R2, x+ yi ←→ (x, y), z←→ (Rez, Im z).

Es ist oft sehr hilfreich, wenn man sich komplexe Zahlen bild-
lich als Punkte in dieser sogenanntenGauß’schen Zahlenebe-
nevorstellt.

Definition C2.1. Auf C benutzen wir die euklidische Norm
aufR2, die sich auch komplex ausdrücken lässt:

|x+ yi| = |z| :=
√

zz=
√

x2 + y2 =
∥∥∥(x, y)

∥∥∥
2
.

Wir nennen|z| denBetragvonz.

BemerkungC2.2. Natürlich gilt die Dreiecksungleichung|z+
w| ≤ |z| + |w|. Ähnlich zum Betrag aufR gilt aber auch|zw| =
|z| |w| und (fürw , 0)

∣∣∣z/w∣∣∣ = |z|/|w|.
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BemerkungC2.3. Als metrischer Raum istC deshalb isome-
trisch zuE2. Damit sind alle topologischen Fragen (Konver-
genz, Stetigkeit, Kompaktheit usw.) geklärt. Auch fürCn gilt
Cn � E2n.
BeispieleC2.4. Es gelten z.B.:

1. Eine Folge (zn) in C konvergiert genau dann gegenw ∈
C, wenn Rezn→ Rew und Imzn→ Im w.

2. Eine komplexe Funktionf : X→ C ist genau dann ste-
tig, wenn Ref und Im f stetige FunktionenX → R
sind.

3. Der RaumCn ist vollständig und wegzusammenhän-
gend.

4. Eine TeilmengeT ⊂ Cn ist genau dann kompakt, wenn
sie beschränkt und abgeschlossen inCn ist.

BeispielC2.5. Komplexe Multiplikation (z,w) 7→ zw ist eine
stetige AbbildungC2→ C. (Weil (x, y,a,b) 7→ (xa− yb, xb+
ya) eine stetige AbbildungR4→ R2 ist.) Es folgt, dass die Re-
chenregeln für reelle Folgen (I.B5.2) auch für komplexe Fol-
gen gelten, insbes., dass

lim(znwn) = (lim zn)(lim wn),

falls die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite existieren.
BemerkungC2.6. Hingegen machen viele Sachen, die wir
in R bzw. für reelle Funktionen definiert haben, inC bzw.
für komplexe Funktionen deswegen keinen Sinn mehr, weil
C nicht angeordnet ist:

• Eine Teilmenge inC hat kein Supremum bzw. Infimum.

• Eine Abbildungf : C→ Y hat keine einseitigen Grenz-
werte.

• Monotonie macht keinen Sinn für komplexe Funktionen
C→ C (bzw.R→ C bzw.C→ R).

BemerkungC2.7. Es gibt inC keine Intervalle und deshalb
keinen Zwischenwertsatz. (Um komplexe Nullstellen topolo-
gisch zu finden, braucht man den komplizierteren Begriff ei-
neseinfach zusammenhängendenRaumes.)
BemerkungC2.8. In der komplexen Analysis lernt man die er-
weiterten komplexen Zahlen (die Riemann’sche Sphäre)C =
C ∪ {∞} kennen. Hier gibt es nur das eine unendliche Ele-
ment∞ und die Rechenregeln sind ein bisschen anders als in
R. In diesem Semester betrachten wirC nicht weiter.
BemerkungC2.9. Später werden wir Ableitungen für Funk-
tionenR2 → R2 definieren. Die komplexe Ableitung einer
FunktionC → C ist aber etwas Strengeres, die wir hier nicht
betrachten.

C3. Komplexe Reihen

a. Reihen in Banachräumen

BezeichneV in diesem Abschnitt einenBanachraum, d.h.
ein vollständiger normierter Vektorraum. Im letzten Semester
(I.C) betrachteten wir Reihen inR. Die meisten Ergebnisse
können wir leicht auf Reihen inV übertragen.

Definition C3.1. [Vgl. I.C1.1.] Sei (an)n≥1 eine Folge inV.
Wir definieren dazu die Folge (sn) derPartialsummen:

sn :=
n∑

k=1

ak := a1 + a2 + · · · + an.

Diese neue Folge nennen wir die zu (an) gehörige(unendli-
che) Reihe. Falls sie konvergiert, nennen wir den Grenzwert
dieReihensumme:

lim
n→∞

n∑
k=1

ak =:
∞∑

k=1

ak =:
∑

ak =: a1 + a2 + · · · .

Wir benutzen
∑

ak als Name sowohl für die Reihe selbst als
auch für deren Grenzwert (falls dieser existiert).

Satz C3.2 (Rechenregeln).[Vgl. I.C1.4.] Seien
∑

bn und∑
cn konvergente Reihen in V, und sei a∈ R. Die Reihe∑
(abn + cn) konvergiert auch. Es gilt

∞∑
n=1

(abn + cn) = a
∞∑

n=1

bn +

∞∑
n=1

cn.

Weil V vollständig ist, konvergiert eine Folge genau dann,
wenn sie eine Cauchyfolge ist. Das heißt:

Satz C3.3 (Cauchykriterium). [Vgl. I.C1.7.] Die Reihe∑
ak in V konvergiert genau dann, wenn es zu jedemε > 0

ein N ∈ N gibt, so dass für alle n≥ m≥ N gilt∥∥∥∥∥ n∑
k=m

ak

∥∥∥∥∥ < ε.
Korollar C3.4. [Vgl. I.C1.8.] Ist

(
‖ak‖

)
keine Nullfolge, dann

konvergiert
∑

ak nicht.

Definition C3.5. [Vgl. I.C2.3.] Eine Reihe
∑

ak in V heißt
absolut konvergent, wenn die Reihe

∑
‖ak‖ in R konvergent

ist.

Lemma C3.6. [Vgl. I.C2.7.] Eine absolut konvergente Reihe
in V ist konvergent und es gilt∥∥∥∥∥ ∞∑

k=1

ak

∥∥∥∥∥ ≤ ∞∑
k=1

∥∥∥ak

∥∥∥.
BemerkungC3.7. In jedemunvollständigennormierten Vek-
torraum gibt es hingegen eine absolut konvergente Reihe, die
nicht konvergiert.

Satz C3.8 (Wurzelkriterium). [Vgl. I.C2.10.] Sei
∑

ak ei-
ne Reihe in V. Falls es q< 1 gibt, so dass k

√
‖ak‖ ≤ q für

fast alle k ∈ N, dann ist die Reihe
∑

ak absolut konvergent.
Falls hingegen k

√
‖ak‖ ≥ 1 für unendlich viele k, dann ist

∑
ak

divergent.

BemerkungC3.9. Man kann den Satz auch wie folgt formulie-
ren: Seia := lim k

√
‖ak‖. Fallsa < 1, konvergiert

∑
ak absolut;

falls a > 1 divergiert
∑

ak.
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BemerkungC3.10. Der Satz hat fast nichts mitV zu tun. Alle
Aussagen beziehen sich auf die reelle Folge

∑
‖ak‖ mit nur

einer Ausnahme. Füra > 1 schließen wir nicht nur, dass
∑

ak

nicht absolut konvergiert, sondern (aus Korollar C3.4), dass∑
ak divergiert.

Korollar C3.11 (Quotientenkriterium). [Vgl. I.C2.12.] Sei∑
ak eine Reihe in V, wobei ak , 0 für fast alle k. Falls es

q < 1 gibt, so dass‖ak+1‖/‖ak‖
≤ q für fast alle k, dann ist∑

ak absolut konvergent. Falls hingegen‖ak+1‖/‖ak‖
≥ 1 für fast

alle k, dann ist
∑

ak divergent.

b. Komplexe Potenzreihen

Weil C � E2 ein Banachraum ist, gelten alle obigen Sätze
für komplexe Reihen.

BeispielC3.12. [Vgl. I.C1.10.] Seiz ∈ C. Wir betrachten
die geometrische Reihe

∑
zn. Für |z| ≥ 1 ist sie divergent; für

|z| < 1 konvergiert sie absolut:

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
.

Ende der Vorlesung 2008 December 4

Definition C3.13. [Vgl. I.F1.] Sei (an) eine Folge inC. Für
jedesz ∈ C betrachten wir diePotenzreihe

∞∑
k=0

akz
k.

Ist T ⊂ C die Menge allerz, für die die Reihe konvergiert,
dann definiert die Potenzreihe eine Funktionf : T → C durch
f (z) :=

∑
akzk.

Definition C3.14. Sei
∑

akzk eine Potenzreihe. Wir setzen
a := lim k

√
|ak| ∈ [0,+∞]. Wir definieren wie folgt denKon-

vergenzradius R∈ [0,+∞] der Potenzreihe:

R :=


+∞, a = 0,
1/a, 0 < a < +∞,

0, a = +∞.

BeispieleC3.15. Aus der Regel von l’Hôpital (I.E3) gilt

lim
k→+∞

logk
k
= 0.

Für jedesb ∈ R gilt daher lim
k√
kb = e0b = 1. Hingegen

wissen wir schon (I.F1.8), dass lim
k√
k! = +∞. Deshalb gelten

z.B.:

•
∑

zk hat KonvergenzradiusR= 1,

•
∑

kbzk hat ebenfallsR= 1,

•
∑

zk
/k! hatR= +∞,

•
∑

k!zk hatR= 0.

Satz C3.16. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe∑
akzk. Für |z| < R (d.h., für z∈ BR(0)) ist die Reihe abso-

lut konvergent. Für|z| > R ist sie divergent.

Beweis.Wegen k
√
|akzk| = z k

√
|ak| folgt dieser Satz direkt aus

dem Wurzelkriterium. �

BemerkungC3.17. Man kann auch Potenzreihen um ein Zen-
trumz0 ∈ C betrachten. Fallsf (z) =

∑
akzk Konvergenzradius

Rhat, dann ist

g(z) :=
∑

ak(z− z0)k = f (z− z0)

absolut konvergent fürz ∈ BR(z0) und divergent für|z−z0| > R.

BemerkungC3.18. Sei f (z) =
∑∞

0 akzk eine Potenzreihe mit
KonvergenzradiusR. Die Partialsummen

∑n
0 akzk sind Polyno-

me und haben Ableitungen
∑n

0 kakzk−1. (Dies wissen wir im
Fallez,ak ∈ R. Es gilt aber auch im komplexen Falle, sobald
man komplexe Ableitungen kennt.) Wir definieren

g(z) :=
∞∑
1

akkzk−1 =

∞∑
0

(k+ 1)ak+1zk.

Weil
k√
k → 1, hat auch diese Potenzreihe Konvergenzradi-

us R. Auf BR(0) ist g die Ableitung von f . Wir haben einen
Spezialfall (etwaR = ∞ und natürlich alles reell) im letzten
Semester bewiesen (I.F1.11). Der Beweis im allgemeinen Fall
ist sehr ähnlich. Es folgt natürlich, dassf auf BR(0) stetig ist;
einen einfacheren Beweis der Stetigkeit wird in der Übung ge-
macht.

BemerkungC3.19. SeiT die Menge allerz ∈ C, für die f (z) =∑
akzk konvergiert. Dann giltBR(0) ⊂ T ⊂ BR(0) aber viel

mehr können wir nicht sagen, weil Satz C3.16 im Falle|z| = R
gar nichts sagt. Obwohlf auf BR(0) stetig ist, kann es sein,
dassf auf T unstetig ist. (DerAbel’sche Grenzwertsatzsagt,
im reellen Fall istf stetig. Das heißt, fallsak ∈ R, dann istf
stetig aufT ∩ R ⊂ [−R,R].)

BeispielC3.20. Nehmen wir z.B.ak = 1/k; die Potenzreihe∑
zk
/k hatR= 1. Fürz= 1 ist die Reihe divergent; fürz= −1

ist sie konvergent (aber nicht absolut). Der Abel’sche Grenz-
wertsatz ist hier anwendbar und garantiert (vgl. I.F6.18), dass

1− 1/2 + 1/3 − · · · = log 2.

c. Elementare komplexe Funktionen

Im letzten Semester konstruierten wir die Exponentialfunk-
tion exp: R → R und die trigonometrischen Funktionen
sin, cos:R → R durch Potenzreihen mit unendlichem Kon-
vergenzradius. Diese Potenzreihen können wir auch komplex
betrachten.

Definition C3.21. Wir definieren die komplexe Exponential-
funktion exp:C → C und die komplexen trigonometrischen
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Funktionen cos, sin : C→ C durch

expz :=
∞∑

k=0

zk

k!
= 1+ z+

z2

2
+

z3

3!
+

z4

4!
+ · · · ,

cosz :=
∞∑
j=0

(−1) j z2 j

(2 j)!
= 1−

z2

2
+

z4

4!
− · · · ,

sinz :=
∞∑
j=0

(−1) j z2 j+1

(2 j + 1)!
= z−

z3

3!
+

z5

5!
− · · · .

Aus diesen drei, definieren wir die weiteren Funktionen cosh,
sinh, tanh, tan (usw.) genau wie im reellen Fall:

coshz := 1
2

(
expz+ exp(−z)

)
, tanhz := sinhz/ coshz,

sinhz := 1
2

(
expz− exp(−z)

)
, tanz := sinz/ cosz.

Satz C3.22 (Euler’sche Identität). Für z ∈ C gilt

expiz= cosz+ i sinz.

Beweis.Wir bekommen eine Teilfolge der Partialsummen
(die ebenfalls gegen expizkonvergiert), indem wir Klammern
in die Reihe setzen (I.C1.5):

expiz :=
∞∑

k=0

ikzk

k!
=

(
1+ iz

)
+

( i2z2

2
+

i3z3

3!

)
+ · · ·

=

∞∑
j=0

i2 j
( z2 j

(2 j)!
+ i

z2 j+1

(2 j + 1)!

)
.

Weil die Reihen für coszund sinzbeide konvergieren, können
wir die Rechenregeln anwenden, um eine lineare Kombination
zu summieren:

cosz+ i sinz=
∞∑
j=0

(−1) j z2 j

(2 j)!
+ i

∞∑
j=0

(−1) j z2 j+1

(2 j + 1)!

=

∞∑
j=0

(−1) j
( z2 j

(2 j)!
+ i

z2 j+1

(2 j + 1)!

)
. �

BemerkungC3.23. Weil auch im komplexen Fall cos gerade
ist und sin ungerade, gilt

exp(−iz) = cosz− i sinz.

Damit gelten auch

cosz= coshiz, sinz= i sinhiz.

Meistens betrachtet man die Euler’sche Identität fürz= θ ∈ R.
Dann gelten

Re exp(iθ) = cosθ, Im exp(iθ) = sinθ

und mit |expiθ| = 1 liegt expiθ auf dem Einheitskreis in der
Gauß’schen Zahlenebene.

Satz C3.24 (Cauchyproduktformel). Seien
∑

ak und
∑

bk

zwei absolut konvergente Reihen. Definieren wir

ck :=
∑
i+ j=k

aib j =

k∑
i=0

aibk−i = a0bk + · · · + akb0,

dann konvergiert
∑

ck mit Reihensumme
(∑

ak
)(∑

bk
)
.

BemerkungC3.25. Allgemeiner könnten wir die sogenannte
Doppelreihe ∑

i, j∈N

aib j

betrachten. Weil sie absolut konvergent ist, konvergiert sie in
jeder Umordnung, d.h. für jede Abzählung vonN × N. Hier
betrachten wir nur die diagonale Abzählung (vgl. I.G1.7), die
in der Definition vonck eingebaut ist.

Beweis.Wir betrachten die Partialsummen

sn :=
n∑
0

ak, tn :=
n∑
0

bk, un :=
n∑
0

ck.

Wir müssen zeigen, limsntn−un = 0. Dazu betrachten wir ein
Quadrat und ein Dreieck inN2:

�n :=
{
(i, j) ∈ N2 : i, j ≤ n

}
⊃ 4n :=

{
(i, j) ∈ N2 : i + j ≤ n

}
.

Dann gelten

sntn =
∑

(i, j)∈�n

aib j , un =
∑

(i, j)∈4n

aib j .

Damit gilt

|sntn − un| =

∣∣∣∣∣ ∑
�nr4n

aib j

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
�nr4n

|ai | |b j |

=
∑
�n

|ai | |b j | −
∑
4n

|ai | |b j |

≤
∑
�n

|ai | |b j | −
∑
�bn/2c

|ai | |b j |,

wo im letzten Schritt wir�bn/2c ⊂ 4n benutzen.
Wir wissen aber auch, dass

∑
ak und

∑
bk absolut konver-

gieren. Seien

An :=
n∑
0

|ak|, Bn :=
n∑
0

|bk|

die Partialsummen. Es gilt

AnBn =
∑
�n

|ai | |b j |.

Weil (An) und (Bn) konvergieren, konvergiert auch die Pro-
duktfolge (AnBn) und sie ist deshalb Cauchyfolge. Es folgt,∑

�n

|ai | |b j | −
∑
�bn/2c

|ai | |b j | = AnBn − Abn/2cBbn/2c → 0.

Damit gilt lim sntn − un = 0, wie gewünscht. �
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Korollar C3.26. Für alle z,w ∈ C gilt

exp(z+ w) = expz expw.

Beweis.Seienak := zk
/k! und bk := wk

/k! . Wir wenden die
Cauchyproduktformel an. Es gilt aus dem binomischen Lehr-
satz,

ck :=
∑
i+ j=k

aib j =
1
k!

k∑
i=0

(
k
i

)
ziwk−i =

1
k!

(z+ w)k.

Damit gilt

exp(z+ w) =
∑

ck =

(∑
ak

) (∑
bk

)
= expz expw. �

BemerkungC3.27. Im letzten Semester haben wir diese Glei-
chung (fürz,w ∈ R) aus der Differentialgleichung exp′ = exp
bewiesen. (Eigentlich geht dies auch komplex, sobald man
komplexe Differentiation kennt.) Der Beweis hier aus der Po-
tenzreihe ist unabhängig.

Definition C3.28. Für 0 < a ∈ R und z ∈ C definieren wir
az := exp(zloga). Insbesondere giltez = expz.

BemerkungC3.29. Diese Definition ist deshalb vernünftig,
weil mit Korollar C3.26 die normalen Rechenregeln für Po-
tenzen gelten:

az+w = azaw, (ab)z = azbz,
(
ax)z
= axz

für allea,b, x ∈ R undz ∈ C. Es gilt auch
az = az.

Definition C3.30. Betrachten wir nochmal die Euler’sche
Identität. Sei

z := eρ+iθ = eρeiθ = eρ(cosθ + i sinθ) =: r(cosθ + i sinθ)

für ρ, θ ∈ R. Diese Darstellung der komplexen Zahlz heißt
Polarform. Der Radiusr ist der Betrag|z| = r = eρ ≥ 0. Der
Winkel θ heißtArgumentvon z. Natürlich gilt reiθ = rei(θ+2π).
Das heißt, die Polarform ist nicht eindeutig. Um das Argu-
ment einer komplexen Zahl eindeutig zu definieren, wählen
wir immerθ = argz ∈ (−π, π]. Dann ist aber arg:Cr {0} → R
entlang der negativen reellen Achse unstetig.

BemerkungC3.31. In Polarform gelten

Rereiθ = r cosθ, Im reiθ = r sinθ, reiθ = re−iθ.

BemerkungC3.32. Sonderfälle der Euler’schen Identität lie-
fern schöne Formeln für bestimmten komplexen Zahlen auf
dem Einheitskreis:

e2πi = 1, eπi = −1. eπi/2 = i.

Es wird gesagt,eπi + 1 = 0 sei die schönste Formel in der
Mathematik, weil sie die fünf wichtigsten Zahlen verbindet.

BemerkungC3.33. Jetzt können wir das Additionstheorem
(I.F3.8) für cos bzw. sin neu herleiten als Realteil bzw. Imagi-
närteil der Gleichung

cos(x+ y) + i sin(x+ y)

= ei(x+y) = eixeiy = (cosx+ i sinx)(cosy+ i siny)

= (cosxcosy− sinxsiny) + i(sinxcosy+ sinycosx)

für x, y ∈ R. (Die Formeln gelten auch für nichtreellex, y.)

Im reellen Fall wurde Logarithmus als Umkehrfunktion der
injektiven Exponentialfunktion definiert. Die komplexe Expo-
nentialfunktion ist nicht mehr injektiv (e0 = 1 = e2πi).

Definition C3.34. Der komplexe LogarithmusC r {0} → C
wird durch

logz := log |z| + i argz

definiert; diese Funktion ist auf der negativen reellen Achse
unstetig, sonst stetig.

BemerkungC3.35. Es giltelogz = z. Umgekehrt gilt logez = z
nur dann, wennz nah an der reellen Achse liegt. Im Allge-
meinen gilt logez = z + 2πin mit n ∈ Z so gewählt, dass
Im z+ 2πn ∈ (−π, π]. (D.h.,n = −

⌊
Im z/2πi + 1/2

⌋
.)

Definition C3.36. Sein ∈ N+ und seiω := e2πi/n. Dann gilt
ωn = 1. Für jedesk ∈ Z gilt

(
ωk)n

= 1. Die n Nullstellen
von zn = 1, dien-ten Einheitswurzeln, sindωk = e2πik/n für
k = 0,1, . . . ,n− 1.

BemerkungC3.37. Sei 0, z ∈ C. Setzen wirw := e(logz)/n,
dann giltwn = z. Die anderenn-ten Wurzeln ausz sindw mal
die Einheitswurzeln:ωkw.

C4. Polynome

BezeichneK in diesem Abschnitt entweder den KörperR
oder den KörperC.

Definition C4.1. Ein Polynom(überK) ist eine Abbildung
P: K → K, die sich entweder alsP(z) ≡ 0 oder wie folgt
darstellen lässt:

P(z) =
n∑

j=0

c jz
j ,

wobei n ∈ N und dieKoeffizienten cj Zahlen ausK sind mit
cn , 0. Hier heißtn ∈ N der Grad deg(P) von P; wir de-
finieren deg(0)= −∞. Eine Zahlz ∈ K mit P(z) = 0 heißt
Nullstellevon P.

BemerkungC4.2. Summe und Produkt zweier Polynome sind
Polynome. Die Vereinbarung deg 0= −∞ ist sinnvoll: Nur
deshalb gelten die Regeln

deg(f g) = deg f + degg, deg(f + g) ≤ max(degf ,degg)

auch dann, wennf = 0 bzw.g = 0.
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Lemma C4.3. Sei P(z) =
∑n

0 c jzj ein Polynom mit cn = 1 und
sei C :=

∑
|c j |. Dann hat P keine Nullstellen außerhalb BC(0).

Beweis.Sei |z| ≥ C. Für j < n gilt |z| j ≤ |z|n−1 weil |z| ≥ 1.
Deshalb gilt nach der Dreiecksungleichung∣∣∣P(z) − zn

∣∣∣ ≤ n−1∑
j=0

|c j ||z|
j < C|z|n−1.

Daher gilt∣∣∣P(z)
∣∣∣ > |z|n −C|z|n−1 =

(
|z| −C

)
|z|n−1 ≥ 0. �

Korollar C4.4. Die Darstellung eines Polynoms ist eindeutig.
(Damit ist der Grad wohldefiniert).

Beweis.Die Differenz zweier unterschiedlicher Darstellungen
ergäbe eine Darstellung

∑
c jzj (mit cn , 0) für das Nullpo-

lynom, was dem Lemma widerspricht, sobald man durchcn

teilt. �

Ende der Vorlesung 2008 Dezember 14

BemerkungC4.5. Tatsächlich ist ein Polynom von Gradn
schon durch seine WerteP(zj) in je n + 1 Punktenzj ∈ K
bestimmt.
BemerkungC4.6. Wenn man in der abstrakten Algebra Poly-
nome über einem beliebigen Ring betrachtet, stimmt das Ko-
rollar nicht mehr. Deswegen muss man zwischenPolynom-
funktionen(unsere Polynome) undPolynomen(etwa unsere
Darstellungen) unterscheiden.

Wir habenC konstruiert, um Wurzeln ziehen zu können,
und haben gesehen, dass jedes quadratische Polynom überC
eine Nullstelle hat. Tatsächlich sagt der Fundamentalsatz der
Algebra, jedes komplexe Polynom hat eine Nullstelle.

Lemma C4.7. Sei P ein Polynom überC und sei w∈ C mit
P(w) , 0. Dann gibt es ein z∈ C so, dass|P(z)| < |P(w)|.

Beweis.Wir dürfen annehmen,w = 0, indem wir P(z) mit
Q(z) := P(z+ w) ersetzen. Nun seia := P(0) , 0. Es gibt
0 , b ∈ C undk ∈ N+ so, dass wirP in der Form

P(z) = a+ bzk(1+ c1z+ · · · + cnzn)

(mit c1, . . . , cn ∈ C) schreiben können. Für die stetige reelle
Funktiong(r) := 1−

∑n
1 |c j |r j gilt g(0) > 0. Dann gibt esε > 0

so, dass für|r | < ε gilt g(r) > 0.
Sei nunw ∈ C einek-te Wurzel aus−a/b und wähleλ ∈

(0,1) ⊂ R klein genug, dassz := λw den Betragr := |z| =
λ|w| < ε hat. Dann gilt

a+ bzk = a+ bλkwk = a(1− λk)

und damit ∣∣∣P(z)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣a+ bzk

∣∣∣ + |b|rk
n∑
1

|c j |r
j

= |a| − λk|a| + |b|rk
n∑
1

|c j |r
j

= |a| + |b|rk
(
−1+

n∑
1

|c j |r
j
)

= |a| − |b|rkg(r) < |a|. �

Satz C4.8 (Fundamentalsatz der Algebra).Jedes nichtkon-
stante Polynom überC hat eine Nullstelle.

Beweis.Sei P ein Polynom. Wir setzena :=
∣∣∣P(0)

∣∣∣ und dür-
fen annehmen,a > 0 (weil sonst 0 eine Nullstelle ist). Weil
|P| : C → R stetig ist, ist das UrbildA :=

{
z ∈ C :

∣∣∣P(z)
∣∣∣ ≤ a

}
von [0,a] kompakt. AufA nimmt die stetige Funktion|P| des-
halb ihre Minimum an: es gibtw ∈ A mit |P(w)| ≤ |P(z)| für
alle z ∈ A. Aus der Definition vonA ist w dann ein globales
Minimum für |P| aufC. Aus dem Lemma folgtP(w) = 0. �

Aus der Schule kennen wir den Divisionsalgorithmus für
Polynome:

Satz C4.9. Seien F und G Polynome überK mit degG > 0.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome Q (Quotient) und
R (Rest) überK mit

F = QG+ R und degR< degG.

Korollar C4.10. Ist P 6≡ 0 ein Polynom überK und ist a∈ K
eine Nullstelle, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom
Q mit P(z) = (z− a)Q(z).

Korollar C4.11. Jedes komplexe Polynom von Grad n≥ 0
hat n Nullstellen im Sinne, dass es a1, . . . ,an ∈ C und c∈ C
gibt mit

P(z) = c
n∏

j=1

(z− a j).

Beweis.Wir benutzen Induktion übern. Für n = 0 ist P ≡ c
eine Konstante. Fürn > 0 hat P aus dem Fundamental-
satz eine Nullstellean. Mit dem letzten Korollar können wir
P(z) = (z− an)Q(z) schreiben, wobei degQ = n− 1. Aus der
Induktionsvoraussetzung folgt dann

Q(z) = c
n−1∏
j=1

(z− a j). �

BemerkungC4.12. Sei P(z) =
∑

c jzj ein komplexes Poly-
nom. SeiP das konjugierte PolynomP(z) =

∑
c jzj . Dann gilt

P(z) = P(z). Ist a eine Nullstelle vonP, dann ista eine Null-
stelle vonP.

Im Falle, dass die Koeffizienten reell sind (c j ∈ R), gilt
P = P. Für jede nichtreelle Nullstellea ∈ C ist a auch eine
Nullstelle. Das heißt (z− a)(z− a) = z2 − 2 Rea+ |a|2 teilt P.
Sinda j ,a j die nichtreellen undbk die reellen Nullstellen, dann
gilt

P(z) = c
∏

(z− bk)
∏(

z2 − 2 Rea j + |a j |
2
)
.
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D. VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN AUF EINEM
INTERVALL

In diesem Abschnitt seiW ein Banachraum, d.h. ein voll-
ständiger normierter Vektorraum. Fast alle Sätze über reelle
Reihen (aus I.C) konnten wir leicht auf Reihen inW erwei-
tern (im Abschnitt C3).

Ähnlich der Reihensumme sind auch Ableitungen bzw. In-
tegrale als Grenzwerte von linearen Operationen (Differen-
zenquotienten bzw. Riemann’schen Summen) definiert. Damit
können wir deren Definitionen leicht auf vektorwertige Funk-
tionen übertragen.

D1. Ableitungen vektorwertiger Funktionen

Sei I ⊂ R ein Intervall und seif : I → W eine Abbildung,
eine vektorwertige Funktion aufI .

BemerkungD1.1. Falls f : I → W stetig ist, ist f ein Weg
oder eine(parametrisierte) Kurveim RaumW.

Wir können die Ableitung vonf in p ∈ I genau so definie-
ren, wie im FalleW = R:

Definition D1.2. [Vgl. I.E1.1.] Die Abbildung f : I → W
heißtdifferenzierbarin p ∈ I , falls der Limes

f ′(p) := lim
x→p

f (x) − f (p)
x− p

= lim
h→0

f (p+ h) − f (p)
h

∈W

existiert. Dann heißtf ′(p) dieAbleitungvon f in p.

BeispielD1.3. [Vgl. I.E1.2.] Fürv,w ∈W heißt f (t) := tv+w
eineaffin lineare FunktionR→W. Sie hat in jedemt ∈ R die
Ableitung f ′(t) = v.

BemerkungD1.4. [Vgl. I.E1.5.] Falls f : I → W differen-
zierbar in p ist, dann ist f in p stetig, weil für x → p gilt
f (x) − f (p)→ f ′(p) · 0.

BemerkungD1.5. Die Ableitung f ′(t) ∈ W heißt auchTan-
gentenvektorder parametrisierten Kurvef im Punkt f (t).
Wenn man den Parametert als Zeit betrachtet, isṫf (t) = f ′(t)
die Geschwindigkeitder Kurve. Die Norm

∥∥∥ ḟ (t)
∥∥∥ nennt man

auchSchnelligkeitder Kurve.

Lemma D1.6. [Vgl. I.E1.17.] Eine Funktion f: I → W ist
genau dann differenzierbar in p∈ I, wenn es eine Funktion
f1 : I →W so gibt, dass f(x) = f (p)+ (x− p) f1(x) und f1 in p
stetig ist. Es gilt dann f′(p) = f1(p).

Beweis.Für x , p ist f1(x) nichts anders als der Differen-
zenquotientf (x)− f (p)

x−p . Diese Funktion hat genau dann eine ste-
tige Erweiterung aufx = p, wenn die Ableitungf ′(p) exi-
stiert. �

Satz D1.7. [Vgl. I.E1.9.] Seien f,g : I → W und h: I → R
differenzierbar in p∈ I. Dann sind auch f± g und h f in p
differenzierbar und es gelten die Rechenregeln

( f±g)′(p) = f ′(p)±g′(p), (h f)′(p) = h′(p) f (p)+h(p) f ′(p).

Beweis.Weil die Regeln fürf ± g noch einfacher sind, be-
trachten wir nur die Produktregel. Wir benutzen die Funktio-
nen f1 : I →W undh1 : I → R aus dem Lemma. Aus

f (x) = f (p) + (x− p) f1(x), h(x) = h(p) + (x− p)h1(x)

folgt

(h f)(x) = (h f)(p) + (x− p)s1(x)

mit

s1(x) := h(p) f1(x) + h1(x) f (p) + (x− p) f1(x)h1(x).

Die Funktions1 ist in p stetig mit Werts1(p) = h(p) f1(p) +
h1(p) f (p). Aus dem Lemma (nochmal) folgt die Produktregel.

�

Satz D1.8. [Vgl. I.E1.19.] Seien I, J ⊂ R Intervalle und seien
f : I →W und g: J→ I differenzierbare Abbildungen. Dann
gilt die Kettenregel

( f ◦ g)′(p) = f ′
(
g(p)

)
g′(p).

Beweis.(Aufgabe.) �

D2. Endlich-dimensionale Banachräume

Nun seiW endlich-dimensional, dimW = n. Jede Basis
{w1, . . . ,wn} für W gibt uns durch

(a1, . . . ,an) 7→ a1w1 + · · · + anwn =
∑

aiwi

einen IsomorphismusRn→W.
Wir wissen schon, allèp-Normen aufRn sind äquivalent

(Lemma B4.7). Darüber hinaus gilt:

Lemma D2.1. Alle Normen auf einem endlich-dimensionalen
Raum W sind äquivalent.

Beweis.Wir dürfen annehmen,W = Rn. Sei {ei} die kanoni-
sche Basis fürRn und sei‖·‖ eine beliebige Norm. Es reicht
aus zu zeigen, dass diese Norm und die`1-Norm äquivalent
sind.

Mit M := maxi ‖ei‖ gilt aus der Dreiecksungleichung

‖v‖ =
∥∥∥(v1, . . . vn)

∥∥∥ ≤∑
|vi | ‖ei‖ ≤ M

∑
|vi | = M‖v‖1.

Es folgt, dass ∣∣∣‖v‖ − ‖w‖∣∣∣ ≤ M‖v− w‖1.

Das heißt, die FunktionRn → R, v 7→ ‖v‖ ist Lipschitz be-
züglich der̀ 1-Metrik, insbesondere stetig bezüglich der Stan-
dardtopologie aufRn.

Damit hat‖·‖ auf der kompakteǹ1-Einheitssphäre

S1 := {v ∈ Rn : ‖v‖1 = 1}

ein Minimumm. Weil ‖v‖ > 0 für v , 0 (insbes. fürv ∈ S1),
gilt m> 0. Es folgt, dass‖v‖ ≥ m‖v‖1 für allev ∈ Rn. Mit

m‖v‖1 ≤ ‖v‖ ≤ M‖v‖1

sind‖·‖ und‖·‖1 äquivalent. �
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Korollar D2.2. Ein endlich-dimensionaler Vekttorraum W ist
mit jeder Norm vollständig, d.h. ein Banachraum. �

Korollar D2.3. Sei W ein endlich-dimensionaler Vektorraum
und f : I → W eine Abbildung. Die Differenzierbarkeit von f
und die Ableitungen f′(p) sind unabhängig von der Norm
auf W. �

BemerkungD2.4. Das heißt, die (Vektor-)Geschwindigkeit
γ′(t) einer Kurveγ im endlich-dimensionalen RaumW ist un-
abhängig von der Norm‖·‖ aufW hängt natürlich Deren Norm
‖γ′(t)‖ – die Schnelligkeit vonγ – hängt natürlich von der aus-
gewählten Norm ab.

Satz D2.5. Sei f : I → Rn eine Abbildung, f= ( f1, . . . , fn).
Die Abbildung f ist genau dann in p differenzierbar, wenn
jedes fi : I → R in p differenzierbar ist. Es gilt

f ′(p) =
(
f ′1(p), . . . , f ′n(p)

)
.

Beweis.Die Ableitung ist per Definition ein Limes. Mit Lem-
ma B6.31 können wir diesen Limes komponentenweise be-
trachten. �

Später werden wir Ableitungen auch für Funktionen auf ei-
nem BanachraumV betrachten. Wegen folgenden Satzes ist
es wichtig, dassV endlich-dimensional ist.

Satz D2.6. Seien V und W Banachräume und sei L: V → W
eine lineare Abbildung. Falls V endlich-dimensional ist, ist L
eine Lipschitzabbildung (und damit stetig).

Beweis.Falls dimV = n, dürfen wir annehmen,V = Rn mit
der `1-Norm. Seiwi := L(ei) ∈ W für i = 1, . . . ,n und sei
λ := max‖wi‖. Fürv = (v1, . . . , vn) gilt dann∥∥∥L(v)

∥∥∥ = ∥∥∥∑ viwi

∥∥∥ ≤∑
|vi | ‖wi‖ ≤ λ

∑
|vi | = λ ‖v‖1.

Damit istλ eine Lipschitzkonstante fürL. �

Ende der Vorlesung 2009 Januar 5

D3. Mehr über Ableitungen

Definition D3.1. Sei f : I → W differenzierbar. Genau wie
im reellen Fall heißtf stetig differenzierbar, falls f ′ : I → W
stetig ist.

BemerkungD3.2. Für Ableitungen reeller Funktionen – auch
wenn diese unstetig sind – hatten wir einen Zwischenwert-
satz (I.F4.1). Dieser macht keinen Sinn mehr für vektorwer-
tige Funktionen, weilf ′(I ) eine Teilmenge vonW (und nicht
vonR) ist.

BeispielD3.3. Der Mittelwertsatz (I.E2.4) hingegen macht
immer noch Sinn für vektorwertige Funktionen: wir können
die Frage stellen, ob esc ∈ [a,b] gibt mit f ′(c) = f (b)− f (a)

b−a .
Die Antwort ist aber „nein“, der Mittelwertsatz stimmt einfach
nicht mehr. Sei z.B.f (t) := (cost, sint) ∈ R2 für t ∈ [0,2π].
Es gilt f (2π) = f (0); weil f ′(t) = (− sint, cost), gibt es aber
kein t mit f ′(t) = (0,0).

Folgender Satz ist im FalleW = R ein unmittelbares Korol-
lar des Mittelwertsatzes.

Satz D3.4. Sei f: [a,b] → W stetig und in jedem inneren
Punkt differenzierbar. Setze M:= sup

{
‖ f ′(t)‖ : t ∈ (a,b)

}
.

Dann gilt
∥∥∥ f (b) − f (a)

∥∥∥ ≤ M(b− a).

Beweis.Im FalleM = ∞ gibt es nichts zu beweisen. Sonst sei
c ∈ (a,b) und seiM < C ∈ R. Wir setzen

S :=
{
t ∈ [c,b] :

∥∥∥ f (t) − f (c)
∥∥∥ ≤ C(t − c)

}
und s := supS. Weil S nicht leer ist (c ∈ S), gilt s ∈ [c,b].
Weil f stetig ist, istS abgeschlossen und damit gilts ∈ S. Wir
behaupten,s= b. Dann gilt

∥∥∥ f (b)− f (c)
∥∥∥ ≤ C(b−c) und zwar

für jedesC > M, also
∥∥∥ f (b) − f (c)

∥∥∥ ≤ M(b− c). Weil dies für
jedesc ∈ (a,b) gilt und f stetig ist, gilt∥∥∥ f (b) − f (a)

∥∥∥ ≤ M(b− a).

Wir beweisen die Behauptung indirekt. Fallss < b, sei t ∈
(s,b). Aus der Dreiecksungleichung gilt∥∥∥ f (t) − f (c)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥ f (t) − f (s)
∥∥∥ +C(s− c).

Aus der Differenzierbarkeit vonf in s folgt, dass∥∥∥ f (t) − f (s)
∥∥∥

t − s
→ ‖ f ′(s)‖ < C

für t → s. Deshalb gibt esδ > 0 so, dass fürs< t < s+ δ gilt∥∥∥ f (t) − f (s)
∥∥∥ ≤ C(t − s)

und damit ∥∥∥ f (t) − f (c)
∥∥∥ ≤ C(t − c).

Das heißt,t ∈ S, was die Definition vons widerspricht. �

Korollar D3.5. [Vgl. I.E2.8.] Seien f,g: I →W differenzier-
bar mit f′ ≡ g′. Dann gibt es w∈W mit f(x) − g(x) ≡ w.

Beweis.Seih = f − g. Es gilth′ ≡ 0. Für allea < b ∈ I sagt
der Satz,‖h(b) − h(a)‖ ≤ 0, d.h.,h(b) = h(a). �

Definition D3.6. Die höheren Ableitungen einer vektorwerti-
gen Funktionf : I → W definieren wir genau wie im reellen
Fall:

f (k+1) :=
(
f (k))′;

Taylorpolynome bzw. Taylorreihen auch so:

∑
k

f (k)(p)
(x− p)k

k!
.
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D4. Integrale vektorwertiger Funktionen

Seien [a,b] ⊂ R ein kompaktes Intervall,X ein metrischer
Raum undf : [a,b] → X eine Funktion. Treppen- bzw. Re-
gelfunktionen definiert man genau wie im FalleX = R.

Definition D4.1. Die Funktion f : [a,b] → X heißt Trep-
penfunktion, falls sie stückweise konstant ist, d.h. konstant
auf jedem offenen Teilintervall (zj−1, zj) einer Treppenzerle-
gungZ. Sie heißtRegelfunktion, falls alle einseitigen Grenz-
werte f (p±) existieren.

Satz D4.2. [Vgl. A3.5.] Sei X vollständig. Eine Funktion
f : [a,b] → X ist genau dann eine Regelfunktion, wenn es eine
Folge(ϕk) von Treppenfunktionen gibt, die gegen f gleichmä-
ßig konvergiert.

Beweisidee.Der Beweis des Satzes – und die Beweise der
zwei Lemmata – gelten ungeändert, wenn man einfach alle
Begriffe der Form| f (x) − f (y)| mit d

(
f (x), f (y)

)
ersetzt. Die

Vollständigkeit wird (nur) am Ende des zweiten Lemmas be-
nutzt, um einen einseitigen Grenzwert zu finden. �

Obwohl wir diesen Satz allgemein für vollständige metri-
sche Räume bewiesen haben, haben wir nur an dem Fall In-
teresse, woX = W ein Banachraum ist. Nur in einem Vektor-
raum können wir Riemann’sche Summen als lineare Kombi-
nationen definieren.

Definition D4.3. [Vgl. A4.1.] Sei f : [a,b] → W eine Funk-
tion und Ż eine markierte Zerlegung von [a,b]. Die Rie-
mann’sche Summevon f bezüglichŻ ist

S( f , Ż) :=
k∑

j=1

∆zj f (ξ j) =
k∑

j=1

(zj − zj−1) f (ξ j).

Seiϕ : [a,b] → W eine Treppenfunktion. Das(Treppen-)-
Integralvonϕ ist ∫ b

a
ϕ := S(ϕ, Ż),

wo Ż eine beliebige Treppenzerlegung fürϕ ist.

BemerkungD4.4. Dass das Treppenintegral wohldefiniert ist,
folgt aus einem Analogon zu Lemma A4.2, das wir nicht ex-
plizit aufschreiben.

Folgendes Lemma gilt genau wie im reellen Fall:

Lemma D4.5. [Vgl. A4.4.] Es gelten Linearität und Inter-
valladditivität: ∫ b

a
( f + cg) =

∫ b

a
f + c

∫ b

a
g,∫ b

a
f =

∫ p

a
f +

∫ b

p
f .

Lemma D4.6. Es gilt∥∥∥∥∥∫ f
∥∥∥∥∥ ≤ ∫

‖ f ‖.

Beweis.Sei Ż eine markierte Treppenzerlegung fürf . Dann
ist Ż auch für die Treppenfunktion‖ f ‖ : [a,b] → R eine Trep-
penzerlegung. Es gilt∥∥∥∥∥∫ f

∥∥∥∥∥ = ∥∥∥∥S( f , Ż)
∥∥∥∥ = ∥∥∥∥∑∆zj f (ξ j)

∥∥∥∥
≤

∑∥∥∥∆zj f (ξ j)
∥∥∥ =∑

∆zj

∥∥∥ f (ξ j)
∥∥∥

= S(‖ f ‖, Ż) =
∫
‖ f ‖,

wo die Ungleichung in der Mitte die Dreiecksungleichung
für W ist. �

BemerkungD4.7. Für reelle Integrale folgte diese Unglei-
chung aus der Monotonie (f ≥ 0 =⇒

∫
f ≥ 0). Für vek-

torwertige Integrale macht Monotonie natürlich keinen Sinn.

Lemma D4.8. [Vgl. A4.8.] Sei f: [a,b] → W eine Regel-
funktion, und (ϕn) eine Folge von Treppenfunktionen, die
gleichmäßig gegen f konvergiert. Dann konvergiert in W die

Folge
(∫ b

a
ϕn

)
. Der Grenzwert ist unabhängig von der gewähl-

ten Folge(ϕn); wir nennen ihn das(Regel-)Integral
∫ b

a
f .

Beweisskizze.Der Beweis, dass
(∫ b

a
ϕn

)
eine Cauchyfolge ist,

geht genau wie im reellen Fall. WeilW vollständig ist, kon-
vergiert diese Cauchyfolge. �

BemerkungD4.9. Aus den obigen Eigenschaften des Trep-
penintegrals – Linearität, Intervalladditivität und die Unglei-
chung

∣∣∣∫ f
∣∣∣ ≤ ∫

| f | – folgen unmittelbar dieselben für das
Regelintegral.

BemerkungD4.10. Uneigentliche Integrale definiert man wie
im reellen Fall als Grenzwerte eigentlicher Integrale. Man
kann auch Riemann- bzw. Lebesgue- bzw. Gauge-Integrale
für vektorwertige Funktionen definieren. Wie im reellen Fall
ist jedes Regelintegral auch ein Riemann-Integral:∫ b

a
f = lim

∆(Z)→0
S( f , Ż).

BemerkungD4.11. [Vgl. A4.11.] Man kann natürlich den
Mittelwert definieren? b

a
f :=

∫ b

a
f∫ b

a
1
=

1
b− a

∫ b

a
f ,

der Mittelwertsatz der Integralrechnung (A4.12) gilt aber
nicht für verktorwertige Funktionen. (Beispiel D3.3 kann man
hier wieder verwenden.) Man hat aber immer noch eine wich-
tige Folgerung: Falls‖ f ‖ ≤ ε auf [a,b] gilt, dann gilt∥∥∥∥? b

a
f
∥∥∥∥ ≤ ? b

a
‖ f ‖ ≤ ε.

Ende der Vorlesung 2009 Januar 8
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Im Fall eines endlich-dimensionalen BanachraumsW kann
man natürlich komponentenweise integrieren:

Satz D4.12.Eine Funktion

f = ( f1, . . . , fn) : [a,b] → Rn

ist genau dann eine Regelfunktion, wenn jedes fi eine Regel-
funktion ist. Dann gilt∫ b

a
f =

(∫ b

a
f1, . . . ,

∫ b

a
fn
)
.

Beweis.(Aufgabe.) �

D5. Der Hauptsatz

Unbestimmte Integrale, Stammfunktionen und der Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung kann man auch
leicht auf vektorwertige Funktionen übertragen.

Definition D5.1. [Vgl. A5.3.] Sei f : [a,b] → W eine Re-
gelfunktion und seic ∈ [a,b]. Die FunktionF : [a,b] → W,
definiert durch

F(p) :=
∫ p

c
f (x) dx,

heißt einunbestimmtes Integralvon f .

Satz D5.2. [Vgl. A5.4.] Sei f: [a,b] → W eine Regelfunk-
tion. Ein unbestimmtes Integral F von f ist stetig und hat
in jedem p∈ [a,b] einseitige Ableitungen F′±(p) = f (p±).
Falls f in p stetig ist, folgt, dass F in p differenzierbar ist mit
F′(p) = f (p).

Beweisskizze.Wie im reellen Fall gilt

F′+(p) = lim
h→0+

? p+h

p
f .

Weil f eine Regelfunktion ist, existiertf (p+). D.h.,

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ (p, p+ δ)
∥∥∥ f (p+) − f (x)

∥∥∥ < ε.
Für h < δ gilt dann aus Bemerkung D4.11, dass∥∥∥∥ f (p+) −

? p+h

p
f
∥∥∥∥ < ε.

Es folgt, dass

f (p+) = lim
h→0+

? p+h

p
f = F′+(p).

Ähnliches gilt für die linksseitigen Ableitungen. �

Definition D5.3. [Vgl. A5.5.] Sei f : [a,b] →W stetig. Eine
stetig differenzierbare FunktionΦ : [a,b] → W mit Φ′ = f
heißt eineStammfunktionfür f .

Satz D5.4. [Vgl. A5.7.] Sei f: [a,b] → W stetig. Für je-
des c∈ [a,b] ist das unbestimmte Integral F(x) :=

∫ x

c
f eine

Stammfunktion für f . Sei nunΦ eine beliebige Stammfunktion
für f . Für p,q ∈ [a,b] gilt∫ q

p
f = Φ(q) − Φ(p) =: Φ

∣∣∣∣q
p
.

Beweis.Weil f stetig ist, sagt Satz D5.2, dassF′ ≡ f . D.h.,F
ist eine Stammfunktion. Aus Korollar D3.5 hat jede Stamm-
funktion die FormΦ = F + w für w ∈ W. Aus Intervalladditi-
vität folgt, dass

Φ
∣∣∣∣q
p
= F

∣∣∣∣q
p
=

∫ q

p
f . �

D6. Schlusswort

In diesem Abschnitt haben wir Ableitungen und Integrale
für Funktionen mit Werten in einem BanachraumW betrach-
tet. Wie wir gesehen haben, ist die Theorie weitgehend unab-
hängig vonW und kommt dem FalleW = R fast gleich.

Wenn wir nur an endlich-dimensionalen RäumenW Inter-
esse hätten, könnten wir einfach sagen: Man wählt eine Basis,
W � Rn, und alles wird komponentenweise gemacht.

Hingegen ziehen wir (auch im Falle dimW < ∞) einen an-
deren Gesichtspunkt vor. Die Wahl einer Basis ist unwichtig.
Ableitungen und Integrale sind lineare Verfahren. Die Defini-
tionen, Ergebnisse und Beweise kann man direkt mit Vektoren
betrachten.
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E. ABLEITUNGEN IN MEHREREN DIMENSIONEN

In diesem Abschnitt, seienV und W Banachräume mit
dimV = m < ∞, seiG ⊂ V offen und seif : G → W eine
Abbildung.

Die Ableitung von f in einem Punktp ∈ G ist jetzt kein
Vektor inW sondern eine lineare AbblidungL : V →W. Weil
dies ein bisschen kompliziert wird, fangen wir mit etwas ein-
facherem an.

E1. Richtungsableitungen

Sei I ⊂ R ein Intervall und seiγ : I → G ⊂ V eine Kurve
in G. Dann ist f ◦ γ eine AbbildungI → W und wir können
ihre Ableitungen (im Sinne von §D1) untersuchen.

Definition E1.1. Sei s ∈ I und seip := γ(s) ∈ G. Die Ablei-
tung von f in p entlang der Kurveγ ist

( f ◦ γ)′(s) =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=s

f (γ(t)) = lim
h→0

f (γ(s+ h)) − f (γ(s))
h

∈W.

Der wichtigste Fall ist der, woγ eine Gerade durchp in
Richtungv ∈ V ist, d.h.,γ(t) := p+ tv.

Definition E1.2. Seienp ∈ G undv ∈ V. Die Ableitung ent-
lang der Geradenγ(t) := p+tv heißtRichtungsableitungvon f
im Punktp in Richtungv:

∂v f (p) := ( f ◦ γ)′(0) =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

f (p+ tv) = lim
t→0

f (p+ tv) − f (p)
t

.

BeispielE1.3. Sei f : V → W linear. Für allep, v ∈ V gilt
dann∂v f (p) = f (v).

Weiter seiγ : I → G eine differenzierbare Kurve mitγ(s) =
p. Die Ableitung von f in p entlangγ können wir wie folgt
berechnen, indem wir zunächst die Linearität und danach die
Stetigkeit vonf benutzen:

( f ◦ γ)′(s) = lim
h→0

f (γ(s+ h)) − f (γ(s))
h

= lim
h→0

f
(

1
h

(
γ(s+ h) − γ(s)

))
= f

(
lim
h→0

1
h

(
γ(s+ h) − γ(s)

))
= f

(
γ′(s)

)
.

Definition E1.4. Eine Abbildungf : V → W heißthomogen,
falls f (λv) = λ f (v) für alleλ ∈ R undv ∈ V.

Beispiel E1.5. Sei S := {v : ‖v‖ = 1} die Einheitssphä-
re bezüglich der Norm aufV. Jede Funktionf : S → W
mit f (−x) = − f (x) (auch z.B. wenn nirgendwo stetig) hat
eine eindeutige Erweiterung zu einer homogenen Abbildung
V → W. Diese ist in 0 stetig (aber möglicherweise in keinem
anderen Punkt).

BeispielE1.6. Auf R2 ist die Funktion

f = r cos 3θ =
x3 − 3xy2

x2 + y2

homogen. Hier existiert∂v f (p) für alle p undv.

Lemma E1.7. Sei f: V → W homogen. Für jedes v∈ V gilt
dann∂v f (0) = f (v).

Beweis.Es gilt f (tv) = t f (v), insbes.f (0) = 0. Damit gilt

∂v f (0) = lim
t→0

1
t

(
f (tv) − f (0)

)
= lim

t→0

1
t t f (v) = f (v). �

BemerkungE1.8. Entlang anderen Kurvenγ durch 0 muss die
Ableitung von einem homogenenf nicht existieren.

BeispielE1.9. Sei P :=
{
(x, y) ∈ R2 : y = x2 , 0

}
und

sei f = χP : R2 → R die charakteristische Funktion vonP,
d.h., f (p) = 1 für p ∈ P und f (p) = 0 für p < P. Nun sei
p := (0,0). Auf jeder Gerade durchp ist f lokal konstant
um p. Deswegen gilt∂v f (p) = 0 für alle v ∈ R2. Hingegen
ist f in p unstetig. Entlang der Kurveγ(t) := (t, t2) hat f in p
keine Ableitung.

Diese Beispiele dienen um zu zeigen, dass auch die Exi-
stenz aller Richtungsableitungen in einem Punkt nicht beson-
ders aussagekräftig ist. Für eine differenzierbare Funktion (de-
finiert unten) sind aber die Richtungsableitungen nützlich, um
andere Ableitungen zu berechnen. Im FalleV = Rm sind die
Richtungsableitungen in den Richtungenei aus der Standard-
basis von besonderem Interesse.

Definition E1.10. Sei G ⊂ Rn offen, sei f : G → W eine
Abbildung und seip ∈ G. Die partielle Ableitungenvon f
in p sind

∂

∂xi
f (p) = ∂i f (p) := ∂ei f (p), i = 1, . . . ,n.

Es gilt also

∂i f (p) =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

f (p1, . . . , pi + t, . . . , pn).

BemerkungE1.11. Um die partielle Ableitung∂i f (p) zu be-
rechnen, nimmt man die Ableitung vonf bezüglich deri-ten
Variablenxi (im Sinne von §I.E1 bzw. von §D1); dabei be-
trachtet man alle anderen Variablenx j ( j , i) als Konstanten
x j = p j .

Ende der Vorlesung 2009 Januar 12

E2. Ableitungen als lineare Abbildungen

SeiG ⊂ V offen und seif : G → W eine Funktion mehre-
rer Variabler. Wie können wir sinnvoll eine Ableitung vonf
definieren? Ein Differenzenquotient macht keinen Sinn, weil
h = x− p ein Vektor wäre: wir können nicht durch einen Vek-
tor teilen.

Die Ableitung einer Funktiong: I → W versteht man nor-
malerweise als die (Änderungs-)Geschwindigkeit der Werte
von g. Dies macht auch wenig Sinn fürf : G→ W. Wir soll-
ten uns eher die Ableitung als „beste lineare Approximation“
vorstellen.

Man kann Lemma D1.6 leicht wie folgt umschreiben:
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Lemma E2.1. Eine Funktion g: I →W hat genau dann eine
Ableitung g′(p) in p ∈ I, wenn

g(x) − g(p) = g′(p)(x− p) + R(x), 0 = lim
x→p

R(x)
|x− p|

.

Hier ist R natürlich das Restglied des ersten Taylorpoly-
noms vong und dieses Kriterium ist der Falln = 1 der Taylo-
rapproximation (Satz I.F6.1).

Jede lineare AbbildungL : R → W hat die FormL(t) = wt
für einen konstanten Vektorw ∈W. Das letzte Lemma können
wir wie folgt verstehen:g′(p)(x− p) ist eine lineare Funktion
vonx−p, die beste lineare Approximation zur Differenzg(x)−
g(p).

In dieser Form können wir die Ableitung auch für Funktio-
nen meherer Variabler definieren:

Definition E2.2. Sei f : G→ W eine Abbildung und seip ∈
G. Falls es eine lineare AbbildungL : V →W so gibt, dass

0 = lim
x→p

R(x)
‖x− p‖

für das durch f (x)− f (p)−L(x−p) =: R(x)

definierte RestgliedR: G → W, dann sagen wir,f ist in p
differenzierbarundDp f := L ist dieAbleitungvon f in p.

BemerkungE2.3. Äquivalent ist folgende Umschreibung:
Differenzierbarkeit inx heißt,

f (x+ h) = f (x) + Dx f (h) + ‖h‖ r(h),

wobei r(h) → 0 für h → 0. (Hier ist r zunächst auf einer
punktierten Umgebung vonh = 0 definiert.)

BemerkungE2.4. Dass die AbleitungDp f eindeutig bestimmt
ist (wenn sie existiert), folgt aus dem nächsten Lemma.

Lemma E2.5. Sei f in p differenzierbar und sei v∈ V. Dann
existiert für jedes v∈ V die Richtungsableitung∂v f (p) und es
gilt

Dp f (v) = ∂v f (p).

Beweis.Es gilt

f (p+ tv) − f (p)
t

=
f (p) + Dp f (tv) + R(p+ tv) − f (p)

t

= Dp f (v) +
R(p+ tv)

t

= Dp f (v) ±
R(p+ tv)
‖tv‖

‖v‖

und damit gilt im Limest → 0 ∂v f (p) = Dp f (v) + 0. �

BeispielE2.6. Die Funktion f aus Beispiel E1.6 ist im Ur-
sprung nicht differenzierbar, weil die Richtungsableitungen
∂v f (0) = f (v) nicht linear inv sind.

Korollar E2.7. Im Falle V = Rn ist die Ableitung Dp f
(wenn sie existiert) durch die partiellen Ableitungen∂i f (p)
bestimmt: für v= (v1, . . . , vn) gilt

Dp f (v) =
n∑

i=1

∂i f (p) vi .

Beweis.Es gilt v =
∑

viei und damit aus der Linearität von
Dp f gilt

Dp f (v) =
∑

viDp f (ei) =
∑

vi∂ei f (p). �

BemerkungE2.8. Weitere Namen für die partiellen Ablietun-
gen sind z.B.

fxi :=
∂

∂xi
f := ∂ei f .

Nennt man die Koordinaten aufR3 z.B. x, y, z, dann schreibt
man auch etwa

fy :=
∂

∂y
f := ∂y f := ∂e2 f .

Lemma E2.9. Ist f : G → W in p ∈ G differenzierbar, dann
ist f in p stetig.

Beweis.Wir haben

f (x) = f (p) + Dp f (x− p) + R(x).

Hier ist R sicherlich inp stetig. (R(x) → 0 für x → p, sogar
schneller als‖x− p‖.) Weil V endlich-dimensional ist, ist auch
die lineare AbbildungDp f stetig. �

Lemma E2.10. Sei W= Rn und sei

f = ( f1, . . . , fn) : G→ Rn.

Diese Abbildung ist genau dann in p∈ G differenzierbar,
wenn jedes fi in p differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

Dp f = (Dp f1, . . . ,Dp fn) : V → Rn.

Beweis.(Aufgabe.) �

BemerkungE2.11. Ähnliches gilt fürW =W1 ×W2 (z.B. mit
der Norm

∥∥∥(w1,w2)
∥∥∥ = ‖w1‖ + ‖w2‖) und f = ( f1, f2). Auch

dann haben wirDp f = (Dp f1,Dp f2).

E3. Rechenregeln

Satz E3.1. Seien f,g: G → W differenzierbar in p und sei
λ ∈ R. Dann ist auch f+ λg differenzierbar in p und es gilt
Dp( f + λg) = Dp f + λDpg.

Beweis.(Aufgabe.) �

Satz E3.2 (Kettenregel).Seien U,V,W Banachräume (U,V
endlich-dimensional). Seien G⊂ U und H ⊂ V offen. Seien
f : G→ V und g: H →W Abbildungen mit f(G) ⊂ H, damit
die Komposition g◦ f : G → W existiert. Seien x∈ G und
y := f (x) ∈ H. Ist f bzw. g differenzierbar in x bzw. y, dann
ist g◦ f in x differenzierbar, mit

Dx(g ◦ f ) = Dyg ◦ Dx f .
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BemerkungE3.3. Das heißt, die Ableitung der Komposition
ist die Komposition der Ableitungen. Dies sollte nicht überra-
schend sein, wenn man die Ableitungen als die besten linearen
Approximationen betrachtet.

Beweis.Mit Bemerkung E2.3 haben wir

f (x+ h) = f (x) + Dx f (h) + ‖h‖r(h),

g(y+ k) = g(y) + Dyg(k) + ‖k‖s(k).

Wir definieren

k(h) := f (x+ h) − y = Dx f (h) + ‖h‖r(h).

Damit gilt

g( f (x+ h)) = g(y) + Dyg(k(h)) + ‖k(h)‖ s(k(h))

= g( f (x)) + Dyg(Dx f (h))+

‖h‖Dyg(r(h)) + ‖k(h)‖ s(k(h))

= (g ◦ f )(x) + (Dyg ◦ Dx f )(h) + ‖h‖u(h),

wobeiu(h) := Dyg(r(h))+ ‖k(h)‖ s(k(h))/‖h‖. Wir müssen zei-
gen,u(h)→ 0 für h→ 0.

Der erste Summand ist einfach: weilDyg stetig und linear
ist, gilt

lim
h→0

Dyg
(
r(h)

)
= Dyg

(
lim
h→0

r(h)
)
= Dyg(0) = 0.

Für den zweiten, seiM := ‖Dx f ‖ die Operatornorm von
Dx f . Dann gilt

‖k(h)‖ ≤ ‖Dx f (h)‖ + ‖h‖ ‖r(h)‖ ≤ ‖h‖
(
M + ‖r(h)‖

)
.

Insbesondere giltk(h) → 0 für h→ 0 und damits(k(h)) → 0.
Weil r(h) → 0 gilt r(h) ≤ 1 für hinreichend kleinesh und
damit‖k(h)‖ ≤ (M + 1)‖h‖. Deshalb haben wir

lim
h→0

‖k(h)‖
‖h‖

‖s(k(h))‖ ≤ lim
h→0

(M + 1)‖s(k(h))‖ = 0. �

Definition E3.4. SeienV, V′ undW Vektorräume. Eine Ab-
bildungµ : V×V′ →W heißt dannbilinear, falls sie in jedem
Argument linear ist, d.h., falls

µ(λv+ w, v′) = λµ(v, v′) + µ(w, v′)

und

µ(v, λv′ + w′) = λµ(v, v′) + µ(v,w′)

für allev,w ∈ V, v′,w′ ∈ V′ undλ ∈ R.

BeispieleE3.5. Folgende Abbildungen sind bilinear:

1. das ProduktR × R→ R, (x, y) 7→ xy,

2. jedes SkalarproduktV × V → R, (v,w) 7→ 〈v,w〉,

3. die SkalarmultiplikationR × V → V, (λ, v) 7→ λv,

4. L(V,W) × V →W, ( f , v) 7→ f (v).

Lemma E3.6. [Vgl. D2.6.] Seien V und V′ endlich-dimen-
sionale Banachräume und sei W ein Banachraum. Zu jedem
bilinearenµ : V × V′ →W gibt es C> 0 so, dass∥∥∥µ(v, v′)

∥∥∥ ≤ C‖v‖ ‖v′‖

für alle v ∈ V, v′ ∈ V′.

Beweis.Wir dürfen annehmen,V = Rm, V′ = Rn, jeweils
mit der `1-Norm. Seiwi j := µ(ei ,ej) für i = 1, . . . ,m und
j = 1, . . . ,n und seiC := maxi, j ‖wi j ‖. Fürv = (v1, . . . vm) und
v′ = (v′1, . . . , v

′
n) gilt dann∥∥∥∥µ(v, v′)

∥∥∥∥ = ∥∥∥∥∑
i, j

viv
′
jwi j

∥∥∥∥ ≤∑
i, j

|vi | |v
′
j | ‖wi j ‖

≤ C
∑

i

|vi |
∑

j

|v′j | = C‖v‖1 ‖v
′‖1. �

Satz E3.7 (Allgemeine Produktregel).Seien V und V′ end-
lich-dimensionale Banachräume, sei W ein Banachraum und
seiµ : V×V′ →W bilinear. Dann istµ differenzierbar und es
gilt

D(p,p′)µ(v, v′) = µ(p, v′) + µ(v, p′).

BemerkungE3.8. Allgemeiner: einemultilineareAbbildung
µ : V1 × · · · × Vk →W ist differenzierbar mit

Dpµ(v) =
k∑

i=1

µ(p1, . . . , pi−1, vi , pi+1, . . . , pk).

Beweis.(Aufgabe.) �

Ende der Vorlesung 2009 Januar 15

In konkreten Fällen benutzt man die allgemeine Produktre-
gel (z.B. für eine der bilinearen Funktionen aus E3.5 zusam-
men mit der Kettenregel. Zu E3.5.3 haben wir:

Korollar E3.9. Seien V und W endlich-dimensionale Ba-
nachräume, sei G⊂ V offen und seien f: G→ R und g: G→
W differenzierbare Abbildungen. Dann ist f g: G → W auch
differenzierbar; in p∈ G gilt

Dp( f g)(v) = f (p) Dpg(v) + Dp f (v) g(p).

Beweis.Wir schreibenf g = µ ◦ h, wobeiµ : R × W → W
die Skalarmultiplikation ist undh := ( f ,g) : G → R × W.
Für p ∈ G seient := f (p) und q := g(p), sodassh(p) =
(t,q). Nach Bemerkung E2.11 giltDPh = (Dp f ,Dpg); nach
der allgemeinen Produktregel gilt

D(t,q)µ(a,w) = µ(t,w) + µ(a,q) = tw+ aq.

Mit der Kettenregel gilt

Dp( f g) = Dp(µ ◦ h) = D(t,q)µ ◦ Dph.

Das heißt dann,

Dp( f g)(v) = D(t,q)µ
(
Dp f (v),Dpg(v)

)
= tDpg(v) + Dp f (v)q

= f (p) Dpg(v) + Dp f (v) g(p). �
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BeispielE3.10. SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum
mit Skalarprodukt〈·, ·〉. (Ein Skalarprodukt heißt auch inneres
Produkt.) Die Norm‖v‖ :=

√
〈v, v〉 ist eine Abbildungr : V →

R, r(v) := ‖v‖. In 0 ist sie nicht differenzierbar. (Warum?) Wir
behaupten, sie ist in jedem Punktp , 0 differenzierbar mit
Dpr(v) = 〈v, p〉/‖p‖. Definieren wir

δ : v 7→ (v, v), µ : (v,w) 7→ 〈v,w〉 , σ : x 7→
√

x,

gilt dann

r = σ ◦ µ ◦ δ : V → V × V → I → R,

wobei I := [0,∞) ⊂ R. Weil δ linear ist undµ bilinear, gelten

Dpδ(v) = δ(v) = (v, v),

D(p,p)µ(v, v) = µ(p, v) + µ(v, p) = 2 〈v, p〉 ,

Dxσ(h) =
1

2
√

x
h.

Deshalb gilt nach der Kettenregel

Dpr(v) = D〈p,p〉σ
(
D(p,p)µ

(
Dpδ(v)

))
=

1

2
√
〈p, p〉

2 〈v, p〉 =
〈v, p〉
‖p‖

.

BemerkungE3.11. Eine Norm‖·‖, die nicht aus einem Skalar-
produkt kommt, ist natürlich stetig, muss aber nicht differen-
zierbar sein. Diè1-Norm ist z.B. inei nicht differenzierbar.

Ein wichtiger Fall der Kettenregel sagt uns, dass Ableitun-
gen entlang einer differenzierbaren Kurve einfach Richtungs-
ableitungen sind.

Lemma E3.12. Seienγ : I → G und f: G→W differenzier-
bar und sei t∈ I. Die Ableitung von f in p:= γ(t) entlang der
Kurveγ ist

( f ◦ γ)′(t) = ∂γ′(t) f (p).

Beweis.Es gilt

( f ◦ γ)′(t) = Dt( f ◦ γ)(1) = Dp f ◦ Dtγ(1)

= Dp f
(
γ′(t)

)
= ∂γ′(t) f (p). �

BemerkungE3.13. Ist f in p differenzierbar, hängt nach die-
sem Lemma die Ableitung entlang einer Kurveγ nur von des-
sen Tangentenvektor ab. Istf hingegen inp nicht differenzier-
bar, kann es sein, dass die Ableitungen entlang verschiedenen
Kurven mit demselben Tangentenvektor unterschiedlich sind
bzw. teilweise nicht existieren. [Vgl. E1.9.]

E4. Existenz der Ableitung

Wollen wir zeigen, eine Abbildungf : G → W ist in p ∈
G differenzierbar, können wir bisher nur die Definition „per
Hand“ anwenden.

Wir kennen Beispiele, wo alle Richtungsableitungen exi-
stieren,Dp f aber nicht (Beispiel E2.6). Auch wenn die ver-
schiedenen Richtungsableitungen∂v f (p) in p linear inv sind
(z.B. wenn alle Null sind wie im Beispiel E1.9) mussDp f
nicht existieren, mussf nicht mal inp stetig sein.

Es ist deshalb schön, ein Kriterium für Differenzierbarkeit
zu finden, das nur von den Richtungs- bzw. partiellen Ablei-
tungen abhängt, deren Stetigkeit aber verlangt. Dabei nehmen
wir an, dass nicht nurV sondern auchW endlich-dimensional
ist.

Satz E4.1. Sei U⊂ Rm offen und sei f: U → R eine Funkti-
on. Existieren in jedem Punkt x∈ U die m partiellen Ableitun-
gen∂i f (x), betrachten wir diese als Funktionen∂i f : U → R.
Sind diese auf U stetig, dann ist f auf U stetig differenzierbar.

Beweis.Sei x = (x1, . . . , xm) ∈ U. Aus Lemma E2.5 wissen
wir, welche lineare Abbildung die AbleitungDx f sein muss,
falls sie existiert. Fürh =

∑
hiei ∈ R

m gälte nämlich

Dx f (h) =
∑

hiDx f (ei) =
∑

hi∂i f (x).

Diese lineare Abbildungh 7→
∑

hi∂i f (x) nennen wirL. Wir
müssen nur zeigen, das Restgliedf (x+ h)− f (x)− Lh wächst
(wie in der Definition von Differenzierbarkeit) sublinear.

Weil U offen ist, gibt esr > 0 so, dassBr (x) ⊂ U. Für
‖h‖ < r definieren wir wie folgtm+ 1 Punktey0, . . . , ym:

y0 := x, y1 := y0+h1e1, . . . , yk := yk−1+hkek, . . . , ym = x+h.

Wir haben

f (x+ h) − f (x) =
m∑

k=1

f
(
yk

)
− f

(
yk−1

)
.

Die Punkteyk (und die geraden Strecken dazwischen) liegen
in Br (x) und deshalb inU.

Auf jede Strecke wenden wir den Mittelwertsatz aufg(t) :=
f (yk+ tek) an. Hier liegtt zwischen 0 undhk; um die Notation
zu vereinfachen, nehmen wir an,hk > 0. (Für hk = 0 gilt
yk = yk−1 und wir setzenξk = 0.) Aus dem Mittelwertsatz gibt
esξk ∈ [0,hk] so, dassg(hk) − g(0) = hkg′(ξk). Das heißt,

f
(
yk

)
− f

(
yk−1

)
= hk∂k f (zk),

wobei wirzk := yk−1 + ξkek setzen. Dies bedeutet,

f (x+ h) − f (x) =
m∑

k=1

hk∂k f (zk)

und damit∣∣∣ f (x+ h) − f (x) − Lh
∣∣∣ = ∣∣∣∣ m∑

k=1

hk
(
∂k f (zk) − ∂k f (xk)

)∣∣∣∣
≤ ‖h‖

m∑
k=1

∣∣∣∂k f (zk) − ∂k f (xk)
∣∣∣.

Für h → 0 konvergiertzk → x (weil ‖zk − x‖ ≤ ‖h‖). Weil
jedes∂k f stetig ist, konvergiert jeder Summand – und deshalb
auch die Summe – gegen 0. �
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Korollar E4.2. Seien V und W endlich-dimensionale Ba-
nachräume und sei G⊂ V offen. Ferner sei f: G → W eine
Abbildung und sei{v1, . . . , vm} eine Basis für V. Existieren in
jedem Punkt p∈ G die m Richtungsableitungen∂vi f (p) und
sind diese stetige Funktionen von p, dann ist f auf G stetig
differenzierbar.

Beweis.Die Basis{vi} gibt uns einen IsomorphismusRm →

V, wodurch die Richtungsableitungen∂vi den partiellen Ab-
leitungen∂i entsprechen. Um jeden Punktp ∈ G gibt es einen
offenen BallU ⊂ G.

Ist n := dimW, dann sind auchW undRn isomorph und
wir können f = ( f1, . . . , fn) komponentenweise betrachten.
Wir wenden den Satz auf jede Komponente an. �

E5. Ableitungen in Koordinaten

BemerkungE5.1. Aus der linearen Algebra wissen wir, eine
lineare AbbildungL : Rm→ Rn wird (bezüglich der Standard-
basen{e1, . . . ,em} für Rm und {e′1, . . . ,e

′
n} für Rn) durch eine

(m×n)-Matrix (Li j ) dargestellt. Die EinträgeLi j werden durch
L(ei) =

∑
j Li j e′j definiert. Für jeden Vektorv =

∑
i viei ∈ V

gilt dann

L
( m∑

i=1

viei

)
=

m∑
i=1

viL(ei) =
m∑

i=1

vi

n∑
j=1

Li j e
′
j .

Definition E5.2. Sei G ⊂ Rm offen und f : G → Rn diffe-
renzierbar. Fürp ∈ G ist die AbleitungDp f eine lineare Ab-
bildungRm → Rn. Deren DarstellungsmatrixJp f heißt die
Jacobimatrixvon f in p.

Lemma E5.3. Die Einträge der Jacobimatrix Jp f sind die
partiellen Ableitungen∂i f j(p) der Komponenten von f . D.h.,
es gilt

J f =
(
∂i f j

)
=


∂1 f1 · · · ∂m f1
...

...
∂1 fn · · · ∂m fn

 .
Beweis.Es gilt Dp f (ei) =

∑
j Dp f j(ei)e′j =

∑
j
(
∂i f j(p)

)
e′j . �

BemerkungE5.4. Die i-te Spalte vonJp f ist die partielle Ab-
leitung∂i f (p) = Dp f (ei). Die j-te Reihe istJp f j , die Darstel-
lungsmatrix vonDp f j . (Diese nennen wir später auch Gradi-
ent von f j .)

Folgendes Lemma kennen wir aus der linearen Algebra.

Lemma E5.5. Die Darstellungsmatrix der Komposition zwei-
er linearer Abbildungen ist das Matrixprodukt der jeweili-
gen Darstellungsmatrizen. Das heißt, für N= M ◦ L gilt
Nik =

∑
j Li j M jk. �

BemerkungE5.6. Die Kettenregel sagt, die Ableitung einer
Komposition ist die Komposition der Ableitungen. Das heißt,
die Jacobimatrix der Komposition ist das Matrixprodukt der

Jacobimatrizen. Seienf : Rm → Rn undg: Rl → Rm Abbil-
dungen und seih = f ◦ g: Rl → Rm deren Komposition. (Na-
türlich können wir auch Funktionen mit offenen Teilmengen
als Definitionsbereichen betrachten.) Seix ∈ Rl . Wir setzen
y := g(x) ∈ Rm undz := f (y) ∈ Rn. Dann sagt die Kettenregel,
Dxh = Dy f ◦ Dxg. Für die Jacobimatrizen haben wir deshalb
Jxh = Jy f · Jxg. Das heißt,∂ihk =

∑
j ∂ j fk ∂ig j oder

∂hk

∂xi
=

m∑
j=1

∂ fk
∂y j

∂g j

∂xi
.

Wegeny j = g j(x) und zk = fk(y) = hk(x) schreibt man auch
gern

∂zk

∂xi
=

m∑
j=1

∂zk

∂y j

∂y j

∂xi
.

E6. Höhere Ableitungen

Seien weiterV und W Banachräume mit dimV = m < ∞
und seiG ⊂ V offen. BezeichneL(V,W) den Vektorraum al-
ler linearen AbbildungenV → W. Mit der Operatornorm ist
L(V,W) auch ein Banachraum.

Ist eine Abbildungf : G → W auf G differenzierbar, dann
ist D f : p 7→ Dp f eine AbbildungG → L(V,W). Falls D f
stetig ist, heißtf stetig differenzierbar. Dann kann man fra-
gen, obD f sogar inp ∈ G differenzierbar ist. Wenn ja, dann
ist Dp(D f ) eine lineare AbbildungV → L(V,W). (Wir könn-
ten schreibenDp(D f ) ∈ L

(
V, L(V,W)

)
.) Das heißt, fürv ∈ V

ist Dp(D f )(v) = ∂v(D f )(p) ∈ L(V,W) eine lineare Abbildung
V →W. Ist weiterv′ ∈ V, dann haben wir(

Dp(D f )(v)
)
(v′) =

(
∂v(D f )(p)

)
(v′) ∈W.

Diese Notation und die Rollen der beiden Vektorenv und v′

bleiben dabei ein bisschen unklar.
Es hilft, ein Lemma aus der linearen Algebra zu benutzen.

Definition E6.1. Fürk ∈ N seiLk(V,W) der Vektorraum aller
k-linearen Abbildungen

f : Vk = V × · · · × V →W,

d.h. Abbildungen, die in jedem derk Argumente linear sind.
Es geltenL0(V,W) �W undL1(V,W) = L(V,W).

Lemma E6.2. Für jedes k∈ N gibt es einen natürlichen Iso-
morphismus

ϕk : L
(
V, Lk(V,W)

)
→ Lk+1(V,W)

definiert durch(
ϕk(µ)

)
(v, v1, v2, . . . , vk) :=

(
µ(v)

)
(v1, . . . , vk) ∈W.

Beweis.Dassϕk(µ) eine AbbildungVk+1 → W ist, ist offen-
sichtlich. Dass diese Abbildung multilinear ist, ist eine un-
komplizierte Aufgabe. �
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Jetzt können wir die höheren AbleitungenDk f rekursiv so
definieren, dassDk

p f ∈ Lk(V,W).

Definition E6.3. Sei f : G → W eine Abbildung. Fürk = 0
definieren wirD0

p f = f (p) ∈ L0(V,W) � W, d.h.,D0 f = f ,
und wir sagen, jede Abbildungf ist 0-mal differenzierbar.

Fürk ∈ N+ nehmen wir an,f ist (k−1)-mal differenzierbar.
Falls Dk−1 f : G → Lk−1(V,W) in p ∈ G differenzierbar ist,
sagen wir,f ist k-mal in p differenzierbar. Wir definieren die
k-te Ableitung vonf in p als

Dk
p f = ϕk−1

(
Dp(Dk−1 f )

)
∈ Lk(V,W).

Falls Dk
p f in jedem p ∈ G existiert, sagen wir,f ist k-mal

differenzierbar(aufG). Wir definieren

Dk f : G→ Lk(V,W), p 7→ Dk
p f .

BemerkungE6.4. Damit ist die erste Ableitung die Ableitung:
D1

p f = Dp f . Die zweite Ableitung inp ist eine bilineare Ab-
bildungD2

p f : V × V →W.

Wir werden gleich sehen, dass auch höhere Ableitungen
sich mittels Richtungsableitungen ausdrücken lassen. Zu-
nächst berechnen wir aber einmal eine zweite Ableitung direkt
aus der Definition.

BeispielE6.5. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
mit Skalarprodukt〈·, ·〉. Es gibt einen natürlichen Isomorphis-
mus

ϕ : V → L(V,R), p 7→ 〈p, ·〉 .

Das heißt,ϕ(p)(v) := 〈p, v〉.
Seir(v) := ‖v‖ =

√
〈v, v〉 die Norm aufV. In Beispiel E3.10

haben wir die AbleitungDpr(v) = 〈v, p〉/‖p‖ berechnet. Das
heißt,

Dpr =
1

r(p)
ϕ(p) ∈ L(V,R).

Damit ist Dr das Produkt der beiden Funktionen1/r und ϕ.
Nach der Kettenregel gilt

Dp
1
r
= −

1
r(p)2

Dpr = −
1

r(p)3
ϕ(p).

Weil ϕ linear ist, gilt natürlichDpϕ = ϕ. Korollar E3.9 erklärt
die Produktregel für Skalarmultiplikation; danach ist

Dp(Dr)(v) = Dp

(1
r
ϕ
)
(v) =

1
r(p)

ϕ(v) −
1

r(p)3

(
ϕ(p)(v)

)
ϕ(p)

=
ϕ(v)
‖p‖
−
〈p, v〉 ϕ(p)
‖p‖2

.

Nach der Definition der zweiten Ableitung gilt dann

D2
pr(v,w) =

(
Dp(Dr)(v)

)
(w) =

〈v,w〉 〈p, p〉 − 〈p, v〉 〈p,w〉
‖p‖3

.
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Mithilfe des folgenden Lemmas können wir höhere Ablei-
tungen leichter berechnen.

Lemma E6.6. Die Funktion f: G → W sei k-mal differen-
zierbar in p∈ G. (Dies setzt voraus, dass f auf G(k− 1)-mal
differenzierbar ist.) Für alle v1, . . . , vk ∈ V gilt dann

Dk
p f (v1, . . . , vk) = ∂v1 · · · ∂vk f (p).

Insbesondere existiert die k-fache Richtungsableitung auf der
rechten Seite.

Beweis.Wir benutzen Induktion überk. Der Fallk = 0 ist die
Definition D0

p f = f (p). (Und der Fallk = 1 ist Lemma E2.5.)
Für den Induktionsschritt definieren wir die lineare Aus-

wertungsabbildung

g: Lk−1(V,W)→W, µ 7→ µ(v2, . . . , vk).

Wir betrachten die Komposition

g ◦ Dk−1 f : G→W, p 7→ Dk−1
p f (v2, . . . , vk).

Nach Lemma E2.5 und der Induktionsvoraussetzung gilt dann

Dp
(
g ◦ Dk−1 f

)
(v1) = ∂v1

(
Dk−1

p f (v2, . . . , vk)
)
= ∂v1∂v2 · · · ∂vk f .

Andererseits gilt aus der Kettenregel

Dp
(
g ◦ Dk−1 f

)
(v1) = g

(
Dp(Dk−1 f )(v1)

)
=

(
Dk−1

p f (v1)
)
(v2, . . . , vk)

= Dk
p f (v1, . . . , vk).

Ein Vergleich dieser beiden Gleichungen schließt den Beweis
ab. �

BemerkungE6.7. SeiG offen inV = Rm. Die k-te Ableitung
einer Funktionf : G → W lässt sich mittelsk-facher patiel-
ler Ableitungen berechnen. Seienk Vektorenv1, . . . , vk ∈ R

m

gegeben, wobei

vi = (vi,1, . . . , vi,m) =
m∑
j=1

vi, jej für i = 1, . . . , k.

Ist f in p k-mal differenzierbar, dann gilt

Dk
p f (v1, . . . , vk) =

m∑
j1,..., jk=1

v1, j1 · · · vk, jk D
k
p f (ej1, . . .ejk)

=

m∑
j1,..., jk=1

v1, j1 · · · vk, jk∂ j1 · · · ∂ jk f (p).

Definition E6.8. Ist f : G→ W k-mal differenzierbar und ist
Dk f : G→ Lk(V,W) stetig, dann sagen wirf ist (aufG) k-mal
stetig differenzierbar. Wir schreibenf ∈ Ck(G,W). Falls f ∈
Ck für alle k ∈ N, sagen wir,f ist beliebig oft differenzierbar,
f ∈ C∞(G,W).

Satz E6.9. Seien V und W endlich-dimensionalen Banach-
räume und sei G⊂ V offen. Ferner sei f: G→W eine Abbil-
dung und sei{v1, . . . , vm} eine Basis für V. Existieren in jedem
Punkt p∈ G alle k-fachen Richtungsableitungen

∂vi1
· · · ∂vik

f (p)

und sind diese stetige Funktionen von p, dann ist f auf G k-
mal stetig differenzierbar.
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Beweisskizze.Wir dürfen annehmen,V = Rm und W = Rn;
wir benutzen die Standardbasen{ei} und {e′j}. Seien f j die
Komponenten vonf =

∑
j f je′j . Dann sind die (k − 1)-fachen

partiellen Ableitungen

∂i1 · · · ∂ik−1 f j

die Komponenten vonDk−1 f bzgl. einer natürlichen Basis für
Lk−1(Rm,Rn). Existieren deren (einfache) partielle Ableitun-
gen, istDk−1 f nach Korollar E4.2 stetig differenzierbar. �

BemerkungE6.10. Es gilt

D2
p f (u, v) = ∂u∂v f (p) = lim

s→0

∂v f (p+ su) − ∂v f (p)
s

= lim
s→0

1
s

lim
t→0

( f (p+ su+ tv) − f (p+ su)
t

−
f (p+ tv) − f (p)

t

)
= lim

s→0
lim
t→0

1
st

(
f (p+ su+ tv) − f (p+ su) − f (p+ tv) + f (p)

)
.

Definition E6.11. Wir nennen

∆2
p f (h, k) := f (p+ h+ k) − f (p+ h) − f (p+ k) + f (p)

die Differenz zweiter Ordnungvon f . Es gilt ∆2
p f (h, k) =

∆2
p f (k,h).

BemerkungE6.12. Für „kleine“ Vektorenh, k gilt ∆2
p f (h, k) ≈

D2
p f (h, k). Genauer gesagt können wir die letzte Bemerkung

wie folgt schreiben:

D2
p f (u, v) = ∂u∂v f (p) = lim

s→0
lim
t→0

∆2
p f (su, tv)

st
.

Entsprechend gilt

D2
p f (v,u) = ∂v∂u f (p) = lim

t→0
lim
s→0

∆2
p f (su, tv)

st
.

Natürlich darf man nicht immer zwei Limites tauschen. Viele
wichtige Sätze der Analysis geben Voraussetzungen, unter de-
nen man bestimmte Limites tauschen darf. Hier reicht es (nach
einem H.A. Schwarz bzw. A. Clairaut zugeordneten Satz) aus,
dassf in p zweimal differenzierbar ist.

BeispielE6.13. Die existenz der zweifachen Richtungsablei-
tungen ist nicht ausreichend. Seip := (0,0) ∈ R2 und sei
f : R2→ R durch f (p) := 0 und

f (x, y) := xy
x2 − y2

x2 + y2

für (x, y) , p definiert. Dann gilt∂x∂y f (p) , ∂y∂x f (p). (Be-
weis als Aufgabe. Wegenf (x, y) = − f (y, x) ist es klar, dass
∂x∂y f (x, y) = −∂y∂x f (y, x).)

Satz E6.14. Sei f: G → W differenzierbar und in p∈ G
zweimal differenzierbar. Dann gilt

∂u∂v f (p) = lim
t→0

∆2
p f (tu, tv)

t2
= ∂v∂u f (p).

für alle u, v ∈ V.

Beweis.Weil der Ausdruck in der Mitte symmetrisch inu, v
ist, reicht es aus, die erste Gleichung zu beweisen. Um der
Einfachheit willen, nehmen wir an, dimW < ∞. (Für den all-
gemeinen Fall, siehe z.B. Amman–Escher VII.5.2.) Weil wir
dann alles komponentenweise inW betrachten können, dürfen
wir W = R annehmen.

Wir wissen,f ist in pzweimal differenzierbar. Das heißt per
Definition, dassD f : G→W existiert und inp differenzierbar
ist, d.h., dass

R(h) := Dp+h f − Dp f − Dp(D f )(h) ∈ L(V,R)

sublinear wächst (limR(h)/‖h‖ = 0). Seiε > 0 gegeben. Dass
der Limes 0 ist heißt, es gibtδ > 0 so, dass‖R(h)‖ < ε‖h‖
für ‖h‖ < δ. (Hier ist ‖R‖ die Operatornorm.) Das heißt, für
‖h‖ < δ und allev ∈ V gilt∣∣∣Dp+h f (v) − Dp f (v) − D2

p f (h, v)
∣∣∣ = |R(h)(v)| ≤ ‖R(h)‖ ‖v‖

≤ ε‖h‖ ‖v‖.

Diese Ungleichung können wir auch wie folgt schreiben:∣∣∣∂v f (p+ h) − ∂v f (p) − ∂h∂v f (p)
∣∣∣ ≤ ε‖h‖ ‖v‖, (∗)

(Ist nunh = sumit |s| < δ/‖u‖, dann folgt

∣∣∣∣lim
t→0

∆2
p f (su, tv)

st
− ∂u∂v f (p)

∣∣∣∣ ≤ ε‖u‖ ‖v‖,
was eine genauere Version der ersten Gleichung in Bemer-
kung E6.12 ist.)

Nun seig(t) := f (p+ su+ tv)− f (p+ tv). (Natürlich macht
diese Definition nur dann Sinn, wennsundt hinreichend klein
sind, damit die Punkte im DefinitionsbereichG von f liegen.
Weil wir sowieso am Ende den Limess = t → 0 betrach-
ten, schreiben wir diese Schranken nicht explizit.) Es gelten
∆2

p f (su, tv) = g(t)−g(0) undg′(t) = ∂v f (p+su+tv)−∂v f (ptv).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedemt ein τ (mit 0 <
τ/t < 1) so, dass

1
t
∆2

p f (su, tv) =
1
t
(
g(t) − g(0)

)
= g′(τ)

= ∂v f (p+ su+ τv) − ∂v f (p+ τv)

=
(
∂v f (p+ su+ τv) − ∂v f (p)

)
−

(
∂v f (p+ τv) − ∂v f (p)

)
.

Jetzt benutzen wir (∗) zweimal mith = su+ τv bzw. h = τv.
Es gilt∣∣∣g′(τ) − s∂u∂v f (p)

∣∣∣
≤

∣∣∣∂v f (p+ su+ τv) − ∂v f (p) − ∂su+τv∂v f (p)
∣∣∣

+
∣∣∣∂v f (p+ τv) − ∂v f (p) − ∂τv∂v f (p)

∣∣∣
≤ ε ‖v‖

(
‖su+ τv‖ + ‖τv‖

)
.

Damit gilt (natürlich unter der Voraussetzung, dass‖τv‖ < δ
und‖su+ τv‖ < δ)∣∣∣∣∣∆2

p f (su, tv)

st
− ∂u∂v f (p)

∣∣∣∣∣ ≤ ε‖v‖
|s|

(
‖su+ τv‖ + ‖τv‖

)
.

37



J.M. Sullivan, TU Berlin E: Ableitungen in mehreren Dimensionen Analysis II, WS 2008/09

Für s= t (mit t hinreichend klein) gilt dann∣∣∣∣∣∆2
p f (tu, tv)

t2
− ∂u∂v f (p)

∣∣∣∣∣ ≤ ε ‖v‖ (∥∥∥u+ τ
t v

∥∥∥ + ∥∥∥ τ
t v

∥∥∥)
≤ ε ‖v‖

(
‖u‖ + 2‖v‖

)
.

Weil ε beliebig war, konvergiert die linke Seite wie gewünscht
gegen 0. �

Ende der Vorlesung 2008 Januar 26

BemerkungE6.15. Häufig sieht man eine schwächere Version
des Satzes, die die Stetigkeit vonD2 f voraussetzt.

Korollar E6.16. Die Abbildung f: G → W sei k-mal in p∈
G differenzierbar. Für jede Permutation

σ : (1, . . . , k) 7→ (σ1, . . . , σk)

und für alle v1, . . . , vk ∈ V gilt

∂v1 · · · ∂vk f (p) = Dk
p f (v1, . . . , vk)

= Dk
p f (vσ1, . . . , vσk) = ∂vσ1 · · · ∂vσk f (p).

Das heißt, die k-lineare Abbildung Dk
p f ist symmetrisch.

Beweisidee.Jede Permutation von (1, . . . , k) ist eine Kompo-
sition von (höchstens

(
k
2

)
) Transpositionen. �

BeispielE6.17. SeiU ⊂ Rm offen und seienf1, . . . , fm : U →
R differenzierbare Funktionen. Man kann sich fragen, ob es
eine Funktiong: U → R so gibt, dass∂ig = fi für alle i =
1, . . . ,m. Der letzte Satz gibt uns eine notwendige (aber nicht
hinreichende) Bedingung dafür, dass dieses System partieller
Differentialgleichungen eine Lösungg hat: falls g existiert,
dann gilt

∂i f j = ∂i∂ jg = ∂ j∂ig = ∂ j fi

für alle i, j.

Definition E6.18. SeiV ein Vektorraum und seienp,q ∈ V.
Die Streckepqzwischenp undq ist

pq :=
{
(1− t)p+ tq : t ∈ [0,1]

}
⊂ V.

Das heißt,pq ist die Spur des geraden Wegesγ : [0,1] → V
mit γ(t) := (1− t)p+ tq. Eine TeilmengeT ⊂ V heißtkonvex,
falls

p,q ∈ T =⇒ pq⊂ T.

BemerkungE6.19. Sei f : G→W und seipq⊂ G. Die Werte
von f auf dieser Streckepq können wir als Funktion vont
betrachten:

g(t) := f
(
γ(t)

)
= f

(
(1− t)p+ tq

)
.

Es gilt γ′(t) ≡ q − p und damitg′(t) = ∂q−p f
(
γ(t)

)
und per

Induktion weiter

g(k)(t) = ∂q−p · · · ∂q−p f
(
γ(t)

)
= ∂k

q−p f
(
γ(t)

)
= Dk

γ(t) f (q− p, . . . ,q− p).

Auf dieser Weise können wir den Schrankensatz D3.4 auff
anwenden.

Korollar E6.20. Sei f: G→ W differenzierbar und seipq⊂
G. Setze M:= sup

{
‖Dx f ‖ : x ∈ pq

}
. Dann gilt∥∥∥ f (q) − f (p)

∥∥∥ ≤ M ‖q− p‖.

Beweis.(Folgt direkt aus Satz D3.4; Details als Aufgabe.)�

Definition E6.21. Sei f : G→W einen-mal differenzierbare
Abbildung. Dasn-te Taylorpolynom vonf an der Entwick-
lungsstellep ∈ G ist

Tn(x) := T f
n,p(x) :=

n∑
k=0

∂k
x−p f (p)

k!
.

Satz E6.22. Sei f: G → W n-mal differenzierbar. Das n-te
Taylorpolynom ist eine gute Approximation für f , im Sinne,
dass für das Restglied R(x) := f (x) − Tn(x) gilt

lim
x→p

‖R(x)‖
‖x− p‖n

= 0.

BemerkungE6.23. Der Fall n = 0 bzw. n = 1 ist einfach
die Definition von Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit. Wür-
den wir wie oben alles nur eindimensional entlang der Strecke
xp betrachten, könnten wir daraus schließen, dass entlang je-
der GeradenR(x)/‖x− p‖n → 0. Dies ist natürlich eine deut-
lich schwächere Aussage. (Fürn = 1 vgl. Differenzierbarkeit
mit der Existenz aller Richtungsableitungen.)

Beweis.Wir benutzen Induktion übern und haben schon
den Induktionsbeginn erledigt. Für den Induktionsschritt, sei
R(x) = f (x) − T f

n,p(x) das Restglied zu einemn-mal differen-
zierbarenf . Betrachten wir (fürk > 0) nun die Abbildung

g: x 7→ ∂k
x−p f (p) = Dk

p f (x− p, . . . , x− p)

als Komposition vonx 7→ (x−p, . . . , x−p) mit dem multilinea-
ren Dk

p f , ergibt sich nach der allgemeinen Produktregel E3.8
und dem Korollar E6.16:

∂vg(x) = Dxg(v) = kDk
p f (x− p, . . . , x− p, v)

= k
(
Dk−1

p (D f )(x− p, . . . , x− p)
)
(v)

= k
(
∂k−1

x−p(D f )(p)
)
(v).

Damit gilt

∂vR(x) = ∂v f (x) −
n∑

k=1

1
(k− 1)!

(
∂k−1

x−p(D f )(p)
)
(v)

und deshalb

DxR= Dx f −
n∑

k=1

1
(k− 1)!

∂k−1
x−p(D f )(p)

= Dx f −
n−1∑
j=0

1
j!
∂

j
x−p(D f )(p) = Dx f − TD f

n−1,p(x),

d.h., DxR ist das Restglied für das Taylorpolynom vonD f .
Weil D f eine (n−1)-mal differenzierbare Abbildung ist, folgt
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aus der Induktionsvoraussetzung, dassDxR/‖x − p‖n−1 → 0.
Das heißt, zu jedemε > 0 gibt esδ > 0 so, dass

0 < ‖x− p‖ < δ =⇒ ‖DxR‖ < ε ‖x− p‖n−1.

Damit gilt für 0< ‖x− p‖ < δ, dass

Mx := sup
y∈xp

∥∥∥DyR
∥∥∥ < ε ‖x− p‖n−1.

Nach Korollar E6.20 und wegenR(p) = 0 gilt dann∥∥∥R(x)
∥∥∥ = ∥∥∥R(x) − R(p)

∥∥∥ ≤ Mx ‖x− p‖ < ε ‖x− p‖n.

Weil ε > 0 beliebig war, heißt das wie gewünscht, dass
‖R(x)‖/‖x− p‖n→ 0 für x→ p. �

E7. Klassische Vektoranalysis

In diesem Abschnitt betrachten wir den RaumV = Rn mit
dem euklidischen Skalarprodukt〈x, y〉 = x · y =

∑
i xiyi . Das

Skalarprodukt erlaubt uns, die klassischen Differentialopera-
toren div, grad und (fürn = 3) rot zu definieren. Die bekann-
ten eigenschaften dieser Operatoren erwähnen wir hier, ohne
die (meistens sehr einfache) Beweise aufzuschreiben.

Definition E7.1. Sei G ∈ Rn offen. Aus der Physik kennt
man die folgenden Namen: eine reelle Funktionf : G → R
heißtskalares Feldauf G; eine AbbildungX : G → Rn heißt
VektorfeldaufG.

a. Gradient

Definition E7.2. Sei f ein differenzierbares skalares Feld
auf G ⊂ Rn. Der Gradientvon f ist das folgende Vektorfeld
∇ f = grad f aufG:

gradp f := ∇ f (p) :=
(
∂1 f (p), . . . , ∂n f (p)

)
.

BemerkungE7.3. Das Symbol∇ heißt „Nabla“. Als Gedächt-
nisstütze kann man∇ = (∂1, . . . , ∂n) schreiben. (Dieser Ge-
dächtnisstütze eine genaue Bedeutung zu geben – in einem
Vektorraum von Differentialoperatoren – würde den Rahmen
dieser Vorlesung sprengen.)

BemerkungE7.4. Der Gradient∇ f = grad f wird durch〈
v,gradp f

〉
=

〈
v,∇ f (p)

〉
= ∂v f (p) = Dp f (v) für allev ∈ V

charaktisiert.

BemerkungE7.5. Der Richtungsableitungoperator∂v wird oft
(besonders in der Physik) als〈v,∇〉 oderv · ∇ geschrieben:

〈v,∇〉 f := 〈v,∇ f 〉 = ∂v f = v · (∇ f ) = (v · ∇) f .

Ende der Vorlesung 2009 Januar 29

BemerkungE7.6. Der Gradient∇ f gibt die Richtung und die
Größe des stärksten Wachstums vonf an. Für‖v‖ = 1 ist

∂v f = 〈v,∇ f 〉 = ‖∇ f ‖ cosϕ,

wobeiϕ der Winkel zwischenv und∇ f ist. Insbesondere ist
∇ f senkrecht zu den Niveaumengen vonf : f ist genau dann
konstant entlang einer Kurveγ(t) in G, wenn∇ f ⊥ γ̇(t) für
alle t.
BemerkungE7.7. In der Physik ist z.B. das (statische) elek-
trische Feld der Gradient des elektrischen Potentials. (Allge-
meiner ist der Gradient einer jenen potentiellen Energie ein
Kraftfeld.)
BemerkungE7.8. Ein skalares Feldf mit grad f = 0 ist lokal
konstant.
BeispielE7.9. Seiv ∈ Rn. Das skalare Feldf (x) := 〈v, x〉 hat
konstanten Gradienten gradf ≡ v.

b. Divergenz

Definition E7.10. Sei X = (X1, . . . ,Xn) ein differenzierbares
Vektorfeld aufG ⊂ Rn. Die Divergenzvon X ist das folgende
skalare Feld〈∇,X〉 = ∇ · X = div X aufG:

divp X := 〈∇,X〉 (p) := (∇ · X)(p) :=
n∑

i=1

∂iXi(p).

BemerkungE7.11. Die Spureiner (n×n)-Matrix A = (Ai j ) ist
die Summe der Diagonalelemente: trA :=

∑
i Aii . Damit gilt

divp X = tr JpX.
BemerkungE7.12. Die Divergenz eines VektorfeldesX kann
physikalisch als „Quellendichte“ vonX interpretiert werden.
Die Divergenz des Schwerefeldes z.B. ist die (Massen-) Dich-
te; die Divergenz des elektrischen Feldes ist die Ladungs-
dichte. Ein VektorfeldX mit div X = 0 heißtdivergenzfreioder
quellenfrei; das Magnetfeld ist quellenfrei. Weitere Beispiele
sind Strömungsfelder von inkompressiblen Flüssigkeiten.
BemerkungE7.13. Das Skalarprodukt〈v,w〉 = 〈w, v〉 ist sym-
metrisch. Die Schreibweisen〈v,∇〉 = v · ∇ bzw.〈∇,X〉 = ∇ ·X
für Richtungsableitungen bzw. Divergenz darf man hingegen
nicht verwechseln.
BeispielE7.14. Das VektorfeldX(x) = x hat konstante Diver-
genz divX ≡ n.

c. Rotation

Auf R3 wird das Vektorproduktv× w ∈ R3 durch

v× w = (v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1)

definiert. Dazu verwandt ist die Rotation eines Vektorfeldes.

Definition E7.15. Sei X = (X1,X2,X3) ein differenzierbares
Vektorfeld aufG ⊂ R3. Die Rotationvon X ist das folgende
Vektorfeld∇ × X = rotX = curlX aufG:

rotp X := curlp X := (∇ × X)(p)

:=
(
∂2X3 − ∂3X2, ∂3X1 − ∂1X3, ∂1X2 − ∂2X1

)
(p).
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BemerkungE7.16. Sei {e1,e2,e3} die Standardbasis fürR3.
Als Gedächtnisstütze kann man schreiben:

v× w = det

e1 v1 w1

e2 v2 w2

e3 v3 w3

 , ∇ × X = det

e1 ∂1 X1

e2 ∂2 X2

e3 ∂3 X3

 .
BemerkungE7.17. Es gibt vier sinnvolle Möglichkeiten, Ope-
ratoren aus{div,grad, rot} zu kombinieren: div(rotX) und
div(grad f ) sind skalare Felder; rot(rotX) und rot(gradf ) sind
Vektorfelder. Den Fall rot(rotX) betrachten wir nicht weiter.

Satz E7.18. Seien f und X zweimal differenzierbare Felder
auf G⊂ R3. Es gelten

0 = rot(gradf ) = ∇ × (∇ f ),

0 = div(rotX) = 〈∇,∇ × X〉 .

Beweis.(Aufgabe nach dem Satz von Schwarz.) �

BemerkungE7.19. Um diesen Satz sinnvoll auf höhere Di-
mensionen zu erweitern, muss man die sogenannte äußere Ab-
leitung von Differentialformen benutzen.

BemerkungE7.20. Beispiel E6.17 können wir jetzt wie folgt
verstehen: SeiX ein Vektorfeld aufG ⊂ R3. Wann gibt es
ein skalares Feldg mit ∇g = X? Eine notwendige Bedingung
dafür ist, dass∇ × X = 0.

BemerkungE7.21. Die Rotation∇ × X heißt auchWirbel-
dichte. Ein VektorfeldX mit ∇ × X = 0 heißtwirbelfrei. Für
jedes f ist der Gradient∇ f wirbelfrei. Das Gesetz der elek-
tromagnetischen Induktion sagt, die Wirbeldichte des elektri-
schen Feldes ist die zeitliche Ableitung des Magnetfeldes.

BeispielE7.22. Sei v ∈ R3. Das VektorfeldX(x) = v × x
beschreibt eine Rotation um die Achse0v. Es gilt rotX ≡ 2v.

d. Laplaceoperator

Definition E7.23. Sei f ein zweimal differenzierbares skala-
res Feld aufG ⊂ Rn. Der Laplaceoperator∆ = ∇ · ∇ liefert
ein skalares Feld∆ f aufG:

∆ f := div(grad f ) = 〈∇,∇ f 〉 = ∇ · (∇ f ) =
n∑

i=1

∂2
i f .

BemerkungE7.24. Die symmetrische MatrixH f = (∂i∂ j f )
heißtHessematrixvon f . Es gilt∆ f = tr(H f ).

BemerkungE7.25. Der Laplaceoperator ist sehr wichtig in
der Physik. IstΦ ein Potential, dann ist∇Φ ein konservatives
(d.h. wirbelfreies) Kraftfeld und∆Φ eine Dichte. Der Laplace-
operator taucht auch z.B. in den partiellen Differentialglei-
chungen für Wärmeleitung und Wellenausbreitung auf.

Definition E7.26. Eineharmonische FunktionaufG ⊂ Rn ist
ein skalares Feldf mit ∆ f = 0.

BeispielE7.27. Jede affin lineare Funktionf (x) = 〈x, v〉 + b
ist harmonisch. Eine quadratische Funktionf hat∆ f ≡ c, z.B.
für f (x) = ‖x‖2 =

∑
x2

i gilt ∆ f ≡ 2n.

BeispielE7.28. In der Elektrostatik ist das elektrische Poten-
tial harmonisch in jedem Gebiet, wo die Ladungsdichte ver-
schwindet.

BemerkungE7.29. Die Operatoren Gradient, Divergenz, Ro-
tation und Laplaceoperator sind linear:

∇( f + λg) = ∇ f + λ∇g,

〈∇,X + λY〉 = 〈∇,X〉 + λ 〈∇,Y〉

∇ × (X + λY) = ∇ × X + λ∇ × Y,

∆( f + λg) = ∆ f + λ∆g,

E8. Umkehrsatz

In der Mathematik geht es oft darum, nach den Lösungen
einer Gleichung (bzw. eines Gleichungssystems) zu suchen.
Schreiben wir die Gleichungen alsf (x) = y, dann sind die
Folgenden vielleicht die ersten Fragen: ob es zu jedemy ein
x gibt mit f (x) = y, ob diesesx eindeutig ist und ob kleine
Änderungen in den Parameterny zu kleinen Änderungen in
der Lösungx führen. Das heißt, wir möchten wissen, obf eine
Umkehrabbildungf −1 hat und ob diese stetig (und vielleicht
auch differenzierbar) ist.

Es geht hier nur um die (theoretische) Existenzfrage und
nicht z.B. darum, eine schöne Formel fürf −1 zu finden. Schon
bei den meisten elementaren Funktionen musste man neue
Notationen für die Umkehrfunktionen erfinden (3

√
·, log, arcsin

usw.).

BeispielE8.1. Der Fall einer linearen Gleichungy = Ax mit
A ∈ L(Rm,Rn) kann man mit der linearen Algebra betrachten.
Es gibt zu jedemy eine eindeutige Lösungx (d.h.,A ist inver-
tierbar) genau dann, wennn = m und detA , 0. In diesem
Fall ist A−1 auch linear, insbesondere stetig und sogar diffe-
renzierbar.

BemerkungE8.2. Jede differenzierbare Abbildungf kann
man lokal gut durch ihre AbleitungDp f approximieren. Der
Umkehrsatz sagt, fallsDp f invertierbar ist, dann ist auchf
bei p lokal invertierbar. Wir betrachten die Gleichungy = f (x)
etwa als Störung der affin linearen Gleichungy − f (p) =
Dp f (x − p). Falls Letzteres invertierbar ist, bleibt diese Ei-
genschaft unter der Störung erhalten.

BemerkungE8.3. Die Invertierbarkeit vonDp f ist natürlich
keine notwendige Bedingung. Auch wenn z.B. die Ableitung
von x 7→ x3 in 0 verschwindet, istx 7→ x3 sogar global inver-
tierbar.

Definition E8.4. SeienU ⊂ Rm und V ⊂ Rn offen und sei
f : U → V eine Bijektion. Mengentheoretisch existiert die
Umkehrabbildungf −1 : V → U. Falls f und f −1 stetig sind,
heißt f HomöomorphismuszwischenU und V. Falls f und
f −1 stetig differenzierbar sind, heißtf Diffeomorphismus.

BeispieleE8.5.

• x 7→ x3 ist ein HomöomorphismusR→ R, ist aber kein
Diffeomorphismus, weil3

√
x in 0 nicht differenzierbar

ist.
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• ist f streng monoton auf einem IntervallI ⊂ R, dann ist
f ein HomöomorphismusI → f (I ).

• x 7→ tanx ist ein Diffeomorphismus (−π/2, π/2)→ R.

• ist f ′ , 0 auf einem IntervallI ⊂ R, dann ist f ein
DiffeomorphismusI → f (I ).

Ende der Vorlesung 2009 Februar 2

Lemma E8.6. Seien U ⊂ Rm und V ⊂ Rn offen und sei
f : U → V eine Bijektion mit Umkehrabbildung g: V → U.
Sei p ∈ U so, dass f in p differenzierbar ist und g in
q := f (p) ∈ V differenzierbar ist. Dann gelten m= n und
Dqg = (Dp f )−1, insbesondere ist Dp f invertierbar.

Beweis.(Aufgabe nach der Kettenregel.) �

BemerkungE8.7. Dieses Lemma sagt insbesondere, Dimensi-
on wird unter Diffeomorphismen erhalten. Dasselbe gilt unter
Homöomorphismen, der Beweis dazu ist aber nicht einfach
und braucht Techniken aus der algebraischen Topologie. Für
je zwei offene MengenU ⊂ Rm undV ⊂ Rn gibt es aber eine
Bijektion U → V: die Mengen sind gleich groß (gleichmäch-
tig). Fürm, n sind aber solche Bijektionen nie stetig; sie sind
Stoffe eher für die Mengentheorie als für die Analysis.

Definition E8.8. Ein Automorphismusdes VektorraumesRn

ist eine invertierbare lineare AbbildungA: Rn → Rn. Die
Menge aller Automorphismen heißtGL(Rn) ⊂ L(Rn,Rn). Sei
ϕ : GL(Rn)→ GL(Rn) die InversenabbildungA 7→ A−1.

Lemma E8.9. Für A ∈ GL(Rn) und v∈ Rn gilt

‖v‖
‖A−1‖

≤ ‖A(v)‖ ≤ ‖A‖ ‖v‖.

Beweis.Es gilt ‖v‖ =
∥∥∥A−1(Av)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥A−1
∥∥∥ ‖Av‖. �

Aus der linearen Algebra wissen wir:

Lemma E8.10. In L(Rn,Rn) ist GL(Rn) offen. Die Abbildung
ϕ ist stetig.

BemerkungE8.11. Bezüglich der Standardbasis wirdA ∈
L(Rn,Rn) durch eine (n × n)-Matrix

(
Ai j

)
dargestellt. Es gilt

genau dannA ∈ GL(Rn), wenn det
(
Ai j

)
, 0.

BemerkungE8.12. Tatsächlich istϕ sogar differenzierbar mit
DAϕ(B) = −A−1BA−1. Nehmen wir die Differenzierbarkeit an,
können wir leicht diese Formel bestätigen: Wir betrachten

α : A 7→ Aϕ(A) = AA−1 = I .

Dann gilt

0 = DAα(B) = Bϕ(A) + ADAϕ(B) = BA−1 + ADAϕ(B).

Lemma E8.13. Seien U,V ⊂ Rn offen und sei f: U → V ein
stetig differenzierbarer Homöomorphismus. Falls Dp f inver-
tierbar ist für jedes p∈ U, dann ist f ein Diffeomorphismus.

Beweis.Weil f ein Homöomorphismus ist, ist die Umkehrab-
bildungg: V → U stetig. Wir behaupten,g ist differenzierbar,
d.h., für jedesp ∈ U existiertD f (p)g. Nach Lemma E8.6 kön-
nen wir dann die Ableitung alsDg = ϕ ◦ D f ◦ g schreiben.
Die Stetigkeit vonDg folgt aus der Stetigkeit vong, von D f
und vonϕ (Lemma E8.10).

Um die Behauptung zu beweisen, seip ∈ U. Wir wissen,
Dp f ist invertierbar und wollen zeigen,g ist in f (p) differen-
zierbar. Ohne Einschränkung dürfen wirp = 0 annehmen,
indem wir f mit x 7→ f (p + x) ersetzen (Translation im De-
finitionsbereich). Weiter dürfen wirf (0) = 0 annehmen, in-
dem wir f mit x 7→ f (x) − f (0) ersetzen (Translation in der
Zielmenge). Schließlich dürfen wirD0 f = id annehmen, in-
dem wir f mit (D0 f )−1 ◦ f ersetzen (lineare Abbildung in der
Zielmenge). Unter diesen Annahmen gilt dann auchg(0) = 0.
Zudem giltD0g = id, falls D0g existiert, was wir jetzt zeigen
wollen.

Mit der Definition von Differenzierbarkeit im Auge setzen
wir

f (h) − h =: r(h), g(k) − k =: s(k)

für hinreichend kleineh, k ∈ Rn. Fürk = f (h) gilt dann

s(k) = g(k) − k = h− f (h) = −r(h).

Wir wissen, dassr(h)/‖h‖ → 0 für h → 0 und müssen zeigen,
dasss(k)/‖k‖ → 0 für k→ 0.

Es gibtε > 0 so, dass für‖h‖ < ε gilt ‖r(h)‖ ≤ ‖h‖/2. Weil g
stetig ist, gibt es zu diesemε ein δ > 0 so, dass‖g(k)‖ < ε für
‖k‖ < δ. Damit gilt ‖s(k)‖ ≤ 1

2‖g(k)‖. Wegeng(k) = k + s(k)
gilt dann nach der Dreiecksungleichung‖g(k)‖ ≤ 2‖k‖. Sei
nunh := g(k). Es gelten‖s(k)‖ = ‖r(h)‖ und ‖h‖ ≤ 2‖k‖. Für
k→ 0 konvergiert auchh→ 0. In diesem Limes gilt dann

s(k)
2‖k‖

≤
r(h)
‖h‖
→ 0,

wie gewünscht. �

BeispielE8.14. Wir werden den Fixpunktsatz B8.13 von Ba-
nach benutzen, um den Umkehrsatz zu beweisen. Wir fangen
mit einem einfacheren Beispiel an, wie man eine Gleichung
mit dem Fixpunktsatz lösen kann. SeiA eine lineare Abbil-
dungA ∈ L(Rn,Rn) mit Operatornorm‖A‖ < 1. Wir behaup-
ten, id−A ist invertierbar, d.h., zu jedemy ∈ Rn gibt es ein
eindeutigesx ∈ Rn mit

(id−A)(x) = x− Ax= y.

Sei Fy : Rn → Rn die Abbildungx 7→ Ax+ y. Sie ist so ge-
wählt, dass ein Fixpunkt vonFy eine Lösung zur Gleichung
ist:

x = Fy(x) = Ax+ y ⇐⇒ (id−A)x = x− Ax= y.

Wir sehen,Fy ist eine Kontraktion, weil∥∥∥Fy(x) − Fy(x
′)
∥∥∥ = ∥∥∥Ax− Ax′

∥∥∥ ≤ ‖A‖ ‖x− x′‖

mit ‖A‖ < 1. Nach dem Fixpunktsatz hat dannFy einen ein-
deutigen Fixpunktx = Ax+y. Das heißt, id−A ist invertierbar.
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Der Fixpunktsatz gibt uns darüber hinaus eine rekursiv de-
finierte Folge (xn), die gegen den Fixpunkt konvergiert. Mit
x0 = 0 undxn+1 = Fy(xn) = Axn + y gilt

xn =

n−1∑
i=0

Aiy → x =
∞∑

i=0

Aiy.

Das heißt, wir haben eine Formel für die Umkehrabbil-
dung: (id−A)−1 =

∑∞
i=0 Ai als Reihensumme im Banachraum

L(V,V).

Satz E8.15 (Umkehrsatz).Sei U⊂ Rn offen und sei f: U →
Rn stetig differenzierbar. Sei p∈ U so, dass Dp f ∈ GL(Rn)
invertierbar ist. Dann ist f „lokal bei p ein Diffeomorphis-
mus“, das heißt, es gibt eine offene Menge V⊂ U mit V 3 p
so, dass f|V : V → f (V) ein Diffeomorphismus ist.

Beweis.Wie im Lemma dürfen wir ohne Einschränkung an-
nehmen, dass

p = 0, f (0) = 0, D0 f = id,

indem wir f mit

x 7→ (Dp f )−1( f (p+ x) − f (p)
)

ersetzen.
Weil D f stetig ist undGL(Rn) offen ist, dürfen wir anneh-

men, dassDq f invertierbar ist für alleq ∈ U. (Wenn nicht,
ersetzen wirU mit einer kleineren offenen Umgebung vonp.)

Für gegebenesy ∈ Rn suchen wir nach einer Lösung der
Gleichungf (x) = y. Um die Lösungx als Fixpunkt zu sehen,
betrachten wir die Abbildung

Fy : U → Rn, Fy(x) := x− f (x) + y.

Wir wollen zeigen – für jedes hinreichend kleiney –, dassFy

eine KontraktionK → K ist, wobeiK ⊂ U kompakt ist.
Wir bemerken,DxFy = id−Dx f . Weil D f stetig ist, ist

x 7→ ‖DxFy‖ = ‖ id−Dx f ‖

eine stetige AbbildungU → R mit 0 7→ 0. Das heißt, es gibt
r > 0 so, dass‖DxFy‖ < 1/2 für x ∈ K, wobei

K :=
{
x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 2r

}
eine (konvexe und kompakte) Teilmenge vonU ist. Aus dem
Schrankensatz E6.20 gilt dann fürx, x′ ∈ K∥∥∥Fy(x) − Fy(x

′)
∥∥∥ ≤ sup

p∈K

∥∥∥DpFy

∥∥∥ ∥∥∥x− x′
∥∥∥ ≤ 1

2

∥∥∥x− x′
∥∥∥. (∗)

(Insbesondere mitx′ = 0 undy = 0 gilt ‖F0(x)‖ ≤ 1/2‖x‖.) Für
großesy ist natürlichFy keine AbbildungK → K. Für‖y‖ < r
(undx ∈ K) gilt allerdings

‖Fy(x)‖ ≤ ‖F0(x)‖ + ‖y‖ ≤
1
2
‖x‖ + ‖y‖ < 2r,

d.h.,Fy : K → K. Diese Abbildung ist dann eine Kontraktion
(mit Lipschitzkonstante1/2) und hat deshalb einen eindeutigen
Fixpunktx ∈ K.

Das heißt, zu jedemy ∈ Br (0) gibt es genau einx ∈ K mit
f (x) = y. Wir setzenV := {x ∈ K : f (x) ∈ Br (0)} und sehen,
dassf |V : V → Br (0) eine Bijektion ist.

Seig := ( f |V)−1. Nach (∗) und der Dreiecksungleichung gilt

‖x− x′‖ − ‖ f (x) − f (x′)‖ ≤ ‖x− x′ − f (x) + f (x′)‖

= ‖F0(x) − F0(x′)‖ ≤ 1
2‖x− x′‖.

Damit folgt, dassg eine Lipschitzabbildung ist mit Lipschitz-
konstante 2:

‖g(y) − g(y′)‖ ≤ 2
∥∥∥ f (g(y)) − f (g(y′))

∥∥∥ = 2‖y− y′‖.

Insbesondere istg stetig. Damit ist f |V ein Homöomorphis-
mus. WeilDx f invertierbar ist für jedesx ∈ V ⊂ U, ist nach
dem Lemma dieser Homöomorphismus sogar ein Diffeomor-
phismus. �
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E9. Implizite Funktionen und Mannigfaltigkeiten

Der Umkehrsatz untersucht die Lösbarkeit eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems in dem Fall, wo die Anzahl der Glei-
chungen mit der Anzahl der Variablen übereinstimmt und da-
mit eine eindeutige Lösung zu erwarten ist. Wenn wir mehr
Variablen als Gleichungen haben, erwarten wir mehrere Lö-
sungen. IstF eine AbbildungRn+k → Rk, dann erwarten wir
– für ein festesc ∈ Rn – einen-dimensionale Familie von Lö-
sungen zuF(z) = c. Wenn wirz ∈ Rn+k = Rn×Rk alsz= (x, y)
schreiben (mitx ∈ Rn undy ∈ Rk), dann können wir hoffen,
diese Familie wird (mindestens lokal) durchx parametrisiert
mit y = g(x). Das heißt, wir suchen nach einer Auflösung der
GleichungF(x, y) = c nachy als Funktion vonx. Wir sagen
auch, die GleichungF(x, y) = c definiert implizitdie Funktion
y = g(x).

Hier betrachten wir dan festen Wertc ∈ Rk als Konstan-
te. Indem wirF mit F − c ersetzen, können und werden wir
durchgehendc = 0 annehmen.

BeispielE9.1. Eine lineare AbbildungF : Rn × Rk → Rk hat
immer die Form

F(x, y) = F(x,0)+ F(0, y) =: F′(x) + F′′(y),

wobei F′ : Rn → Rk und F′′ : Rk → Rk linear sind. FallsF′′

invertierbar ist, hat die GleichungF(x, y) = 0 eine eindeutige
Auflösungy = g(x): es gilt nämlich

y = g(x) := −(F′′)−1(F′(x)
)
.

BemerkungE9.2. SeiF : Rn × Rk → Rk eine differenzierbare
Abbildung. Wir schreiben

D′(p,q)F(v) := D(p,q)F(v,0), D′′(p,q)F(w) := D(p,q)F(0,w).

Damit istD′′p,qF : Rk → Rk linear.
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BeispielE9.3. Sei n = k und seiF(x, y) := −x + f (y) für
eine stetig differenzierbare Abbildungf : Rn→ Rn. Die Glei-
chungF(x, y) = 0 heißt dannx = f (y). Der Umkehrsatz sagt,
es gibt eine lokale Auflösung der Formy = g(x) (wobei natür-
lich g = f −1), falls Dq f invertierbar ist. Wie siehtDp,qF aus?
Wir habenD(p,q)F(v,w) = −v+Dq f (w). Das heißt, die Ablei-
tung vonF bezüglich dery-Variablen istD′′(p,q)F = Dq f ; diese
muss invertierbar sein, um den Umkehrsatz anzuwenden.

BeispielE9.4. SeiF : R × R→ R durchF(x, y) = x2 + y2 − 1
definiert. Die Lösungen der GleichungF(x, y) = 0 sind natür-
lich genau die Punkte des EinheitskreisesK. Lokal können wir
y = ±

√
1− x2 =: g±(x) schreiben: Bei einem Punkt (p,q) ∈ K

mit q > 0 (bzw.q < 0) gilt lokal y = g+(x) (bzw. y = g−(x)).
Bei den beiden Punkten (±1,0) lässt sichx2+ y2−1 = 0 nicht
in der Formy = g(x) auflösen. (Da gilt∂yF = 0, d.h.D′′ f = 0.
Im Allgemeinen giltD(p,q) f (v,w) = 2pv+ 2qw.)

BemerkungE9.5. Sei y = g(x) eine lokale Auflösung der
GleichungF(x, y) = 0. Geometrisch können wir sagen, die
Niveaumenge

{
(x, y) : F = 0

}
stimmt lokal mit dem Gra-

phen
{
(x,g(x))

}
vong überein. Dies ist nicht der Fall bei einem

Punkt wo die Niveaumenge „vertikal“ ist.

BeispielE9.6. Sei f (x, y) = x2−y2. Die Niveaumenge{ f = 0}
besteht aus zwei Geradeny = ±x. Bei (0,0) lässt sie sich nicht
alseinenGraphen darstellen. Die Ableitung vonf verschwin-
det in (0,0).

Satz E9.7 (Satz über implizite Funktionen).Sei W eine of-
fene Teilmenge inRn × Rk und sei F: W → Rk stetig diffe-
renzierbar. Sei(p,q) ∈ W mit F(p,q) = 0. Falls die lineare
Abbildung

D′′(p,q)F : Rk → Rk

invertierbar ist, dann lässt sich F(x, y) = 0 lokal bei (p,q)
nach einer stetig differenzierbaren Abbildung y= g(x) auf-
lösen. Das heißt, es gibt Umgebungen U⊂ Rn von p und
V ⊂ Rk von q mit U× V ⊂ W und eine stetig differenzierbare
Abbildung g: U → V so, dass

F(x, y) = 0 mit x ∈ U, y ∈ V ⇐⇒ y = g(x) mit x ∈ U.

Ferner ist D′′(x,g(x))F invertierbar für jedes x∈ U und es gilt

Dxg = −(D′′(x,g(x))F)−1 ◦ D′(x,g(x))F.

Beweis.Wir wollen den Umkehrsatz auf die stetig differen-
zierbare Abbildung

f : W→ Rn × Rk, f (x, y) =
(
x, F(x, y)

)
anwenden. Es giltD(x,y) f (v,w) =

(
v,D(x,y)F(v,w)

)
und damit

D(x,y) f (v,w) = 0 ⇐⇒ v = 0 undD(x,y)F(0,w) = 0

⇐⇒ v = 0 undD′′(x,y)F(w) = 0.

Daraus folgt, dassD(x,y) f genau dann invertierbar ist, wenn
D′′(x,y)F invertierbar ist. (Hier gilt die obige Gleichung nur für
w = 0.)

Insbesondere istD(p,q) f invertierbar. Nach dem Umkehrsatz
gibt es dann eine UmgebungG ⊂W von (p,q) so, dassf eine
stetig differenzierbare Umkehrabbildung

(x, y) 7→
(
ϕ(x, y), ψ(x, y)

)
auf f (G) hat. Wegen

(x, y) = f
(
ϕ(x, y), ψ(x, y)

)
=

(
ϕ(x, y), F

(
ϕ(x, y), ψ(x, y)

))
gilt ϕ(x, y) = x. Für (x, y) ∈ G gilt deshalb

F(x, y) = 0 ⇐⇒ f (x, y) = (x,0)

⇐⇒ (x, y) = (x, ψ(x,0)) ⇐⇒ y = ψ(x,0).

Wir definierenŨ := {x : (x,0) ∈ G} ⊂ Rn als Schnitt vonG
undg: Ũ → Rk durchg(x) := ϕ(x,0). Dann istg eine Auflö-
sung der Gleichung nachy.

Ende der Vorlesung 2009 Februar 9

Wir müssen nur ggf. eine kleinere UmgebungU ⊂ Ũ wäh-
len, falls Ũ × g(Ũ) 1 G. Dazu wählen wir zunächstε > 0
hinreichend klein, dassBε(p) × Bε(q) ⊂ G; wir definieren
V := Bε(q). Weil g stetig ist, gibt esδ ∈ (0, ε] so, dass mit
U := Bδ(p) gilt g(U) ⊂ V. Es gilt auchU × V ⊂ G ⊂ W und
wir haben die gewünschte Auflösung.

Um die letzte Aussage zu beweisen, seih : U → G die
Abbildungx 7→ (x,g(x)). Nach dem Umkehrsatz istf ein Dif-
feomorphismus aufG, insbesondere istDh(x) f invertierbar für
jedesx ∈ U. Wie wir oben zeigten, heißt das,D′′h(x)F ist inver-
tierbar. Es gilt 0≡ F ◦ h und damit

0 = Dx(F ◦ h)(v) = Dh(x)F(Dxh)(v) = Dh(x)F(v,Dxg(v))

= D′h(x)F(v) + D′′h(x)F(Dxg(v)).

Weil D′′h(x)F invertierbar ist, folgt die gewünschte Formel für
Dxg. �

BemerkungE9.8. Fürk = 1 haben wirF : Rn×R→ R. Die zu
untersuchende AbleitungD′′(p,q)F ist einfach die letzte partiel-
le Ableitung vonF, die man lieber∂n+1F(p,q) = ∂yF(p,q)
nennt. Ist diese ungleich Null, können wir lokaly = g(x)
schreiben.

BeispielE9.9. SeiP = t2−2at+b ein quadratisches Polynom.
Sind die Nullstellen differenzierbare Funktionen von (a,b)?
Wir betrachtenP als Abbildung

P: R2 × R→ R, P(a,b, t) = t2 − 2at+ b.

Der Satz über implizite Funktionen sagt, wir könnenP = 0
lokal in der Formt = t(a,b) auflösen, falls

0 , ∂3P(a,b, t) =
∂P
∂t

(a,b, t) = 2t − 2a,

d.h., fallst , a. Aus der Schule wissen wir,

P(a,b, t) = t2 − 2at+ b = (t − t+)(t − t−),

wobei

t± := t±(a,b) := a±
√

a2 − b.
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Wir bemerken,

t = a ⇐⇒ a2 = b ⇐⇒ t+ = t− ⇐⇒ P = (t − a)2.

Das heißt, der Satz über implizite Funktionen scheitert genau
dann, wennP eine doppelte Nullstelle hat.

Die Menge{(a,b, t) : t2 − 2at + b = 0} ist eine Fläche in
R2 ×R. Über dem Gebiet{(a,b) : a2 > b} in der EbeneR2 hat
die Fläche zwei Schichten. Jede Schicht ist der Graph einer
differenzierbaren Funktiont±. Über der Parabel{a2 = b} wird
die Fläche gefaltet; da ist die Tangentenebene vertikal.

BeispielE9.10. Allgemeiner betrachten wir ein Polynom be-
liebigen Gradesn als Abbildung

P: Rn+1 × R→ R, P(a, t) = Pa(t) =
n∑

i=0

ai t
i .

Sei (a, c) eine Nullstelle vonP, d.h., das PolynomPa hat c
als Nullstelle:Pa(c) = 0. Wir können den Satz über implizi-
te Funktionen genau dann anwenden, wenn∂tPa(c) , 0. Was
ist aber diese partielle Ableitung? Nach Satz C4.9 können wir
Pa(t) = (t − c)Q(t) schreiben, wobeiQ ein Polynom ist. Dann
gilt ∂tPa(c) = 0Q′(c) + 1Q(c) = Q(c). Das heißt, der Satz
über implizite Funktionen scheitert genau dann, wennc ei-
ne Nullstelle vonQ ist, d.h., wennc eine doppelte Nullstelle
von Pa ist. Daraus schließen wir, die Nullstellen eines Poly-
noms sind differenzierbare Funktionen der Koeffizienten, so-
lange jede Nullstelle eine einfache Nullstelle ist.

Eine Mannigfaltigkeit ist ein metrischer Raum, der lokal
dem euklidischen RaumRn gleicht. Man kann Mannigfal-
tigkeiten abstrakt definieren (vgl. Vorlesungen zu Differenti-
altopologie bzw. -geometrie). Man zeigt, jede Mannigfaltig-
keit kann in einen höher-dimensionalen euklidischen Raum
Rn+k eingebettet werden. Hier betrachten wir nur solche Un-
termannigfaltigkeiten; lokal gleichen diese dem Untervektor-
raumRn ⊂ Rn+k.

Definition E9.11. Eine TeilmengeM ⊂ Rn+k heißtn-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit, falls es zu jedem Punktp ∈ M
folgendes gibt:

• eine offene UmgebungU ⊂ Rn+k von p,

• eine offene MengeV ⊂ Rn+k und

• einen DiffeomorphismusF : U → V so, dass

F(U ∩ M) = V ∩ (Rn × {0}).

Wir sagen auch,M hat Kodimension kin Rn+k. Der Diffeo-
morphismusF heißtKarte für M bei p.

BeispielE9.12. SeiG ⊂ Rn offen und seig: G → Rk stetig
differenzierbar. Der Graph

Γ :=
{
(x,g(x)) : x ∈ G

}
⊂ G × Rk

ist dann einen-dimensionale Untermannigfalitigkeit: unab-
hängig vonp ∈ Γ können wirU := V := G × Rk und

F(x, y) :=
(
x, y− g(x)

)
setzen. Auch die UmkehrabbildungF−1(x, y) =

(
x, y + g(x)

)
ist offensichtlich stetig differenzierbar.

BeispielE9.13. Jede offene TeilmengeU ⊂ Rn ist einen-
dimensionale Untermannigfaltigkeit vonRn.

Definition E9.14. Sei U ⊂ Rn+k offen und seif : U → Rk

stetig differenzierbar. Ein Punktx ∈ U heißtkritischer Punkt,
falls Dx f : Rn+k → Rk nicht surjektiv ist. Ein Punkty ∈ Rk

heißtkritischer Wert, falls es einen kritischen Punktx ∈ U
gibt mit y = f (x); sonst heißty ∈ Rk regulärer Wert.

BeispieleE9.15.

• Für eine konstante Abbildungf (x) ≡ c ∈ Rk (k > 0) ist
jeder Punktx ∈ U kritisch. Jeder Werty , c ist regulär,
währendc ein kritischer Wert ist.

• Für f : Rn+1 → R, f (x) := ‖x‖2 = 〈x, x〉 ist x = 0
der einzige kritische Punkt. Damit isty = 0 der einzige
kritische Wert.

• Ein Wert, der nicht angemonnen wird (y < f (U)), ist
regulär.

• Für k = 1 ist x genau dann ein reglärer Punkt, wenn
gradx f , 0.

Der Satz über implizite Funktionen sagt, die Niveaumenge
in einem regulären Wert ist eine Untermannigfaltigkeit. Dazu
brauchen wir ein Lemma aus der linearen Algebra.

Lemma E9.16. Sei F: Rn+k → Rk eine lineare und surjektive
Abbildung. Nach einer Permutation (Umordnung) der Koor-
dinaten inRn+k können wir F(x, y) = F′(x)+F′′(y) schreiben,
wobei F′′ : Rk → Rk bijektiv ist.

Satz E9.17. Eine Teilmenge M⊂ Rn+k ist genau dann ei-
ne n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem
Punkt p ∈ M eine offene Umgebung U⊂ Rn+k und eine
stetig differenzierbare Abbildung h: U → Rk so gibt, dass
M ∩ U = h−1(c), wobei c∈ Rk ein regulärer Wert von h ist.

Beweis.„=⇒“: Sei p ∈ M und seiF : U → Rn+k eine Karte
für M bei p. Wir schreibenF =: ( f ,h), wobeih: U → Rk.
Dann gilt M ∪ U = h−1(0). Weil F ein Diffeomorphismus ist,
ist DxF in jedem Punktx surjektiv, daher auchDxh.

„⇐=“: Sei p ∈ M. Weil p ein regulärer Punkt vonh ist,
können wir die Koordinaten nach dem Lemma so umordnen,
dassD′′ph surjektiv ist. Damit können wir den Satz über impli-
zite Funktionen anwenden: lokal ist die Niveaumengeh−1(c)
der Graph einer Funktiong: U′ → Rk. Nach Beispiel E9.12
ist dieser Graph eine Untermannigfaltigkeit. �

Korollar E9.18. Sei c ein regulärer Wert von h: U → Rk.
Dann ist die Niveaumenge h−1(c) ⊂ U ⊂ Rn+k eine Unter-
mannigfaltigkeit.

Beweis.Zu jedemp ∈ M benutzen wir im Satz die gegebenen
U undh. �

BeispielE9.19. Die EinheitssphäreSn ⊂ Rn+1 ist eine Unter-
mannigfaltigkeit.
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