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A. INTEGRATION Bemerkungd2.4. Eine Funktionf ist genau dann stlickweise
stetig, wenn es eine Zerlegung so gibt, dass fir jgdd®
Al. Einleitung Einschrankund |, 7 eine stetige Erweiterung aufj[;, zj]
hat.

In diesem Semester fangen wir mit Integration an. Es gibBeispielA2.5. Seienf,g: [-1,1] — R wie folgt definiert:
viele Mdglichkeiten, das Integral einer Funktion genau zu def (x) := sinl/y undg(x) := Ysin fiir x # 0 undf(0) := g(0) :=
finieren; wir benutzen das sogenannte Regelintegral. 0. Wederf nochg ist stiickweise stetig. Betrachten wir die

Danach definieren wir metrische Raume. Wichtige BeispieZerlegung
le davon sind die komplexe Zahlef und der euklidische
RaumR". Wir Ubertragen die topologische Befjiei (Offen-
heit, Stetigkeit, Kompaktheit, Konvergenz, usw.) v@nauf
beliebige metrische Raume.

Mit diesen Grundlagen kdnnen wir Analysis auch mehrdi-
mensional machen. Insbesondere werden wir Ableitungen voeemma A2.6. Eine Funktion f, die stiickweise konstant oder
Funktionenf : R" — R™ untersuchen und die wichtigsten Sét- stetig oder monoton ist, ist beschrankt.
ze dazu (Umkehrsatz, Rangsatz) beweisen.

-1=2<0=z71<1=12,

sind die Einschrankungefi;_, z) unddi_, ) jeweils stetig,
erlauben aber keine stetige Erweiterungen in 0.

Beweis.Jede Funktionf; (in der Definition) ist beschrankt,
weil sie konstant bzw. stetig bzw. monoton auf dem kom-
A2. Treppenfunktionen und Regelfunktionen pakten Intervall 1, zj] ist. Schreiben wir die Schranke als
|fj| < C;, dann gilt

Wir.betrac'hten ein kompaktes Intervalh,p] ¢ R und lf(x)| < max{ maxC;, m,a>1f(zj)|}. 0
Funktionenf : [a,b] — R. i j

Wir wollen den Flacheninhalt zwischen dem Graphen derB
Funktion f und der Achse messen; wir nennen diesenldas
tegral

emerkungA2.7. Eine stiickweise stetige Funktidnhat in
jedem Punkp € [a, b] einseitige Grenzwerte

f(p") = Jim £(3.

b b
f f= f f(X)dx
a a In den Punkterz; durfen die Wertef (rj), f(zj) und f(zj+) alle
(Wenn f negative Werte annimmt wird hierbei vereinbart, unterschiedlich sein.
dass Flachen unterhalb der Achse negativ berechnet Werde'b)eﬁnition A2.8. Eine Regelfunktion f [a,b] — R ist eine

Offensichtlich gilt im Falle einer konstanten Funktion Funktion, von der alle méglichen einseitigen Grenzwerte exi-
b stieren. D.h., fUr jedep € [a, b) existiert f (p*) und fir jedes
f c=c(b-a). p € (a b] existiert f(p~).
a

. . o . . . BeispielA2.9. Stuckweise stetige Funktionen (insbesondere
Es muss nicht sein, dagsstetig ist. Hingegen sind es die . . ;
r;rreppenfunktlonen) sind Regelfunktionen.

Treppenfunktionen, die man am einfachsten integrieren kann.

Definition A2.1. Eine Zerlegung 2von [a. bj] in k Teile (k € Lemma A2.10. Eine Regelfunktion ist beschrankt.

N*) ist durch Beweis.(Aufgabe.) O
a=z<z<-<Zi1<z%=b BeispielA2.11 SeiW: [0, 1] — R die Funktion

gegeben. Fir k j < k schreiben wirAz; = z; — zj_1; wir Y, X = Plq € Qmit p,qteilerfremd

nennem(Z) := max; Az; die Maschenweiteon Z. Einemar- W(X) = 0, x¢Q

kierte Zerlegung ist eine Zerlegun@ wo man zusatzlich fir ’ ’

jedes 1< j < keinen PunkEj € (zj-1, ) ausgewahit hat. die wir schon im letzten Semester gesehen haben. Dai ist

Definition A2.2. Eine Funktionf: [a,b] — R heiRt dann eine Regelfunktion, weil in jedem Punkt die einseitigen Gren-

stiickweise konstartizw. stiickweise stetigpzw. stiickweise Werte 0 sind. (Hingegen ity : x — sgnW(x) keine Regel-
monoton falls es eine Zerlegung von [a, b] und konstante ~ funktion.)

bzw. stetige bzw. monotone Funktionén [z-1,7] — RSO Definition A2.12. Wir schreibenR,y fiir die Menge aller
gibt, dassfj(x) = f(X) fur allex € (z-1,7). Regelfunktionen aufd, b] und 7,y fir die Teilmenge aller
Eine stiickweise konstante Funktiérhei3t auchlreppen-  Treppenfunktionen.
funktion eine Zerlegung, die zeigt, dassine Treppenfunk-
tion ist, heit eindreppenzerleguntjir f. Lemma A2.13. Seien fg: [a,b] — R Treppen- bzw. Regel-
funktionen und sei € R. Dann ist auch f+ cg eine Treppen-

BemerkungA2.3. Es folgt, dassf selbst auf jedemféenen bz, Regelfunktion. D.HR(ap Und 7.y Sind Vektorraume.
Intervall (z;-1, z;) konstant bzw. stetig bzw. monoton ist. Die

Werte f(z;) hingegen diirfen beliebig sein. Beweis.(Aufgabe.) o
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A3. Konvergenz von Funktionen

Wir betrachten nach wie vor Funktionen auf einem kom-
pakten Intervall §, b] c R.

Definition A3.1. Fir jedesk € N sei fc: [a,b] — R eine
Funktion. Falls fur jedex € [a,b] die Folge(fk(x)) einen
Grenzwert inR hat, definieren wirf : [a, b] — R durch

f(x):= i!im f(X).
Wir sagen, die Folgeff) von Funktionerkonvergiert punkt-
weisegegen den Limes.

BeispielA3.2. Fiirk e N sei f, die Potenzfunktiorfy: x — X<
auf [0, 1]. Dann konvergiert f;) punktweise gegen die Funk-
tion f = y(3y mit f(1) =1 undf(x) = 0 furx < 1.

Definition A3.3. Seienf und fy (k € N) Funktionen aufd, b].
Fur jedesk setzen wir

Sk = sup|f(X) — f(X)| € [0, +o0].
xe[a,b]

Fallséx — 0, sagen wir, {) konvergiert gleichmafigegenf .

BemerkungA3.4. Eine Folge, die gleichmaRig konvergiert,
konvergiert auch punktweise aber nicht umgekehrt. (Im letz
ten Beispiel giltsx = 1 fur allek, d.h. (fy) konvergiert nicht
gleichmanig.)
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Satz A3.5. Eine Funktion f [a,b] — R ist genau dann eine
Regelfunktion, wenn es eine Folge) von Treppenfunktionen
gibt, die gegen f gleichmalfig konvergiert.

Lemma A3.8. Sei f eine Funktion ayf, b]. Sie hatin b ge-
nau dann einen linksseitigen GrenzwebT), wenn zu jedem
e > O es eins > 0 so gibt, dasgf(x) - f(y)| <  fir alle
X,y € (b -6, b). (Ahnliches gilt fiir rechtsseitige Grenzwerte.)

Beweis.Eine Richtung ist einfach: falls der Grenzwéd(b™)
existiert, gibt ey > 0, so dassf(x) — f(b7)| < ¥ fir alle
x € (b - 6,b). Dann folgt|f(x) — f(y)| < & aus der Dreiecks-
ungleichung.

Umgekehrt habe wir — zu jedem> 0 — einé > 0, so dass
|T(X) - f(y)| < e fur allex,y € (b-6,b). Aus dem letzten
Semester (Lemma 1.D3.8, leicht an einseitige Grenzwerte an-
gepasst) wissen wir, da$¢b~) genau dann existiert, wenn fir
jede Folgex, — b mit x, < b die Folgef(x,) auch konver-
giert. Weil x, — b gibt esng, so dassx, € (b — 6, b) fur alle
n > no. Dann gilt|f(x,) — f(xm)| < & fir allen,m > no. Weil
& > 0 beliebig war, isff (x,) eine Cauchyfolge und hat deshalb
einen Grenzwert. O

Beweis des SatzeSei (k) eine Folge von Treppenfunktio-
nen, die gegeri gleichmafiig konvergiert. Sei € (a, b]. Wir
wollen zeigen, dass der Grenzwdifp~) existiert. Dazu sei
£ > 0 gegeben. Wir wahlek € N, so dass

sup|f(X) — ee(X)| < o
[ab]

Weil ¢ eine Treppenfunktion ist, gibt &> 0, so dassy auf
(p - 6, p) konstant ist. Dann gilt

[f(x) - f(y)|
<) = @] + o) = e)| + o) — )|
<fo+0+¢Hh=¢

furallex,y € (p—9¢, p). Dann existiertf (p~) aus Lemma A3.8.
Umgekehrt, set > 0 und seif eine Funktion, die keine-

BemerkungA3.6. Falls ¢« eine Treppenfunktion ist und Treppenapproximation au[b] =: [ao, bg] hat. Wir halbieren
sup|f—e«| < &, sagen wirgy ist eines-Treppenapproximation das Intervall:
fur f. Der Satz sagt, die Regelfunktionen sind genau die, die

fur jedese > 0 eines-Treppenapproximation haben.
Fir den Beweis brauchen wir zwei Lemmata.

Lemma A3.7. Sei p€ [a,b] und sei f [a,b] —» R eine
Funktion, deren einseitige Grenzwerte in p existieren. Zu je
deme > 0 gibt es danns > 0, so dass f, eines-Treppen-
approximation hat, wosldas Intervall j := [a, b]N[p-6, p+d]

um p bedeutet.

Beweis.Wir betrachten den Fa € (a,b). (Falls p ein End-
punkt ist, wird alles nur einfacher, weil wir nur eine Seite be-
trachten missen.) Seiefifp™) und f(p*) die beiden Grenz-
werte und sep die Treppenfunktion

f(p7), x<p,
e(x) =1f(p), Xx=p
f(p*), x> p.

Existenz der einseitigen Grenzwerte heil3t, dass zu jedem
0 ess* > 0 so gibt, dass auf—4d-, p) bzw. auf @, p+6*] gilt
|f(x) - f(p*)| < & Mit § = min(s~, 6%) folgt das Lemma. O

ao + bg
2

Auf mindestens einer Halfte (die wira{, b;] nennen) hat

f wieder keinee-Treppenapproximation, sonst kénnten wir
die beiden Approximationen zusammenkleben. Dieses Hal-
bieren wiederholen wir per Induktion; wir bekommen inein-
ander geschachtelte Intervalia,[b,] von Lange b — a)/2".
Die Cauchyfolgen &,) und (,) haben einen gemeinsamen
Grenzwertp € [a,b]. Aus Lemma A3.7 folgt nun, da$ kei-

ne Regelfunktion ist: hatté einseitge Grenzwerte ip, gadbe
es firf eines-Treppenapproximation auf einer Umgebugpg
von p; diese Umgebung enthielte aber fir groRefas Inter-
vall [an, by], wo es keine Approximation gibt. O

[0, bo] = [a@o, mo] U [mo, o], mo =

A4. Integrale
a. Treppenintegral

Definition A4.1. Seif: [a,b] — R eine Funktion und eine
markierte Zerlegung vora[ b]. Die Riemann’sche Summen



J.M. Sullivan, TU Berlin A: Integration Analysis Il, WS 200®

f bezuglichZ ist b. Regelintegral
k k - o , , ,
. NAo N Nattirlich wollen wir nicht nur Treppenfunktionen integrie-
S(1.2) := = f(£)) Az = ]Z; FE) @ - z-0)- ren konnen. Es gibt viele moglichkeiten, das Integral zu er-

weitern (z.B. Riemann-Integral, Lebesgue-Integral, Gauge-
Lemma A4.2. Seig: [a.b] — R eine Treppenfunktion und Integral). Die unterscheiden sich dadurch, auf welchem Vek-

seienZ,Z’ zwei markierte Treppenzerlegungen ffirDann torraumV' > 7iapy vOn Funktionen das Integral definiert ist.
gilt S(¢.2) = S, 2'). Das Integral ist aber immer eine monotone lineare Abbildung

mit Intervalladditivitat. Das heif3t, auf unserem Wunschzettel
BeweisskizzeWeil jedesy; konstant ist, hangB(e, 2) nicht  fUr €in Integral steht:
von den ausgewahltef) € [zj_1,z] ab, d.h., héchstens von

der ZerlegungZ. Die zwei ZerlegungeZ und Z’ haben ei- fb(f +cg) = fbf ic bg’

ne gemeinsame VerfeineruryuU Z’. Man muss nur noch a a a

zeigen, dass die Riemmann’sche Summe unverandert bleibt, b

wenn man einer Treppenzerlegung einen neuen Punkt hinzu- f>0 = f>0,

fugt. ) A o,
f f= f+ f.

Definition A4.3. Seiy: [a,b] — R eine Treppenfunktion. a a p

DaslIntegral von ¢ definieren wir wie folgt:
Wie im Korollar A4.5 folgt, das§ < g = [f < [gund

fbgo:z S(e, 2), dassUf‘gﬂﬂ_

a
) Lemma A4.8. Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion, und
wo Z eine beliebige Treppenzerlegung fiirst. (¢n) eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmaRig ge-
gen f konvergiert. Dann konvergiert i die Folge(fabgpn).

b . . . .
Lemma A4.4. Das Integraly +— fa ¢ ist eine lineare Abbil- o, Grenzwert ist unabhangig von der gewahlten Fdigs.

dung7iay — R. Esist monoton im Sinne, dass
Definition A4.9. Den Grenzwert aus diesem Lemma nennen
b wir das(RegeI-)Integralfbf
>0 = f ¢>0. a !
a
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Beweis.(Aufgabe.) O

Beweis.Wir setzens, := sup|f(X) — ¢n(X)|. Fir jedesx gilt

Wie in jedem Fall, wo ein Integral linear und monoton ist, ; .
aus der Dreiecksungleichung

haben wir gleich ein Korollar:

Korollar A4.5. Seien fg Treppenfunktionen a{i&, b]. Falls [en(¥) = em(X)] < 6n + Om.
f <g,qgilt f:f < f:g. Es folgt, dass

b b
ff Sflfl.
a a

Beweis.Die erste Ungleichung folgt direkt aus Linearitat und
Monotonie des Integrals. (Aufgabe.) Die Zweite folgt dann
aus—|f| < f <|f]. O

Daher gilt

b b
fio Lo
a a

Weil 6, — 0, heilt das, das(sLb¢n) eine Cauchyfolge ist.
Deshalb konvergiert sie.

Konvergieren ¢,) und (n) gleichméRig gegerf, dann
auch die Folge

b
< [[len=senl < 0260+ 0.

Bemerkungd4.6. Die Einschrankung einer Treppenfunktion
¢: [a,b] = R auf ein beliebiges kompaktes Teilintervall ist

auch eine Treppenfunktion. (o, Y0, 1,41, ).

. . . b
Lemma A4.7. Seiy eine Treppenfunktion af, b] und sei  Weil die Integrale zu dieser Folge konvergieren, halip,)

p € (a, b). Dann gilt Intervalladditivitét: Uﬂd(fabl!/n) den selben Grenzwert. o
b p b . . . .
f ¢ = f ¢ +f Q. Lemma A4.10. Das Regelintegral ist linear, monoton und in-
a a p tervalladditiv, erfiillt also unsere Wiinsche.

Beweis.(Aufgabe.) O Beweis.(Aufgabe.) O
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Definition A4.11. Der Mittelwertvon f auf [a, b] ist Werte cj, ¢(Zj), Cj+1 an. Der maximale Unterschied dazwi-
schen nennen wir
b fbf 1 b
JC fi==—= —f f. s := maq{ Ic; — ¢jal, I6j = ¥(Z)l, [Gje1 — (21 |-
a L 1 b-a a

Wir vereinbaren zunachst, dags< min; AZ. Sei nunZ

Satz A4.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f  eine Zerlegung mit Maschenweit§(Z) < & und seip :=
eine Regelfunktion ajf, b]. Falls m< f(x) < M furalle X,  ,(y, 2). Jedes Teilintervall i ist kleiner als jedes id@’, d.h.,
dann gilt m< )gbf < M. Falls f stetig ist, wird der Mittelwert jedes -1, z) beinhaltet entweder keiz] oder genau eins.

ht A ; _ [P Im ersten Fall gibt e, so dassZ_1,z) c (Z_,,Z). Dann
angenommen, d.h., es gibt eirepa, b] mit f(p) = Jg f. gilt ¥ = ¢ = ¢ auf (4.1, 2) und deshalb -1 4
Beweis.Betrachten wirm und M als konstante Funktionen, 2
folgt m < ﬂ’f < M direkt aus dem letzten Korollar. Fir ste- [ —¢| = 0.
tige f nehmen wirm := inf f, M := supf. Nach dem Zwi- 41
schenwertsatz (1.D6.1) nimnitjeden Wert inin, M]an. 0O Im zweiten Fall nimmiy auf (z_,, ) die drei Werteg;, ¢(2])1
Cj+1 an; hingegen isp konstant mit einer dieser drei Werte.

Definition A4.13. Sei f eine Funktion und eine markier- D.h., ¢ - ¢l < s; und

te Zerlegung. Wir definieren wie folgt eine Treppenfunktion

o(f,2), fir die Z eine Treppenzerlegung ist: Z
f [ — ¢l < sjAZ < Sj0.
Zi-1

. f(&), xe(z_1,z),
(o(f,2))(x) := {fg:; = (Zj]. %) Jedesj taucht héchstens einmal auf, also
b k-1
Es gilt dann fw,_@ <5ZSJ._
b 2 =1
fa ¢(f,2) = S(1.2). Jetzt nehmen wi < & / 3 sj (und immer nocl < AZ).
Dann gilt
Satz A4.14. Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion. Zu jedem b b b b
& > 0 gibt es dann eiw > 0, so dass fir eine beliebige mar- 'S(lp 2) _f ol < f‘p_ f ol < f w-vl<e O
kierte Zerlegung mit Maschenweit&(Z) < ¢ gilt ’ a | 1Ja a |~ Ja
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< E&.

b
S(f,2) - f f

a Beweis des SatzeSeic > 0 gegeben. Wir setzesi :=

Kurz gefasst: und wahlen eine’-Treppenapproximatiog fur f.
Sei nun eine markierte Zerleguégnit Maschenweité(2)
b ) . gegeben. Wir setzep = o(f,Z) und ¢’ = ¢(¥,Z). Aus
fa f= A(“z';‘los(f’z)- sup|f —y| < & folgt suple — ¢’'| < &, well ¢ bzw. ¢’ die

Werte f(¢;) bzw.y(¢;) annehmen. Deshalb gilt

fabf—S(f,Z)'z fabf—fabw

&
3(b-a)

Bemerkungd4.15. Fir stetigef undA(Z) — 0 konvergieren
die Treppenfunktionep(f, Z) gleichmafiig gegefi. Das gilt
nicht mehr, wenrf einen Sprung hat. Im Satz behaupten wir

aber nur, dass die Integrale dieser Treppenfunktionen konver- b b , b
gieren. Sflf—l!/|+ f(l!/—sﬂ) +f|<ﬁ - ¢l

a a a
Definition A4.16. Sei f: [a,b] — R eine (beschrankte) £

b ro
Funktion. Falls der Grenzwert ligg) o S(f, Z) existiert, nen- =37 fa(w —)t 3
nen wir ihn dasRiemann-Integralvon f und sagen,f ist . . . .
Riemann-integrierbar(Der Satz sagt, jede Regelfunktion ist AUS dfm Lemma kdnnen wir so wahllen, dass fi&(2) < ¢
Riemann-integrierbar und das Riemann-Integral stimmt migilt | [ (¥ — ¢’)| < ¢/3. Dann gilt aucﬁfa f- S(f,Z)| <& O

dem Regelintegral Uberein.)

Lemma A4.17. Der Satz gilt im Falle, dass £ y eine Trep- A5.  Unbestimmte Integrale
penfunktion ist.

. . b .
Beweis.Sei Z’ eine Treppenzerlegung figr und (fiir jedes  Definition A5.1._ Bis jetzt ha.tfa f nur dann eine B_edeutung_,
1 < j < k) seic;j der konstante Wert vopz , ). InZ hat ~ wenna < b. Wir erganzen jetzt diese Notation, in dem wir

¥ einen Sprung; in einer kleinen Umgebung nimndie drei faaf =0 undfbaf = — fabf setzen.
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LemmaAb.2. Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion und seien BemerkungA5.6. Seien® und ¥ zwei Stammfunktionen
p,q.r € [a, b] drei Punkte in beliebiger Reihenfolge. Dann gilt fur f. Korollar I.E2.8 sagt dan — ¥ = C € R.

Intervalladditivitat
Satz A5.7 (Hauptsatz). Sei f: [a,b] — R stetig. Fur je-

qf . rf B rf des ce [a,b] ist das unbestimmte Integral(®) = ['f eine
D q B 0 Stammfunktion fir f. Sei nuheine beliebige Stammfunktion
fur f. Flr p,g € [a,b] gilt

Beweis.(Aufgabe.) O a
q
Definition A5.3. Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion und f f =d(q) - ©(p) =: CD'p~
seic € [a, b]. Die FunktionF : [a, b] — R, definiert durch P
D Beweis.Weil f stetig ist, sagt Satz A5.4, dass= f in jedem
F(p) := f f(x)dx, Punkt. Deshalb isk eine Stammfunktion. Jede Stammfunk-
c tionist® = F + C fur C € R. Aus Intervalladditivitat folgt,
heilt einunbestimmtes Integrabn f. dass
q
Einseitige Ableitungen wurden im letzten Semester kurz cp|q = F'q :f f. O
eingefiihrt (siehe Beispiel .E1.6). P P P

Satz A5.4. Sei f eine Regelfunktion aii&, b]. Ein unbe- Der Satz sagt, unbestimmte Integrale sind Stammfunktio-
stimmtes Integral F von f ist stetig und hatin jedera ja,b] ~ nen. Wennb eine Stammfunktion fif ist, schreiben wir des-
einseitige Ableitungen’Rp) = f(p*). Falls f in p stetig ist, halb [f = ®.

folgt, dass F in p dferenzierbar ist mit {(p) = f(p). Jede Ableitung, die wir kennen, gibt uns jetzt eine Integra-

L " _ tionsformel. Es gelten z.B.
Beweis.Wir betrachten den Fall der rechtsseitige Ableitung.

Deren Definition (mit der vori) gibt: dx
exp=exp m = arctanx,
p+h P
oo oe o FREN-F) L - . L
F.(p) := hILng - - h“fc] E— fsm = —CO0S fcos_ sin.
p+h
= lim f f. Fir-1+# « € R gilt
h—0* p

X'dx= 1 xrtt

Weil f eine Regelfunktion ist, existieft(p*). D.h., zu jedem X= PR

e > 0 gibt esé > 0 so, dasgf(x) — f(p*)| < & fur x €
(p. p + 6). Frh < ¢ gilt dann aus dem Mittelwertsatz A4.12, womit man leicht jedes Polynom integrieren kann. &ér -1
bcpmhf ~ (p)| < . Es folgt, undx > 0 gilt [V dx= log x. .
Manche Autoren schreiben solche Integrationsformeln eher
pth in der Formff = ®+C, um zu betonen, dass die Stammfunk-
F.(p) = lim JC f=f(p"). tion @ nicht eindeutig ist. Hier heil3T die Integrationskon-
h=0"Jp stante eine beliebige reelle Zahl. Wenn wir diese Konstante

Ahnliches gilt fur die linksseitige Ableitung. (Mit der er- weglassen, miissen wir sorgféltig sein. Es gilt 2.B. sowohl

ganzten Notation sieht der Beweis sogar fast gleich aus, z.B. f dx

auch im Fallen < 0 kénnen wirfpmf schreiben.) Vieg arcsinx
Schon die Existenz der einseitigen Ableitungen foim p
geniigt, um zu zeigerF, ist in p stetig. Hier heiRt dags ist ~ &!Sauch
auf [a, b] stetig. Fallsf in p stetig ist, gilt dx Arecos
F2(p) = f(p)) = f(p) = f(p*) = FL(p), V1-x2

Man darf aber nicht schliel3en, dass aresin— arccosx; hin-
gegen gilt arcsix = 7/, — arccox.

Wir werden den Hauptsatz der fRérential- und Integral- Eine Funktion, fir die man eine Formel schreiben kann, in
rechnung nur fiir stetige Funktionen betrachten. Man kan§ler nur die Funktionen exp, log, sin, cos, die gewéhnlichen
diesen auch auf beliebigen Regelfunktionen erweitern, in derdfithmetischen Verkndpfungen und Wurzeln auftauchen, hei3t
man vorsichtig mit den abzahlbaren Mengen der Unstetigkeigineelementare Funktiar(Wir versuchen hier nicht, eine ge-

d.h.,F istin p differenzierbar.

umgeht. (Siehe z.B. Kénigsbergénalysis 1811.4.) g2u6e)Definition zu formulieren. Siehe Behrendsalysis 2

Definition A5.5. Sei f: [a,b] — R stetig. Eine stetig diie- Aus den Rechenregeln fiir Ableitungen und der Ketten-
renzierbare Funktio: [a,b] — R mit & = f heit eine  regel, ist es klar, wie man jede elementare Funktion ablei-
Stammfunktiofdr f. ten kann; die Ableitung ist wieder elementar. Hingegen kann
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es sehr schwierig sein, eine Stammfunktion zu finden; diBeweis.Die FunktionuVv + u'v hat Stammfunktiomv. O
Stammfunktion einer elementaren Funktion ist nicht immer o ) . )
elementar. Positiv ausgedriickt, liefert uns Integration viele Di€ Schwierigkeit besteht darin, dass es nicht immer klar
neue Funktionen. Inzwischen haben hunderte solsheri- ISt Wie man Funktioner, t bzw. u, v wahlen sollte, um einen
ellen Funktionerihren eigenen Namen. Formelsammilungend€9€benen Integranden in die Forfie€) t” bzw.u v verninf-
dazu findet man in dicken Biichern oder auch jetzt im WeHi9 umzuschreiben.

(z.B. functions.wolfram.com). Als Beispiel nennen wir Beispiel A6.5. Wollen wir fe"x dx bestimmen und wéahlen

die (GauR’sche) Fehlerfunktion wir u = €, Vv = x, hilft das nicht: es taucht ein ,kompli-
. Zierteres" Integra[exxzdxauf. Waéhlen wir hingegen = x,
erf(x) := if et dt, V' = €, finden wir,
vVr Jo
. o o fxe?‘dx=xe?<—f1exdx=(x—1)ex.
die sehr wichtig in der Statistik ist.
Ende der Vorlesung 2008 Oktober 23 BeispielA6.6. Fiir [ V1 - x2dxhilft (vielleicht erstaunlicher-
weise) die Wahl/ = 1 (und noch ein bisschen Tricksen):
A6. Integrationstechniken fmldxz Xm—fx -X dx
V1-x2

Zwei ganz wichtige Integrationstechniken sind einfache N dx 1— %2
Umformulierungen der Kettenregel bzw. der Produktregel fiir =XV1-x - f N 5~ N > dx
Ableitungen. 1-x 1=X
= XV1- X2 - arccosx — f\/1— x2dx

Satz A6.1 (Substitutionsregel).Sei F eine Stammfunktion
fur eine stetige Funktion :f[a, b] — R. Weiter seit [c,d] —
[a, b] stetig dfferenzierbar und streng monoton. Dann ist
eine Stammfunktion f{{ff o t)t’ und es gilt,

Damit gilt

2f\/1— x2dx=XV1—- x2 —arccox
b t(b)
f f(1(X) t'(x) dx = F(t(b)) - F(t(@)) = f f(t) dt

@) zunachst auf jedem kompakten Teilintervall veri(1). D.h.,

es gilt auf ¢1,1) aber dann (weil beide Seiten stetig sind)
Beweis.Die Kettenregel gibtg ot)’ = (f o t)t’; die letzte auchinden Endpunkten, d.h. auf dem ganzen Intervall].

Formel folgt dann aus dem Hauptsatz. U BeispielA6.7. Diese Formel hat eine schéne geometrische In-
terpretation als Flacheninhalt eines Kreissegments. Fir das In-

Bemerkun@A\6.2. Hoftentlich ist es nicht verwirrend sondern tegral auf b, 1] haben wir

sogar hilfreich, dass wir in der letzen Forntaticht nur als

Namen der Funktion benutzt haben, sondern auch als Integra- 1 1 1

tionsvariable. Naturlich kann man auch eine beliebige Varia- 2f V1-x2dx=xV1- X2’a - afCCOS('a
a

ble benutzen, etw ES)) f(£) dZ. Naturlich geht es auch ohne:

ftg)))f bedeutet dasselbe.
Der Flacheninhalt eines Kreissegments ist der Flacheninhalt

Beiszpiel 66'3' .Wir haben schon angedeutgt, das In.t.egraleines Kreissektors (arccap minus der Flacheninhalt eines
fe"‘ dxlasst sich nicht als elementare Funktion aUSdr“Cke”Dreiecks em)

sonder liefert die neue Fehlerfunktion edf(Hingegen lasst
sich das anscheiend kompliziertere Integmd?<2 dxmithilfe
der Substitutionsregel leicht berechnen. Der Faltdrist ei-

ne Verkettung; wenn wit(x) = —x? und f = exp (mit Stamm-
funktion F = exp) ausprobieren, finden wir

=-aVl-a?+arccos.

a 1
f (-2xe X dx=e¥.

Damit ist unser Integrate /2.

Satz A6.4 (Partielle Integration). Seien uv: [a,b] — R ste-

tig differenzierbare Funktionen. Dann gilt Fura = -1 finden wir, dass der Flacheninhalt des Einheits-

b ) b kreisesr ist. Das heif3t, unsere Definition van(im letzten
fu\/ - uv— fu'v, f uv = uv‘ _f u'v. Semester als das 2-fache einer Nullstelle von der Potenzreihe
a a Ja cos) stimmt mit der geometrischen Definition tGberein.
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BeispielA6.8. Dieses Integral kann man auch einfach mit der A7. Uneigentliche Integrale
Substitutionsregel berechnen. Sieht mslth — x2, darf man
immer hdfen, das® = arcsinx hilfreich ist. Damit giltx = Per Definition ist eine Regelfunktion beschrankt und auf
sinf, V1 - x? = cosy unddx = cosfdg. Das ergibt einem kompakten Intervall definiert. Oft will man auch unbe-
schréankte Funktionen bzw. Funktionen auf unendlinchen In-
fﬂdx: fco§9d9 tervallen integrieren. Darum definiert man das ,uneigentliche
) Integral” als Grenzwert.

Definition A7.1. Sei [a, b) c R ein halbdtenes Intervall, wo-

Wenn man sich daran erinnert, dass Z&os 1 + cos 2, hat beib = +oo erlaubt ist. Weiter sef : [a,b) — R eine Funk-

man tion mit folgender Eigenschaft: fir jedes e [a,b) ist die
1. ) Einschrankundf|ag eine Regelfunktion. Wir definieren das
Satz A6.9. Die Zahix ist irrational. f f = fim f f,

Der erste Beweis dafuir wurde schon im 18. Jahrhundert g

; ; ; X alls dieser Grenzwert existert.
funden. Wir stellen einen Beweis dar, den Ivan Niven 1943—

nur auf einer einzigen Seite veféntlicht hat. BeispielA7.2.
Beweis.Angenommen, es s&i = 3, mit a,b € N*, Fir ein f+oo dx__ lim fc dx
' 9 : — /b 8 : 0 1+X2_C—>+oo 01+X2

n € N, das wir erst spater wahlen, definieren wir das Polynom

. c . s
= |lim arctanx| = lim arctarc= =
X"(a-bx" b" n oo 0 coteo 2
— = —(X(r - X)),
o = (X =X)

f(x) =
BeispielA7.3. Fira > 1 gilt [~ 9 = Y, _q). Fire < 1

in dem nur Monome von Grad zwischamund 21 auftauchen. existiert das Integ.r.al nicht (bzw. iso).

Die Koeffizienten vom! f(x) sind ganze Zahlen. Deshalb gilt Bemerkung\7.4. Ahnliches gilt fir eine Funktion aug(b]:
f0) = 0furj < nbzw.j > 2n;firn < j < 2nist {0 wir setztenfabf = limear fcbf. Fir eine Funktion aufa( b)
eine ganze Zahl. Das heif3t, in 0 ist jede Ableitung ¥agine  wéhlen wir ein beliebigep € (a, b) und setzen

ganze Zahl. Dasselbe gilt in weil f(r — x) = f(X).

I . . b b
Wir definieren nun ein zweites Polynom f foo fpf +f f
a P

n
F(X) := Z(—l)j fE(x) = F(X) = £7/(X) +--- + F@V(x). falls diese letzten beiden uneigentlichen Integrale existieren.
1=0 BeispielA7.5. Fira € (0,1) gilt [, = Yy _ . Das Inte-

Dabei merken wir, das&(0) undF (x) ganze Zahlen sind. Die  9ral [;” 9« existiert (inR) fur keina € R.
FunktionG(x) := F’(X) sinx — F(X) cosx hat die Ableitung BeispielA7.6. Man kann zeigen (am besten mit mehrdimen-

_ _ sionalen Integralen), dags” e dx= vr.
G'(X) = (F”"(x) + F(x)) sinx = f(X) sinx. T e
BeispielA7.7. Das Integramm x dxexistiert nicht, obwohl

C
lim fxdx:o.
C—+oo J ¢

A8. Weitere Integrale

Aus dem Hauptsatz folgt dann, dass

ff(x)sinxdx: G(x)'z = F(r) + F(0).
0

D.h., dieses Integral ist eine ganze Zahl. Fik & < = gel-
ten 0 < sinx < 1und 0 < nlf(x) < a"x#". Deshalb gilt
0 < f(X)sinx < a"z"/nl. Jetzt wahlen win groR genug, dass Wir haben das Integral zunéchst fir Regelfunktionen defi-
Letzteres kleiner ald, ist. Damit gilt 0 < fo"f(x) sinxdx < niert und dann auf uneigentliche Integrale erweitert. Wir ha-
1, ein Widerspruch. O ben auch schon das Riemann-Integral erwahnt. Jetzt wollen
wir diese und andere Integrale vergleichen. (Hier verzichten

BemerkungA6.10. Wie konnte Niven diesen Beweis finden? Wir grofstenteils auf Beweise.)

Will man das Integralff(x) sinxdx berechnen, kann man BeispielA8.1. Sei (g;) eine Folge inR. Wir definieren wie
partielle Integration (insgesamtr(2- 2)-mal) anwenden und folgt eine Funktionf2: [0, 1] — R:

es kommt daraus die Formel fErbzw. G.

A= d® X=0
Ende der Vorlesung 2008 Oktober 27 ' aj, Xe (27171,271], jeN.
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Die Einschrankung vorf? auf ein beliebiges Teilintervall BeispielA8.6. Die RegelfunktionW aus Beispiel A2.11 hat
[b, 1] (fir b > 0) ist eine Treppenfunktion. Die Funktioif = abzahlbar unendlich viele Unstetigkeiten (in den rationalen
selbst ist genau dann eine Treppenfunktion, wemi fam  Zahlen). Die Unstetigkeiten der Funktioif aus A8.2 sind
Ende konstant” ist, d.h., wenn ase R so gibt, dass; = a  abzahlbar obwohi# keine Regelfunktion ist.

fur fast alle j. Sie ist genau dann eine Regelfunktion, wenn . . . _

(aj) einen Grenzwert (i) hat. (Was sind dann die approxi- Satz A8.7. Eine beschrankte Funktion:fla,b] — R ist

mierende Treppenfunktionen?) Sie ist genau dann Rieman@€nau dann Riemann-integrierbar, wenn die Unstetigkeiten
integrierbar, wenng|) begrenzt ist. von f eine Nullmenge (vgl. 1.G2.2) bilden. O

Beispiel A8.2. Fur (@) = (0,1,0,1,...) ist f# Riemann-  Beispiel A8.8. Die Funktion yg ist nicht Riemann-integ-
integrierbar obwohl keine Regelfunktion. Das Integral kannrierbar, weil sie in jedem Punkt unstetig ist. Sie ist aber 0 auRRer
man berechnen: der abzahlbaren Nullmengg

1 ! Lebesgue hat eine allgemeinere Definition fur das Inte-
f o= 24_ =3 gral gefunden, die keine Nullmengen beriicksichtigt. Falls
0 k=1 Lebesgue-integrierbar ist unid = g fast tberall (d.h., aulzer

Dieses ist entweder als uneigentliches Regelintegral oder 2)d einer Nullmenge), dann igf auch integrierbar und es gilt

. 1 1
(eigentliches) Riemann-Integral zu verstehen. Jf = fg. Wir haben z.B.[xg = [, 0 = 0. Das Lebesgue-
Furbj = jist fb nicht mal Riemann-integrierbar (weil nicht Integral basiert auf Maf3theorie, welche wir hier nicht erklaren
beschréankt). Trotzdem existiert das uneigentliche (Regel- odégdnnen.
Riemann-) Integral: Noch allgemeiner ist das sogenannte Gauge-Integral (von
Henstock, Kurzweil und anderen). Dieses kann man leicht mit
1 = ; Zerlegungen definieren.
fszzj'z-l-l:l. gung
0 =0 Definition A8.9. Seig: [a, b] — (0, +0) eine beliebige posi-

. " tive Funktion, die wir eirGaugenennen. Eine markierte Zer-
Furc; = (-2) existiert das Integraf0 f¢in keinem ver-  legungZ von [a, b] heil3t danng-fein wennAz; < g(¢;) fur
nunftigen Sinne. Es gilt jedes;j.
1

0_1' _1\i
27J_f = 7+ 1),

Definition A8.10. Sei f: [a,b] — R eine Funktion und sei
| € R. Wir sagen,| ist dasGauge-Integralvon f auf [a, b],
falls zu jedeme > 0 es ein Gaugg auf [a, b] so gibt, dass fur

Das heif3t, diese Integrale sind alternierésdind 0. jedeg-feine markierte Zerlegung gilt
Definition A8.3. Seif: [a b] — R eine (beschrankte) Funk- || _s(f Z)| <e
tion. Die oberebzw. untere Summeon f beziiglich einer Zer- ’ '
legungZ von [a, b] ist: BemerkungA8.11 Der Fall, wo es (zu jederg) ein kon-
_ _ stantes Gaugg = § > 0 gibt, ist genau die Definition vom
S(f.2) = Z Az XE[EUDZ] f(x). Riemann-Integral.
i j-1.Z]
: _ BemerkungA8.12 Wenn man mit dem Gauge-Integral an-
S(f.2) = Z Az XE['ZUE . f(x). fangt, muss man keine Erweiterung auf uneigentliche Integra-
i o le betrachten.
Dasoberebzw. untere Integralon f ist Satz A8.13. Jede Funktion, die ein Lebesgue-Integral oder
- ein (auch uneigentliches) Riemann-Integral hat, ist Gauge-
f f:=infS(f,2) = lim S(f,2) integrierbar. Eine Funktion f i_st genau danp Lebesgue-integ-
a z A(2)-0 rierbar, wenn f undf| Gauge-integrierbar sind. ]
b
j;f = Slsz§(f,Z) = A('IZI')TLO§(f,Z). Ende der Vorlesung 2008 Oktober 30

Satz A8.4. Eine Funktion f ist genau dann Riemann-integ-

rierbar, wennfabf = fabf. o

Satz A8.5. Eine Regelfunktion hat abzahlbar viele Unstetig-
keiten.

BeweisskizzeSei f der gleichméaRige Grenzwert von Trep-
penfunktioneng,. Ist p ein Punkt, in dem jedeg, stetig ist,
dann istf in p stetig. (Warum?) Jedes, hat aber nur endlich
viele Unstetigkeiten. O
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B. METRISCHE RAUME
B1. Definition

Definition B1.1. SeiX eine Menge. Eine Funktion oder Ab-
bildungd: X x X — R heil3t dann eindetrik auf X, falls fur

alle x,y,z € X die folgenden (axiomatischen) Bedingungen

erfillt sind:
e Definitheit:d(x,y) =0 < x =Yy,
e Symmetried(x,y) = d(y, X),
« Dreiecksungleichungi(x, 2) < d(x, y) + d(y, 2).
Wir sagen X mit der Metrikd ist einmetrischer RauniX, d).

(Wenn Klar ist, welche Metrik gemeint ist, schreiben wir oft

einfachX fur den metrischen RaunX(d).)

Lemma B1.2. In einem metrischen RaufX, d) gilt d(x,y) >
Oflralle xy € X.

Beweis.Wir nehmenz = x in der Dreiecksungleichung. Mit
Definitheit und Symmetrie gilt dann

0 =d(x x) <d(x,y) + d(y,X) = 2d(x, y). O

BeispielB1.3. Die Standardmetrilauf den reellen ZahleR
istd(x,y) :=|X—-VI.

Definition B1.4. Sei X eine beliebige Menge. Didiskrete
Metrik auf X ist

0, x=Y,

dixy) = {1 X#Y

Beweis.(Aufgabe.) O

Bemerkundg1.8 Im Lemma braucht man Homogenitéat nur
im Fallea = -1.

Definition B1.9. Sein € N. Auf dem VektorraunR" definie-
ren wir fur jedesp € [1, co) die £P-Norm||-||, durch

[[CS I N 1L
i=1

Fir p = oo definieren wir die-Normdurch
(e - %), = ma|x.

Bemerkund31.1Q Firjedesx e R"ist p — |IX||, eine stetige
Abbildung (1, c0) — R und es gilt|x||, = [[X||e fr p — co.

Satz B1.11 (Holder'sche Ungleichung) Seienl < p,q < o
mit %/, + 14 = 1 und seien w € R". Es gilt

n
D Viwi] < [Mlp Wl
1

Beweis.(Aufgabe.) O

Korollar B1.12. Seil < p < oo und seien g € R". Es gilt
n p—l
D lal o < llallp (bllp)
1

Beweis.Wir setzenl/; := 1 - 1/, und definierenv,w € R"
durchv := aundw; := |bj|PL. WegenP/; = p - 1 ist die HOI-

(Offensichtlich gelten Definitheit und Symmetrie. Die Drei- der'sche Ungleichung in diesem Fall genau die Gewiinsch-
ecksungleichung muss man in Féllen betrachten. Es gilt z.B =

1<1+1im Fall, wox,y, zalle unterschiedlich sind.)

BemerkungB1.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei
Y c X eine beliebige Teilmenge. Dann i& () auch ein me-

trischer Raum, eitunterraumvon X. (Streng gesehen mus-

sten wir (Y, dlyxy) schreiben.) Dies ist klar, weil die drei Be-
dingungen nicht nur fur alle Punkte i sondern schon fir
alle Punkte inX erfillt sind.

Die Standardmetrik auk passt mit der Koérperstruktur zu-
sammen im Sinne, dadéx+a, y+a) = d(X,y) undd(ix, y) =
|41 d(x, y). Auf einem VektorraunV sind die wichtigsten Me-

triken diejenigen, die ahnliche Eigenschaften haben, weil sie

aus einer Norm au¥/ entstehen. Die Definition einer Norm
ahnelt der Definition einer Metrik, wie wir gleich sehen.

Definition B1.6. SeiV ein (reeller) Vektorraum. Eine Funk-
tion|||: V — R heif3t einéNormaufV, falls fir allev,w € V
und alled € R die folgenden Bedingungen erfillt sind:

e Definitheit:||v]| =0 < v=0,

o Homogenitati|av|| = |A] ||Vl

e Dreiecksungleichunglv + wi| < |IV| + [[wI.

Lemma B1.7. Jeder normierte VektorraugV, ||-||) ist ein me-
trischer Raum mit der Metrik (@, w) := |lv — w]|.

Satz B1.13. Die ¢P-Norm aufR" ist flr jedes pe [1, o] eine
Norm.

Beweis.Definitheit und Homogenitat sind klar. Wir betrach-
ten die Dreiecksungleichung im Falfee (1, ), und lassen
p = 1 undp = o als Aufgaben. Seiem w € R". Wir miissen
zeigen||v+Wlp < [Mlp + [IWl[p. Mit b := v+ wgilt

(bllp)* = " il 61" < > il o + > w1y P

Jetzt wenden wir das Korollar zweimal an:
-1 -1
- < [MIp (IIbllp) ™™ + Il (IIblIp) ™

Wenn wir durcr(||b||p)p‘1 teilen, folgt die gewtiinschte Unglei-
chung|lbllp < [IMlp + [IWlp. O

Bemerkung31.14 Man kann natrlichv||, mittels der sel-
ben Formel auch fir & p < 1 definieren; die Dreiecksun-
gleichung gilt dann aber nicht.

BemerkungB1.15 Im Fallen = 1 gilt |[X]l, = || fir jedes
O0<p<oeo.

Definition B1.16. Der n-dimensionalesuklidische Raurt"
istR" mit der euklidischen Metrikd(x,y) = ||x — Vl|2.
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B2. Folgen in einem metrischen Raum BeispielB2.10 Die euklidische Geradg! (d.h., die reellen
Zahlen mit der Standardmetrik) ist vollstandig. Die Teilmen-

Wir betrachten jetzt Folgen in einem metrischen Raum@enQ und (Q 1) sind nicht vollstéandig. Jeder diskrete metri-
(X,d). Im letzten Semester (1.B3, 1.B6) haben wir Konver- Sche Raum ist vollstandig.
genz, Grenzwerte, Cauchyfolgen usw. fir FolgemRifoder  BemerkungB2.11 Es ist natlrlich sehr wichtig, dass der
in einem anderen angeordneten Korper) betrachtet. Hier misGrenzwert im RaunX liegt. Wenn wir nur von einem Raud
sen wir nuix-y| in d(x, y) umschreiben, sonst bleibt alles wie reden, kdnnte man zurecht fragen ,wo sonst?“. In vielen Fal-
damals. len ist es aber verlockend, einen nicht vollstandigen Raum
X als Unterraum von einem gré3erem Raum zu sehen, wo
ein Grenzwert doch existiert. Eigentlich geht das immer: man
kann jeden metrischen Rau¥vervollstandigengenau wie
wir im letzten SemesteR ausQ konstruierten.

Definition B2.1. [Vgl. 1.B3.1.] Sei @) eine Folge im metri-
schen RaumX, d). Die Folgekonvergiertgegenx € X (ge-

schriebera, — X), falls fur jedess € R* gilt d(an, X) < & fur

fast allen. Das heif3t,

a, > X < Ye>0 dAng Yn=ng d(an, X) < &. B3. Offene Mengen

Lemma B2.2. [Vgl. 1.B3.4.] Falls a, —» xund g — Yy, dann
folgt x=y. Definition B3.1. [Vgl. I.D1.1.] Sei (X,d) ein metrischer

. . . Raum. Flre > 0 undx € X heif3t
Beweis.Falls x # y, setzen wirs := d(xY)/,. Aus Definitheit

folgt £ > 0. Deshalb kénnen win grof3 genug wéhlen, dass B.(X) :={pe X:d(x p) <e)

d(a,, X) < £ undd(a,,y) < &. Dann widerspricht(a,, X) +

d(an, ) < 2¢ = d(x, y) der Dreiecksungleichung. g  der (dfene)e-Ball um xoder dies-Umgebung von in X.

Definition B2.3. [Vgl. 1.B3.5.] Fallsa, — x, dann heiRx Definition B3.2. [Vgl. I.D1..2.] Seien_Q(, d) ein metrisc_her

derLimesoderGrenzwertder Folge &,). Wir schreiben Raum undU c X eine Teilmenge. Ein Punk € U heif3t

ein innerer Punkt von | falls es eine > 0 gibt, so dass

lima, =lima, = X. B:.(p) c U. Die TeilmengeU heil3toffen (in X), falls jeder
Nn—oo

Punktp € U ein innerer Punkt ist. Eine Teilmenge c X
BeispielB2.4. [Vgl. 1.B3.6.1.] Sei f,) am Ende konstant heifitabgeschlosserfalls das KomplemenX \ A offen ist.

d.h.,_es gibx € X so, dass, = x fur fast allen. Dann kon- BeispielB3.3. Seid die diskrete Metrik auf einer Mengk.
vergierta, — x. Fur jedesx € X gilt B.(X) = {x} fir & < 1 undBy(x) = X far
Lemma B2.5. Sei d die diskrete Metrik auf einer Menge X € > 1. Jeded) c Xist offen und auch abgeschlossen.

und sei(a,) eine Folge in X. Die Folgéa,) konvergiert genau  BeispielB3.4. Betrachten wiiR? mit drei verschiedenen Me-
dann, wenn sie am Ende konstant ist. triken (aus derf'-, £2- und £°-Normen), hat der BalB;(0)
drei verschiedene Gestaltenfféne Mengen bezulglich der

Beweis.Wir nehmen ang, — x, und wahlere < 1. Dann drei Metriken sind aber dieselben, wie wir spater erfahren.

gilt d(x,a,) < & fur fast allen. Fir die diskrete Metrik gilt
d(x,y) < 1 nur dann, wenix = y. Das heif3t, wir haber = a,

fur fast allen. O T T T

Ende der Vorlesung 2008 November 3 ; | ; ; ; |
Definition B2.6. [Vgl. I.B6.1.] Eine Folge &,) in einem me-
trischen RaumX, d) heif3t danrCauchyfolgewenn

Ye>0 dngeN VYnm>ng d(aman) <e.
) i _BeispielB3.5. SeiX = [-1,1) mit der Metrik induziert aus
Die folgenden Aussagen haben genau dieselben Beweisgy Standardmetrik at. Dann istA = [-1,0) offen in X

wie im letzten Semester. (obwohl nicht inR). Das KomplemenK \ A = [0, 1) ist dann
Lemma B2.7. [Vgl. 1.B6.2.] Eine Folge(ay) ist genau dann  @Pgeschlossen X (obwohl nicht inR).

eine Cauchyfolge, wenn es zu jedem O ein xe X so gibt, | emma B3.6. [Vgl. 1.D1.3.] Jeder Ball B(x) ist offen.
dass dx, a,) < ¢ fir fast alle n. ] ) ) )

~ Beweis.Zu p € B,(x) setzen wirs := & — d(p, x). Dann gilt
Korollar B2.8. [Vgl.1.B6.4,5.] Jede konvergente Folge istei- By(p) c B,(x), weil fir q € Bs(p) aus der Dreiecksunglei-
ne Cauchyfolge. Hat eine Cauchyfolge eine konvergente Teithung folgt

folge, so ist sie selbst konvergent. O

Definition B2.9. [Vgl. 1.B8.6.] Ein metrischer RaumX d)
heif3t danrvollstandig falls jede Cauchyfolge adégegenein Lemma B3.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dieffenen
x € X konvergiert. Teilmengen von X haben folgende Eigenschaften:

d(g,X) <d(g,p) +d(p,X) <5 +d(p,X) = e. O

10
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e X und@ sind gfen.
e Sind U und U gffen in X, so ist auch W U’ gffen.

¢ Ist A eine Indexmenge und ist,@ffen fur jedesy € A,
soist auch J, U, offen.

Beweis.Die leere Menge istfben, weil es keirx € @ nach-
zuprifen gibt; der ganze Raukist offen, weil X jeden Ball
enthalt.

Furx e U nU’ haben wirBs(X) ¢ U undBs (x) c U’. Mit
£:=min(s,¢") gilt dannB,(x) cU N U’.

Ein Punktx € |J U, liegt in mindestens einerds. Dann
gibt es einen BalB.(x) c Ug c |J U,. O

Bemerkund3.8. SeiX eine Menge. Eindopologieauf X ist
eine Entscheidung, welche Teilmengdnc X flr offen er-

klart werden, wobei die drei Eigenschaften aus Lemma B3.
gelten missen. Das Lemma sagt, jede Metrik induziert eing,

B4. Aquivalente Metriken

Definition B4.1. Seiend undd’ zwei Metriken auf einer Men-
ge X. Wir sagend und d’ sind &quivalentd ~ d’, falls zu
jedemx € X und jedene > 0 es positive Zahlen, s’ > 0 so
gibt, dass

By (X) € By(X), Bj(X) € B:(X).
Lemma B4.2. Diese Relation~ ist eine Aquivalenzrelation
auf der Familie aller Metriken auf X.

BeweisskizzeDie Definition ist dfensichtlich symmetrisch in
d undd’. Reflexivitat @ ~ d) folgt mit 6 = 6’ = &. Zur Tran-
itivitdt nehmen wir an, dass~ d’ ~ d”; wir wollen zeigen,
~ d”. Zue > 0 wahlen wir zunéchst > 0 und zus danach
§ > 0o, dass

Topologie, jeder metrische Raum ist auf natirliche Weise ein

topologischer Raum. (Es gibt auch Topologien — z.B. diejeni-
ge, wo nurg und X offen sind —, die von keiner Metrik indu-

ziert sind.)

B (X) < B(X) < B.(X). O

Satz B4.3. Zwei Metriken d und dauf X sind genau dann

Die folgenden beiden Bemerkungen zeigen, dass die Beiquivalent, wenn sie dieselbe Topologie auf X induzieren, d.h.,

griffe ,innerer Punkt* und ,Konvergenzbpologischsind, im

Sinne, dass wir diese mittelsfener Mengen hatten definie-
ren kdnnen. (Fur beide Begfie hatten wir zunéchst ahnliche

Definitionen gegeben, die aber nur den Rall= B.(X) be-
trachteten.)

Bemerkund3.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sEic
X. Ein Punktp € T ist genau dann ein innerer Punkt von
wenn es ein fienesU in X gibtmitpe U c T.

BemerkungB3.10 Eine Folge &,) in einem metrischen
Raum X, d) konvergiert genau dann gegene X, wenn fur
jedes dfeneU c X mit x € U gilt a, € U fiir fast allen.

Definition B3.11. [Vgl. 1.D1.4.] Sei (X,d) ein metrischer
Raum. Ein Punktp € X heif3t Randpunktder Teilmenge
T c X, falls pweder ein innerer Punkt voh noch vom Kom-
plementX\ T ist. DerRand von Tist die MengedT c X aller

Randpunkte vort .

Lemma B3.12. [Vgl. I.D1.5.] Eine Teilmenge A X ist ge-
nau dann abgeschlossen, waic A. O

Ende der Vorlesung 2008 November 6

Lemma B3.13. Sei(X, d) ein metrischer Raum. Fir g X
unde > 0 gilt

0B.(p) Cc {xe X:d(x, p) = &}

BeispielB3.14 Oft (z.B. in jeder aus einer Norm induzier-
ten Metrik) gilt hier Gleichheit. Das ist aber bei weitem nicht

immer der Fall: mit der diskreten Metrik z.B. i8B,(p) leer,
obwohld(x, p) = 1 fir allex # p.

Beweis.Falls d(x, p) < &, wissen wir schonx ist innerer
Punkt vonB,(p), d.h. kein Randpunkt. Fald(x, p) > &, set-

zen wiré = d(x, p) — &; aus der Dreiecksungleichung folgt,
Bs(X) N B:(p) = @, d.h., x ist innerer Punkt vom Komple-

ment. Es bleiben nur die Punktenit d(x, p) = € als mdgliche
Randpunkte. O

wenn fir jede Teilmenge d X gilt,
U offenin(X,d) < U offenin(X,d).

Beweis.Seid ~ d’ und seiU offen in (X, d). Zu jedemx € U
gibt ese > 0 so0, das®B.(X) c U. Zu diesene gibt ess > 0
so, dassB}(x) c B,(x) c U. Weil x € U beliebig war, heil3t
das,U ist offen in (X, d’).

Umgekehrt, seiem und d’ zwei Metriken mit denselben
offenen Mengen. Fir jedes € X und jedess > O ist der
Ball U := B.(X) offen in (X,d) und deshalb auch inX(d").
Insbesondere heildt das, es gibt 0 so, dasdBj(x) c U =
B:(X). Ahnlich gibt es aucky’ so, dasBy(X) ¢ B.(X). Das
bedeutetd ~ d'. O

BemerkungB4.4. Dieses Lemma bedeutet, wenn wir eine
Metrik d mit einer aquivalenten Metrikl’ ersetzen, bleiben
alle topologischen Begie (ofen, abgeschlossen, kompakt,
konvergent, stetig, usw.) unverandert.

Lemma B4.5. Alle Metriken auf einer endlichen Menge sind
aquivalent.

Beweis.Sei X eine endliche Menge und sdieine Metrik
auf X. Wir zeigen,d ist zur diskreten Metrikd’ aquivalent;
aus Transitivitat folgt das Lemma.

Sei nunx € X. Wir setzen

6 :=min{d(y,x) : x#ye X} > 0.
(Hier benutzen wir, dasX endlich ist: nur deshalb kdénnen
wir Minimum anstelle von Infimum schreiben; daraus folgt
die Positivitat.) Es folgtBs;(x) = {x} = B}(X). Deshalb gilt

Bs(¥) € Bi(X),  Bi(X) € Bo(X).

fur allee > 0. O

11
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Satz B4.6. Seien|||| und||-||' zwei Normen auf einem Vektor- 2. es gibt einen Ball gx) in X mit T c Br(X),
raum V. Die beiden induzierten Metriken auf V sind genau 3. zy jedem x X gibt es R> 0 mit T < Br(X).
dann aquivalent, wenn ek > 1 so gibt, dass fir alle & V

gilt Beweis.Wir durfen annehmenT # @. (FUrT = @ gelten
offensichtlich alle drei Aussagen.)
Y ML < M < AL (1 = 2):IstT beschréankt, dann gilf c Bg(t) fur jedes

te T und jedeR > diamT.

BeweisskizzeGibt es ein solches, konnen wir in der Defini- (2 = 3):IstT c By(X) und isty € X, dann gilt
tion von Aquivalenz einfach = ¢’ = ¢/, wahlen. .

Umgekehrt, falls die Metriken éqtivalent sind, heif3t das TCB((¥)cBrly) mit R=r+dxy).
insbesondere, es gibtso, dassB.(0) c B1(0) undB.(0) c (3 = 1):1IstT c Br(x), dann gilt
B,(0). Wir setzen1 := 1/.. Aus Homogenitat folgt die ge- ] )
wiinschte Ungleichung. o diamT < diamBg(x) < 2R o
Korollar B5.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien
A A’ c X beschrankt. Dann ist auch WA’ beschrénkt. (Es
folgt mit Induktion, dass jede endliche Vereinigung beschréank-
Beweis.Wegen Transitivitat reicht es aus zu zeigen, dass fiiter Teilmengen auch beschrénkt ist.)

j_(radebsphdiefp—Nor_m und dief*-Norm aquivalent sind. In der Beweis.Sei x € X. Aus dem Lemma gibt eR R’ so, dass
at behaupten wir, A C Br(x) und A’ C Bg(x). Dann giltAU A’ ¢ Bi(x) mit

r:=ma R, O
Ml < IMlp < ¥R IMl. {R.R}

Lemma B4.7. AufR" sind alle¢P-Normen ( < p < ) in
diesem Sinne aquivalent.

Ende der Vorlesung 2008 November 10

Sei namlichs := ||V]l = sup|vj|. Dann gilt 0 < |vj| < sfir == = S _
i =1,2,...,nmit Gleichheit auf der rechten Seite mindestensBeispielB5.6. Auf R definieren wir die Metrikd(x,y) :=
einmal. Das heif3t, | arctany — arctanx|. Mit dieser Metrik istR beschrankt:

n diam@®,d) = lim arctanx— lim arctanx = 7.
< WP <ng, N o e .

— Die Metrik ist aber aquivalent zur Standardmetrik (warum?),
was heil3t, Beschranktheit ist nicht topologisch. Bezuglich die-
wovon diep-te Wurzel die behauptete Ungleichung ist. o ser Metrik ist die Folge, := n eine Cauchyfolge, die nicht

konvergiert. Das heifl3tR( d) ist nicht vollstandig; Vollstan-

BemerkungB4.8. Spater sehen wille Normen auf einem digkeit ist auch nicht topologisch.

endlichdimensionalen Vektorraum sind aquivalent.
Definition B5.7. SeiA eine Menge undX, d) ein metrischer

Raum. Eine Abbildungf: A — X heil3t dannbeschrankt
B5. Beschrankte Raume falls das Bildf (A) beschréankt ist. Den Raum aller beschrank-
ten Abbildungenf: A — X bezeichnen wir al$8(A, X). Fur
Definition B5.1. Der Durchmesseeines nichtleeren metri- -9 € B(A, X) definieren wir

schen Raumeé(( d) ist doo(f, g) = supd(f(a), g(a))
acA

diamX := f‘y‘ii’d(x’ Y) € [0, o], Lemma B5.8. Auf B(A, X) ist d., eine Metrik.

Wir vereinbaren, dia := 0 (und nicht etwa—oco). Ein Beweis.Endlichkeit: Weil f undg beschrénkt sind, gilt

RaumX heil3tbeschranktfalls diamX < . dw(f,0) < diam(f(A) U g(A)) < co.

BemerkungB5.2 Natilrlich wenden wir diese Definitionen Definitheit: Istd..(f,g) = 0, dann giltf(a) = g(a) fir alle a,
auch auf Teilmengery c X an, wobei Eigenschaften des d.h.,f = g. Dreiecksungleichung: Seieihg, h € B(A, X). Zu
Unterraumes Y, d) gemeint sind. Jede Teilmenge eines be-jedeme > 0 gibt esag € A so, dass

schrankten Raumes ist beschrankt.
dw(f, h) = supd(f(a), h(a)) < d(f(ag), h(ag)) + &
BeispieleB5.3. Jeder diskrete Raum hat Durchmesser 1 und (.h) pa(f(@). h(a) < d(t(20). h(a))

ist deshalb beschrankt. In der Standardmetrik Rdind N < d(f(a0), 9(a0)) + d(9(a0), h(av)) + &
und Q unbeschrankt; ein Intervall mit Endpunktenb € R < dw(f,0) +dw(g.h) + &

ist beschrankt mit Durchmesger— al, egal, ob es ffen oder Weil 0 beliebi id(f. N < d.(f d h
halbafen oder kompakt ist. il £ > 0 beliebig war, giltd»(.h) < dw(. 0) + d=(@. -

O
Lemma B5.4. Sei(X, d) ein metr'isch__er Raum (Xﬁ 2)und  pefinition B5.9. Sei (f,) eine Folge inB(A, X) und seif €
sei T c X. Folgende Aussagen sind aquivalent: B(A,X). Falls f, — f (beziglich der Metrild..), sagen wir,

1. T ist beschrankt, die Abbildungenf, konvergieren gleichmaligegenf.

12
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B6. Kompaktheit Korollar B6.12. [Vgl. 1.D7.4.] Ein metrischer Raum ist ge-
nau dann folgenkompakt, wenn er vollstdndig und totalbe-
a. Totalbeschrankte und folgenkompakte Raume schrankt ist.
Beweis.(Aufgabe.) O

Definition B6.1. Eine Uberdeckungeines RaumeX ist ein

System(T, : @ € A} von TeilmengerT, c X, deren Vereini- Beweis des SatzeBalls X nicht totalbeschrankt ist, kdnnen
gung der ganze Raud = | J, T, ist. Die Uberdeckung heiRt Wir r > 0 so wahlen, dass es kein endlicmeNetz gibt. Wir
endlich falls die Indexmengé endlich ist. Die Uberdeckung Wwahlen ein beliebigesy € X und definieren rekursiv eine
heiRtoffen, falls jedesT, offen inX ist. EineTeiliberdeckung Folge @), indem wira,,; beliebig in

ist durch eine TeilmengB c A gegeben, fall§T, : @ € B}

n
den ganzen Raum noch tberdeckt. X < U B/ (a))
BeispielB6.2. Das Intervall [Q1] hat folgende Uberdeckung 1=0
mit A=N: wahlen. (Weil{a; : j = 0,...,n} kein r-Netz ist, ist diese
Menge nicht leer.) Die Folgeaf) hat die Eigenschaft, dass
T, = {0}, n=0, d(an,am) > r fur alle n,m € N. Weil jede Teilfolge dieselbe
[27, 2], n>o0. Eigenschaft hat, ist sie insbesondere keine Cauchyfolge.

Umgekehrt, seid,) eine Folge im totalbeschréankten Raum
Diese Uberdeckung ist weder endlich nodfeq; sie hat keine (X, d). Wir wollen unendliche Teilmengen
Teiliberdeckungen (aul3er sich selbst).

BeispielB6.3. Die offene Uberdeckung(—-n,n) : n € N*}
vonR hat keine endlichen Teiliberdeckungen. Jede unendlirekursiv so definieren, dass digan : n € J} < Y. Um Ji

che Teilmengé c N* gibt aber eine Teiluberdeckung. zu definieren wéahlen wir eine endliche Uberdeckung ¥on

durch Teilmengef mit Durchmesser hochstedg. Weil Jc_1

Definition B6.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei \nengiich ist, die Uberdeckung aber endlich, gibt es (minde-
e > 0. Eine Teilmengé c X heildte-Netz falls {B.(a) : a € stens) eifl =: Ty so, dass

A} eine Uberdeckung voX ist, d.h., falls es zu jedem e X
eina € A so gibt, dassl(x, a) < e. J:=1{ne J.1:a,e Ty

NZJoDJlDJzD”-

BeispieleB6.5. In einem diskreten Raumd ist X das einzige  unendlich ist. Jetzt definieren wir rekursiv eine monotone Fol-
1-Ne.tz;'Jede5{x}_|st aber eln.2—Netz. Im_(mlt_der Standard- ge ) in N, indem wirng in N undng > ne_1 in J¢ belie-
metrik) istQ fur jedess > 0 eine-Netz;Z ist ein 1-Netz. big wahlen. Wir behaupten, die Teilfoldg := a,, ist eine

. . . . Cauchyfolge. Fur, j > k > Y/, gilt ndmlichn;,n; € J und
Definition B6.6. Ein metrischer RaumX,d) heil3t total- deshalty, b; € T, Das bedeutet,

beschrénktfalls es zu jedena > 0 ein endlicheg-Netz gibt.
. . R d(bi, bJ) < diamTy < 1/k <eé&. O
Bemerkundg86.7. Ein Raum ist genau dann totalbeschrankt,

wenn es zu jedere > 0 eine endliche Uberdeckung durch
Teilmengen von Durchschnitt héchstengibt. (Eine Rich- Ende der Vorlesung 2008 November 13
tung folgt, weil diamB.(X) < 2¢; die andere Richtung folgt,
weil jede Teilmengd mit diamT < ¢ in einer 2-Ball ent-
halten ist.)

b. Kompaktheit durch Uberdeckungen

Lemma B6.8. Jeder totalbeschrankte Raum ist beschrankt. Definition B6.13. Ein metrischer (oder topologischer) Raum
heil3t kompakt falls jede dfene Uberdeckung eine endliche
Beweis.Ein totalbeschrankter Raum ist eine endliche Vereini-Teiliiberdeckung hat.

gung (beschrankter) 1-Bélle, aus Korollar B5.5 ist er deshalb

beschrankt. O BeispielB6.14 Die Uberdeckung(—n, n)} zeigt, das® nicht
kompakt ist.

Beispiel B6.9. Ein diskreter Raum ist genau dann total- Bemerkung36.15 Kompaktheit und Folgenkompaktheit sind

beschrankt, wenn er endlich ist. topologische Begfie. Es gibt topologische Raume, die kom-

) ) _ pakt aber nicht folgenkompakt sind. Es gibt auch Raume, die
Safz B6.10. Ein metrischer Raur(X, d) ist genau dann total-  fjgenkompakt aber nicht kompakt sind. Wenn wir aber nur
beschrankt, wenn jede Folge in X eine Teilfolge besitzt, dignetrische Raume betrachten sind Kompaktheit und Folgen-
eine Cauchyfolge ist. kompaktheit dquivalent. Um dies zu beweisen, benutzen wir

Definition B6.11. [Vgl. 1.D7.3.] Ein metrischer (oder topo- vier Lemmata.

logischer) Raum heif¥plgenkompaktfalls jede Folge eine |emma B6.16. Ein kompakter metrischer Raum ist total-
konvergente Teilfolge hat. beschrankt.
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Beweis.Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fir jedes> 0O ist
{B:(X) : x € X} eine dfene Uberdeckung. Eine Teilliber-
deckung ist genau eig-Netz. WennX kompakt ist, gibt es
eine endliche Teillberdeckung, d.h. ein endlichédetz. O

Lemma B6.17. Ein kompakter metrischer Raum ist vollstan-
dig.

Beweis.Sei (X, d) nichtvollstandig. D.h., es gibt eine Cauchy-
folge (a«), die nicht konvergiert. Zu jedeme N* gibt es (aus
Lemma B2.7) eink, € X so, dassi(ax, X,) < ¥/, fur fast al-
le k. Wir setzenU,, := {x € X : d(X, X») > ¥,} und bemerken,
dass jede$), offen ist und nur endlich viele Folgengliedsr
enthalt.

Wir behaupten{U,} UberdeckiX. Sonst gibe es ¢ ( J Uy.
Das hieRe fur jedes, dassd(x,x,) < I, und deshalb
d(x, ax) < &, fur fast allek. Dann wérex aber ein Grenzwert
von (a).

Wir haben deshalb eineffene UberdeckungU,} von X.
Weil jedesU, nur endlich vieleay, enthalt, gibt es keine endli-
che Teiluberdeckung. Das heif&tjst nicht kompakt. O

Definition B6.18. Sei{U, : @ € A} eine dfene Uberdeckung
eines metrischen RaumeX, l). Ein 6 > 0 hei3t danrLe-
besguezahiir {U,}, wenn es zu jeder Teilmen@e c X mit
diamC < § eina € Aso gibt, das€ c U,,.

BeispieleB6.19

e Jedes > 0 ist eine Lebesguezahl fur digfene Uber-
deckung{(—n, n)} vonR. (Weil R archimedisch ist.)

e Die Uberdeckung(2n,2n + 3) : n € Z} vonR hat Le-
besguezahf = 1. (Weil jedesC c R mit diamC = din
einem Intervall k, x + d] enthalten ist.)

e Die Uberdeckund(2",3-2") : n € Z} von (Q co) hat
keine Lebesguezalal > 0. (Weil C := (0, &) auch fir
kleinese in keinem Intervall (2, 3- 2") enthalten ist.)

Lemma B6.20. Jede giene Uberdeckung eines folgenkom-
pakten metrischen Raumes hat eine Lebesguezahl.

Beweis.Sei{U, : @ € A} eine dfene Uberdeckung des fol-
genkompakten RaumeXd). Wir nehmen an, es gibt keine
Lebesguezaht > 0. Das heil3t, zu jedem € N* gibt es
Cn c X mit diamC, < Y, so, das<C, in kein U, enthalten
ist. Wir wahlena, € C,. Weil X folgenkompakt ist, hatag)
eine konvergente Teilfolgéa,, ); wir nennen den Grenzwert
x € X. Weil {U,} eine Uberdeckung ist, gibt s € A mit
x € U,. Weil U,, offen ist, gibt e > 0 mit B,(x) c U,.. Weil
an, — xdgilt a, € B./2(x) fur fast allek. Firn > 2/, gilt aber
diamC, < ¢/,. Mit a, € C, heillt dasC,, c B.(X) c U, fiur
fast allek. Widerspruch (zur Wahl vo@,)! O

Korollar B6.21. Ein metrischer Raum ist genau dann kom
pakt, wenn er folgenkompakst ist.

Beweis.Sei (X,d) folgenkompakt und sefU,} eine dfene
Uberdeckung. Aus Lemma B6.20 hat sie eine Lebesgueza
6 > 0. Weil (X, d) totalbeschrankt ist (Korollar B6.12) gibt
es zue %/ ein endlichese-Netz {x : 1 = 1,...,N},
d.h. eine endliche Uberdeckung durch die B&|€x;). Weil

diamB.(x) < 293 < ¢, ist jeder Ball in einenmJ,, enthalten,
sagen wirU,,. Dann ist{U,, : i = 1,...,N} eine endliche
Teiliberdeckung, weil) U, > U B:(x) = X.

Umgekehrt, sei X,d) kompakt. Dann istX aus Lemma
B6.16 totalbeschrankt und aus Lemma B6.17 vollstandig, mit
Korollar B6.12 also folgenkompakt. O

c. Abgeschlossene und kompakte Teilmengen

Im letzten Semester zeigten wir (1.D7.4, Satz von Bolzano—
Weierstral3), dass eine Teilmengec R genau dann folgen-
kompakt ist, wenrK abgeschlossen und beschrankt ist. (Wenn
man hier ,folgenkompakt‘ mit ,kompakt* ersetzt, heifdt es
dann der Satz von Heine—Borel. Weil wir alles in einer an-
deren Reihenfolge machen, sehen wir diesen Satz als solche
nicht.) Nun haben wir gezeigt, ein metrischer Rakirist ge-
nau dann (folgen)kompakt, werif vollstandig und totalbe-
schrankt ist. Jetzt wollen wir die Zusammenhé&nge néher un-
tersuchen.

Lemma B6.22. [Vgl. 1.D7.2.] Sei(X, d) ein metrischer Raum.
Eine Teilmenge Ac X ist genau dann abgeschlossen in X,
wenn fur jede konvergente Folgg & x € X mit g, € A gilt
xeA.

Beweis.(Aufgabe.) O

Korollar B6.23. Eine abgeschlossene Teilmenge eines voll-
stéandigen metrischen Raumes ist (mit der induzierten Metrik)
vollstandig.

Beweis.Sei (X, d) vollstandig, seiA c X abgeschlossen und
sei @,) eine Cauchyfolge ii\. Als Cauchyfolge inX hat @,)
einen Grenzwerx € X. Aus dem Lemma liegt abere A. O

Satz B6.24. Sei(X, d) ein metrischer Raum und s@\, d) ein
vollstandiger Unterraum. Dann ist A X abgeschlossen.

Beweis.Sei (@,) eine Folge inA, die in X gegenx € X kon-
vergiert. Wir zeigen, dass € A; dann folgt aus dem letzten
Lemma, das#\ abgeschlossen ist. Als konvergente Folge ist
(an) aber eine Cauchyfolge 4, d.h. auch imA, weil d(a,, am)
unverandert ist. WeilA4, d) vollstandig ist, hag, in A einen
Grenzwerta. Weil Grenzwerte eindeutig sind (Lemma B2.2),
gitx=a€eA O

Korollar B6.25. Eine Teilmenge eines kompakten metrischen
Raumes ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist.

Beweis.Ist T ¢ K kompakt, dann isT vollstandig und (aus
dem Satz) abgeschlossen. Umgekehrt gilt folgendes: Kveil
totalbeschréankt ist, ist jede Teilmenge auch totalbeschrankt;
weil K vollstandig ist, ist jede abgeschlossene Teilmenge voll-
standig. O

Korollar B6.26. Jede kompakte Teilmenge eines metrischen

ﬁaumes ist abgeschlossen und beschrankt.

Beweis.Ein kompakteK c (X, d) ist vollstandig und total-
beschrankt, deshalb abgeschlossen (aus Satz B6.24) und be-
schrankt (aus Lemma B6.8). O
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Satz B7.2. [Vgl. 1.D2.5.] Eine Abbildung f: X — Y ist
genau dann stetig, wenn fir jedgeme Menge Uc Y das

Umgekehrt wissen wir, dass abgeschlossene Teilmengddrbild f~(U) offen in X ist.

A c X nur dann alle vollstandig sind, werX vollstandig

ist. Wir wissen auch, dass nicht jeder beschrankte Raum t
talbeschrankt ist. Im euklidischen Raum sieht es aber bessd
aus, einfach weil wir jeden Wiirfel in beliebig kleine Stiicke

zerschneiden kénnen.

dﬁeweis.Seif stetig und seU c Y offen. Wir missen zeigen,

pss jedes € f~1(U) ein innerer Punkt ist. Sgi:= f(x) € U.
Weil U offenist, gibteg > 0 so, das8.(y) c U. Weil f stetig

ist, gibt es zu diesema einé > 0 so, dass(Bs(x)) c BL(y).
Das bedeutet

Lemma B6.27. Eine beschréankte Teilmenge im euklidischen

RaumE" ist totalbeschrankt.

Beweis.SeiT c E" beschrankt. Dann gibt &> 0 mit

T c Br(0) c [-R R]".

Bs(x) ¢ f1(BL(y)) ¢ F7H(U).

Umgekehrt, seien die Urbilder alleffenen Mengen féen.
Wir mussen zeigen, dadsin jedem Punkix € X stetig ist.
Seiy := f(x) € Y. Fur jedess > 0 ist f~1(B.(y)) offen und
enhéltx. Deshalb gibt e > 0 mit Bs(x) ¢ f=1(B.(y)), d.h.,

Zu e > 0 wahlen wirk > 2ynR/e und zerschneiden den Wiir-  (B(x)) c B(y). o

fel in k" kleine Wirfel mit Seitenlange hochsteagyn und
deshalb Durchmesser hdchstens O

BemerkungB7.3. Fur eine Abbildung zwischen topologi-
schen Raumen ist diese Eigenschaft die Definition von Ste-

Bemerkund36.28 Die Kompaktheit des Wirfels folgt auch tigkeit.

aus dem sehr allgemeinen Satz von Tichonow: jedes (auch u
endliche) kartesische Produkt kompakter Raume ist (mit d

sogenannten Produkttopologie) selbst kompakt.

Korollar B6.29. Eine Teilmenge im euklidischen Raum ist ge
nau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschra

ist. O

e

%_eispieleB7.4.

(a) Die identische Abbildung ig¢g X — X ist auf jedem
Raum (X, d) stetig.

k) Jede konstante Abbildung ist stetig.

(c) Ist (X, d) diskret (und Y, d’) beliebig), dann ist jede Ab-
bildung f: X — Y stetig.

BemerkungB6.30 Dieser Satz gilt auch, wenn wir die eu- (d) Sindf: X — Y undg: Y — Z stetig, dann isg o f auch

klidische Metrik mit einer anderefP-Metrik ersetzen. Auch
wenn Beschranktheit und Vollstéandigkeit keine topologische

Eigenschaften sind, bleiben sie bei &quivalertenmenun-
verandert.

Lemma B6.31. Eine Folge imE" konvergiert genau dann,
wenn sie komponentenweise konvergiert. Genauer gesagt, sei

(ax) eine Folge inR" mit & =: (a1, - - - , &n)- Dann gilt
I!im a =X=(Xg,...%) = V] I!im aj = Xj.

Beweis.(Aufgabe.) O

B7. Stetigkeit

a. Definition

Definition B7.1. [Vgl. 1.D2.1.] Seien K, d) und (Y,d") me-
trische RAume und s@i € X. Eine Funktionf: X — Y heil3t
stetig in p falls

Ve>0 36>0 f(Bs(p)) c B.(f(P)).
das heif3t, falls zu jedem> 0 es eins > 0 gibt, so dass
dix,p) <6 = d'(f(x), f(p) <e.

Die Abbildung f heil3tstetig falls sie in jedem Punkp € X
stetig ist.

ki

stetig. (Weil go f)~1(U) = f-1(g~U).)
e) Eine Abbildung

f=(fn...,fm): X > RD

ist genau dann stetig, wenn jede Komponentenfunktion
fi: X — R stetig ist.

Korollar B7.5. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann
stetig, wenn fiir jede abgeschlossene Menge¥Adas Urbild
f~1(A) abgeschlossen in X ist.

Beweis.(Aufgabe.) O

Satz B7.6.[Vgl. 1.D2.7.] Sei X= J,ca U, €ine gfene Uber-
deckung des Raumes X und seiX — Y eine Abbildung.
Falls fur jedesa € A die Einschréankunglf, : U, — Y stetig
ist, dann ist f stetig.

Beweis.SeiV c Y offen. Wir wollen zeigen, dast (V) of-
fen ist. Zu jedenp € f~1(V) gibt ese € A mit p € U,. Weil
flu, stetig ist, istf|;t(V) = f~%(V) n U, offen. Deshalb gibt
ese > 0 mit B,(p) c fY(V)NnU, c (V). O

b. Grenzwerte

Definition B7.7. [Vgl. 1.D2.1.] Sei (X,d) ein metrischer
Raum. Ein Punkp € X heitHaufungspunkfvon X), falls
{p} nicht offen in X ist.
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BeispielB7.8. Ein diskreter Raum hat keine Haufungspunkte.

Jeder Punkt ifE" ist Haufungspunkt.

Lemma B7.9. Ein Punkt pe (X, d) ist genau dann ein Hau-
fungspunkt, falls es eine Folday) in X \ {p} mit x, — p
gibt.

Beweis.Falls p ein Haufungspunkt ist, gibt es zu jedeme
N* einen Punkk, € B1/n(p) \ {p}; die Folge &,) konvergiert
dann gegerp. Umgekehrt, fallsx, — p, dann enthélt jedes
offeneU > p sogar fast allex,. O

Definition B7.10. [Vgl. 1.D3.3.] Seien ¥, d) und (Y,d’) me-
trische Raume, sdi: X — Y eine Abbildung und sep € X
ein Haufungspunkt. Wir sagew,e Y ist ein Grenzwertvon
f(x) fur x — p, geschrieben

lim f(x) =y oder

X—p

f(X) - yfurx— p,

falls es zu jedemfienenV c Y mity € V ein ofenesU c X
mit p € U so gibt, dasg(U \ {p}) c V.

Bemerkundd7.11 Der Grenzwert lim,, f(X) hat nichts mit
dem Wertf (p) zu tun, nur mit Werten in naheliegenden Punk-
ten. Wir kdnnten auch mit einer Funktidn: X\ {p} —» Y
anfangen.

Bemerkundd7.12 Falls ein Grenzwert existiert, ist er eindeu-
tig. (Warum?) Hier ist es wichtig, dagsein Haufungspunkt
ist. (Sonst erflillt jedey € Y die Bedingungen mity = {p}.)

Lemma B7.13. [Vgl. 1.D3.8.] Sei f: X — Y eine Abbildung
und sei pe X ein Haufungspunkt. Es glim,_,, f(x) =yeY
genau dann, wenn fur jede Folge,) in X \ {p} mit X, —» p
gilt f(x) — .

Beweis.Wir nehmen zunéachst ari(x) — vy fur x — p. Sei
(%n) eine Folge inX \ {p} mit x, — p. Zu jedemV > y offen
in Y gibt esU > poffen in X, so dassf(U \ {p}) c V. Weil
X — p, enthaltu fast allex,. Das bedeutetf(x,) € V fur
fast allen. Weil V beliebig war, konvergierf(x,) — V.
Umgekehrt, sey keinGrenzwert vonf (X) fir x — p. D.h.,
es gibtV > y offen inY, so dass zu jedetd > p offen in X
es einx € U \ {p} mit f(X) ¢ V existiert. Zu jederm € N*
kénnen wir insbesonderd = Bj;n(p) benutzen, um einen
Punktx, zu definieren. Die Folgexf) in X \ {p} konvergiert
offensichtlich gegemp. Weil aberf(x,) ¢ V, konvergiertf (x,)
nicht gegery. O

Bemerkund37.14 Dieses Lemma gilt nicht in jedem topolo-
gischen Raum. Man kann sagen, es ist die archimedische
genschaft der reellen Zahlen (insbesondgre- 0), die uns
in einem metrischen Raum erlaubt, Konvergenz in abzahlb
vielen Schritten (d.h. mittels einer Folge) zu betrachten.
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Korollar B7.15. Eine Abbildung f X — Y ist genau dann
stetig in pe X, wenn fur jede Folgéx,) aus X mit ¥ — p
auch f(x,) — f(p) gilt.

Beweis.(Aufgabe.)

c. Rechenregeln fir reelle Funktionen

Aus den Rechenregeln fiir reelle Folgen (1.B5.2) folgt:

Korollar B7.16 (Rechenregeln). [Vgl. 1.D3.12.] Sei(X,d)

ein metrischer Raum, seiengf: X — R Abbildungen und sei

p € (X, d) ein Haufungspunkt, in dem Grenzwerte von f und g
existieren. Dann gelten

lim (f £ g)(x) = lim f(x) = lim g(x),
X—p X—p X—p
lim (f - g)(X) = lim f(X) - lim g(x),
X—p X—p X—p
und, falls g+ 0in einer Umgebung von p, auch

leg})(f/g)(X) = lim £(x) / lim (). o
Korollar B7.17. Seien fg: X — R stetig in pe X. Dann
sind auch f+ g, f-gund (falls gp) # 0) f/g stetigin p. O

BemerkungB7.18 Alternativ wissen wir (Beispiel B7.4e),
dass §,g): X — R? stetig ist. Die arithmetische Verkniipfun-
gen (Addition usw.) auR sind auch als AbbildungeR? — R
stetig. Deshalb ist + g = + o (f, g) als Verknupfung zweier
stetigen Abbildungen selbst stetig (Beispiel B7.4d).

d. Nochmal die erweiterten reellen Zahlen

Definition B7.19. SeiR := R U {+o} die erweiterten reellen
Zahlen (wie im letzten Semester, 1.D4). Wir erweitern den Ar-
cus Tangens, indem wir arctarp) := +7/, setzen. Dann ist
arctan :R — [-7),, 7/,] eine Bijektion. AufR definieren wir
die Metrik

da(X. y) := [arctanx — arctary|.

Bemerkundg37.20 Auf R ist d, aquivalent zur Standardme-
trik; R ist die Vervollstandigung vorR( da). Der RaumR, d)

ist kompakt (und sogar isometrisch ztp, 7/5]).
Bemerkund37.21 Anstelle von arctan kdnnten wir natdrlich
eine beliebige monotone, beschrankte FunktforR — R
benutzen. Die Metrikls (x,y) := | f(X) — f(y)| ware zud, aqui-
valent. Es gibt aber al keine zud, aquivalente Metrik, die
auf der Teilmeng® c R die Standardmetrik induziert.
Bemerkund37.22 Die unendlichen Grenzwerte und Grenz-
werte im Unendlichen, die wir im letzten Semester definier-
ten, sind ganz normale Grenzwerte beziiglich der Metgik

Elll)_as heilRt, wir betrachten eine Funktidn R — R. Wenn

wir p = lim,_4 f(X) schreiben, heil3t das einfach Konvergenz

4m metrischen RaumR(, d,) — auch im Fallea = +co bzw.
= +00,

Bemerkund37.23 Konvergenz von Folgen ist auch ein Spe-
zialfall metrischer Konvergenz. SHi ;= N U {+c0} C R. Auf
Nist diese Metrikd, dquivalent zur Standardmetrik anfc R
und deshalb auch zur diskreten Metrik. Damit ist jede Abbil-
dungf: (N, dy) — (X, d) stetig. Die Folg€ f(n)) konvergiert
genau dann gegene X, wenn die durch () := x erweiterte
Abbildung f : N — X stetig ist.
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B8. Stetige Funktionen auf kompakten Raumen b. GleichmaRige Stetigkeit

a. Erhaltung von Kompaktheit Definition B8.5. [Vgl. 1.D7.8.] Seien ¥, d) und (Y,d") me-
trische Radume. Eine Abbildunfy: X — Y heil3t danrgleich-

Seien ¥, d) und (Y, d’) metrische Raume und ski. X —» Y mafig stetigfalls
stetig. Wir wissen, Stetigkeit ist dadurch charakterisiert, dass
die Urbilder f~1(T) offener (bzw. abgeschlossener) Teilmen- ¥e>0 36>0 ¥ eX ¥x G/X
genT c Y selbst dfen (bzw. abgeschlossen) sind. Hingegen d(xi, %) <6 = d'(f(x), f(x)) <e.
kénnen wir nichts tber das BIlf{T) einer dfenen bzw. abge- . )
schlossenen Teilmenge c X sagen. Welche Eigenschaften Bemerkund38.6. [Vgl. 1.D7.9.] Dassf stetigist, heil3t das-

bleiben unter stetigen Abbildungen erhalten? Kompaktheit is€/Pe — nur mit J6 > 0“ und ,¥x € D" getauscht. Da dard
die Wichstigste! von x abhangen. Hier mugsunabhangig vox (oder ,gleich-

mangig" fur allex) gewahlt werden kénnen. (Natdrlich hargt

Satz B8.1.[Vgl. 1.D7.6.] Seien K und Y metrische Raume mit mmer noch vore ab.)
K kompakt und sei fK — Y eine stetige Abbildung. Dann Bemerkund38.7. GleichmaRige Stetigkeit ist kein topologi-
ist f(K) c Y kompakt. scher Begfff; sie hangt von der Metrik ab.

. . . . Folgender Satz hat im Wesentlichen denselben Beweis wie
Beweis mit UberdgckungeE.s sei{U,} eine cffene Uberde- i |etzten Semester.
ckung vonf(K). Die UrbilderV, := f-1(U,) tiberdeckerK
und sind (wegen Stetigkeit)fien in K. Weil K kompakt ist,  Satz B8.8.[Vgl. 1.D7.12.] Seien K und Y metrische Raume

gibt es eine endliche Teiliberdeckufid, : i = 1,...,N}  mit K kompakt. Dann ist jede stetige AbbildungK — Y
von K. Dann ist{U,, : i = 1,...,N} eine endliche Teiliber- gleichmaRig stetig.
deckung vonf (K). O

Beweis.(Aufgabe.) O

Weil ein metrischer Raum genau dann kompakt ist, wenn er Wichtige Beispiele gleichmaRig stetiger Abbildungen sind
folgenkompakt ist, hatten wir auch Folgenkompaktheit benutdie Lipschitzabbildungen.

zen koénnen. N . . N
Definition B8.9. Seien ¥,d) und (Y,d’) metrische Raume.

Eine Abbildungf: X — Y heif3tLipschitzabbildungfalls es
Beweis mit FolgenSei (/) eine Folge inf(K). Zu jedemy, 4> 0so gibt, dass fiir allg;, x; € X gilt
wahlen wirx, € K mit f(x,) = y,. Weil K kompakt ist, hat ,
die Folge &) eine konvergente Teilfolgg, — x € K. Weil d'(f(x1), F(x2)) < 1d(x1, %2).

f stetig ist, konvergiert auch die Teilfolge . I . .
g g ¢ Die Konstantel heil3tLipschitzkonstanteon f und wir sagen

Yo = F(%) = T3 € F(K) - auch, f ist eineA-Lipschitzabbildung
N — Nk .

Satz B8.10. Jede Lipschitzabbildung ist gleichmaRig stetig.
Bemerkung8.2 Die beiden Beweise haben nichts mit der ) ) . ) o o
genauen Metrik zu tun. Fir eine stetige Abbildung zwischerPeWeis.Ist 4 eine Lipschitzkonstante fufr, kénnen wir in der
topologischen Raumen haben wir zwei verschiedene Satze bRefinition gleichmafiger Stetigkeit:= ¢/, setzen. o

wiesen: _— . : . . .
Definition B8.11. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Lip-

e das stetige Bild eines kompakten Raumes ist kompakt schitzabbildung< — X mit Lipschitzkonstantel < 1 heif3t
e das stetige Bild eines folgenkompakten Raumes isKontraktion

folgenkompakt. Definition B8.12. Seif: X — X eine Abbildung. Ein Punkt
Die beiden Aussagen sind natirlich fir metrische Raume € X mit f(x) = x hei3tFixpunktvon f.

aquivalent. . . -
. Satz B8.13 (Fixpunktsatz von Banach).Sei(X, d) ein nicht-
leerer vollstandiger metrischer Raum und seiX — X eine

Korollar B8.3. Seien X und Y metrische Raume und se ontraktion. Dann hat f genau einen Fixpunkt.

f: X —> Y stetig. Das Bild (K) einer kompakten Teilmenge

K c X ist kompakt und damit beschrankt und abgeschlossegeyeis.Seil < 1 eine Lipschitzkonstante fif. Zunéchst

iny. U zeigen wir,f hat hochstens einen Fixpunkt. Afig) = x und
f(y) = yfolgt

Korollar B8.4 (Satz vom Maximum). [Vgl. I.D7.7.] Sei

f: K — R eine stetige Funktion auf einem nichtleeren kom- d(x,y) = d(f(x), f(y)) < Ad(x,y).

pakten Raum K. Dann nimmt f auf K sein Minimum und Ma-

ximum an. O Damit folgtd(x,y) = 0, alsox = y.
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Nun seiag € X. Wir definieren rekursia,,1 := f(a,) und  Beweis.Die Aquivalenz der beiden Aussagen folgt aus der

behaupten,g,) ist eine Cauchyfolge. Es gilt Charakterisierung abgeschlossener Mengen mittels Folgen
. (Lemma B6.22).
d(aj, aj41) < Ad(aj-1, ) < ... < Ad(ao, az). Seien nunf, stetig mitf, — f gleichmaRig und sep € K.

Um zu zeigen, dass in p stetig ist, sei X;) eine Folge inK,
die gegenp konvergiert. Wir missen zeigefi(x;) — f(p).

k-1 o0 Y Dazu seie > 0. Weil f, — f gleichm&Rig, gibt edl € N so,
d(aj, ax) < Z Ad(ag, a1) < Z A'd(ag, a1) = T3 /ld(ao’ ai), dass fir allex € K und allen > N gilt

- - d(209, F(3)) < ¥
und (@,) ist Cauchyfolge.

Damit gilt firk > j

Weil fy in p stetig ist undx; — p konvergiert, gibt es) e N
Ende der Vorlesung 2008 November 24 so, dass fir allg > J gilt

Weil X vollstéandig ist, hat4,) einen Grenzwerx € X. Wir ‘
zeigen x ist ein Fixpunkt vonf . Fiir jede gilt d(fn (). n(p)) < 3.
Damit gilt fur jedesj > J

d(x, (X)) < d(X, 1) + d(ak1, F(X)

= d(x, a,1) + d(f (&), F(x)) d(f(x)), f(p))
< d(X, A1) + Ad(x, a). < d(f(x)), fn(x))) + d(fn(x5), fn(p)) + d(fn(p), f(P))
<‘9/3+8/3+8/3=8. [m}

Weil Letzteres gegen Null konvergiert, gil¢f (x), x) = 0, also
f(x) = x. O Bemerkund38.17. Alternativ kann man mit einer unstetigen

Abbildung f: K — X anfangen. Wenrf in p unstetig ist,
gibt ese > 0 so, dasst~}(B.(f(p))) keinen Ball umx ent-
c. Gleichmafige Konvergenz halt. Dann kann man zeigen, d#-Ball um f besteht nur aus
Abbildungen, die ebenso unstetig [nsind. (Der Fall, wof
SeienA eine Menge undX, d) ein metrischer Raum. Wir in p einen Sprung hat, ist besonders anschaulich.) Damit ist
haben auf der MengB(A, X) aller beschrankten Abbildungen die Menge aller unstetigen Abbildungefien.

f: A — Xdie Metrikd., definiert; Konvergenz bezlgliadh.  Bemerkung38.18 Kompaktheitist hier nicht so wichtig; man

hei3t gleichméaRige Konvergenz. kann gleichmaRige Konvergenz auch fiir unbeschrankte Ab-
Satz B8.14.Falls (X, d) vollstandig ist, is(8(A, X), d,) auch bildungen definieren; ein gleichmafiiger Limes stetiger Abbil-
vollstandig. ’ ' o dungen ist immer noch stetig.

Bemerkundg38.19 [Vgl. I.F1.9.] Man kann sagen, der Satz

Beweis.Sei (f) eine Cauchyfolge iB(A, X). Fur jedesae A grjaupt uns (im Fall gleichmaRiger Konvergenz), zwei Limites
ist (f,(a)) deswegen eine CauchyfolgeX weil 7u tauschen:

d(fa(a), fm(@)) < dw(fn, fm). lim lim fo(x) = lim fa(p) = f(p) = |Xianf(x) = Lianrm fo(X).

N—oo X—p
Weil X vollstéandig ist, hat,(X) einen Grenzwert, den wir(x)
nennen. Die Folgeff) konvergiert punktweise gegen die da-
mit definierte Abbildungf : A — X. Wir zeigen, die Konver-

genz ist gleichmafig. Dazu sei> 0. Es gibiN € I so, dass (u.a. Ableitung und Integral) stecken Grenzwerte. Das heisst,

fur allem,n > N gilt d(fn, fm) < ¢/, d.h. fiir allea € A gilt . . .
d(1(a), (@) < . Aus Lemma B3.13 (iiber den Rand eineswenn man z.B. zwei Integrale oder Ableitungen tauschen will,

. - ist die zugrunde liegende Frage die, ob zwei Limites ge-
E|?(l,|i)>gl|l\|t deshaltr(f(a). f(a)) < 2 < # fur allea € Aund tauscht werden durfen. GleichméaRigkeit spielt immer wieder

eine wichtige Rolle.

Hier gilt naturlich die dritte Gleichung nur deshalb, weite-
tig ist. (Alle anderen gelten schon, wefin— f punktweise.)
Hinter den allermeisten wichtigen Befijen der Analysis

Sei nunK ein kompakter metrischer Raum. Die Menge
C(K, X) aller stetigen AbbildungeK — X ist dann eine Teil-
mengeC(K, X) ¢ B(K, X). B9. Zusammenhang

Satz B8.15.Bezuglich d, ist C(K, X) c B(K, X) abgeschlos- Um den Zwischenwertsatz auf beliebige metrische Raume
sen. Das heil3t, fall¢f,) eine Folge von stetigen Abbildungen 2, enweitern, miissen wir ein Analogon zu Intervallen finden.

K — .X ist, die gIeiphméBig gegen: K — X konvergiert, pjs sind zusammenhangende Raume. Wir werden sehen, Zu-
dann ist auch f stetig. sammenhang ist die zweite wichtige Eigenschaft, die under
BeispielB8.16 GleichmaBige Konvergenz ist hier wichtig. Stétigen Abbildungen erhalten bleibt.

Die stetigen Abbildungeriy : [0,1] — [0, 1] mit fi(x) = X ~ Definition B9.1. Ein RaumX heiRt danrzusammenhangend
aus Beispiel A3.2 konvergieren punktweise gegen einen nichkalls z und X die einzigen Teilmengen sind, die zugleidfen
stetigen Limed : [0, 1] — [0, 1]. und abgeschlossen sind.

18



J.M. Sullivan, TU Berlin

B: Metrische Raume

Analysis II, WS 2008

BeispielB9.2 Offensichtlich ist jeder Raum mit héchstens Sei etwae(u) < g(Vv). Dann gilt

einem Punkt zusammenhangend. Sonst sind diskrete Raume
(insbes. endliche metrische RAume) nie zusammenhéngend.

BeispielB9.3. Die rationalen Zahle® sind nicht zusammen-
hangend, weil z.B.

(XEQ: ¥ <2 ={xeQ: ¥ <2

zugleich dfen und abgeschlossen(nist.

Satz B9.4. Sei(X, d) ein metrischer Raum und seid X eine
Teilmenge. Dann isfT, d) mit der inzudierten Metrik genau
dann zusammenhangend, wenn folgendes gilt:

SindU, V c X disjunkte, gfene Mengen mit Juv,
dann gilt entweder T U oder Tc V.

Lemma B9.5. Sei T ¢ (X,d). Eine Teilmenge Uc T ist
genau dann gen in T, wenn es einfiénesU c X gibt mit
Uu=TnU.

d(u, v) < d(u, w) + d(w, v) < 8(“) 8(") < &(u).
D.h.,v € Bgy(u). Es gilt abeng(u)(u) NTcU WeilveT
gilt damitv € U —im Widerspruch zwe V =T \ U. O

BemerkungB9.6. Obwohl Zusammenhang naturlich ein to-
pologischer Begff ist, gilt dieser Satz nicht in jedem topolo-
gischen RaunX.
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Wie Kompaktheit bleibt auch Zusammenhang unter steti-
gen Abbildungen erhalten.

Satz B9.7. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Ist X zu-
sammenhangend, dann ist audX¥ zusammenhangend.

Beweis.SeienU, V disjunkt und d¢fen inY mit f(X) c UUV.
Wir wollen zeigen, entwedef(X) c U oder f(X) c V. Weil

Beweis.Deses Lemma wurde schon in der Ubung bewiesenf stetig ist, sindf ~1(U) und f (V) offen in X. Die sind aber

Hier nochmal ein Beweis zum Lesen.

Fiurt € T seiB,(t) dere-Ball umt in X. Dann ist es Klar,
dassT N B,(t) dere-Ball umtin T ist.

Nun seiU c T offen. Zu jedent € U gibt ese(t) > 0 so,
dassT N B,y (t) ¢ U. Wir definieren

0= U Bg(t)(t),

teU

sodasJ
offen inX. ) .
Umgekehrt, sel ¢ X offen und seU := T NU. Zu jedem
t € U c U gibt ese > 0 so, dasB.(t) c U und damit
T NB(t) cU. ]

= T n B. Als Vereinigung ¢fener Mengen ist)

Beweis des SatzeSei (T,d) zusammenhangend und seien

U,V c Xwieim Satz. Wir setzebl := TnU undV :=TnNV.
Dann sindU, V disjunkte dfene Teilmengen iif, deren Ver-
einigungT ist. Das heifl3ty = T \ U, und damit sindJ, V zu-

gleich abgeschlossen. Wailzusammenhéangend ist, gilt dann

entwedetd =@,V =ToderU =T,V = 2.

Umgekehrt wollen wir zeigenT ist zusammenhangend.

Dazu seiU zugleich dfen und abgeschlossen i, d.h.,

V := T \ U ist auch d¢fen. Wenn wir einfach aus dem Lem-

ma beliebige ffiene Menger),V ¢ X mitU = T n U und
V =T nV wahlen, dann gilt natirlich c U uV aberU und

V sind nicht unbedingt disjunkt. Deshalb wiederholen wir die

Konstruktion aus dem Lemma, halbieren aber die Radien:

0 = U Bs(U)/Z(“)’ \7 = U Bs(V)/Z(V)'

ueU veV

Dann behaupten wit) undV sind disjunkt. Aus dieser Be-
hauptung und der Voraussetzung folgt, dass entw&derU
oderT c V, d.h., dass entweddt = T oderV = T (und
damitU = @). o

Um die Behauptung zu beweisen, se¢ U n'V. Dann gibt
esueUcTundveV cT mit

W € Bg(u)/z(u) N BE(V)/z(V).

disjunkt und GberdeckeX. Weil X zusammenhangend ist, gilt
dann entwedef%(U) = @ oderf~%(V) = @. O

Um diesen Satz als Erweiterung des Zwischenwertsatzes zu
sehen, zeigen wir, dass die zusammenhangenden Teilmengen
vonR genau die Intervalle sind. Wir erinnern uns, kitervall
in R ist ein Teilmengd mit folgender Eigenschaft (1.D5.3):

Sindx,ye lundistx< p<y,dannistpe .

Satz B9.8. Eine Teilmenge T R ist genau dann zusammen-
hangend, wenn sie ein Intervall ist.

Beweis.SeiT c R zusammenhéangend. Seigr p < y mit
x,yeT.Warep¢ T, soware

Tc (—00, p) U (p» +OO),

also (weilT zusammenhangend) entweder: (—oo, p) oder
T c (p, +c0). Das Erste gilt aber nicht, weyl € T, und das
Zweite gilt nicht, weilx e T.

Umgekehrt, seil c R ein Intervall. SeierJ,V c R dis-
junkt und dfen mit T c U U V. Wir nehmen an, es gibt
x e TnUundy € T nV, und folgern daraus einen Wider-
spruch. Ohne Einschréankung sek y und damit k,y] c T.
Wir definierenX := U N[xy], Y =VnN[xy] =[xy] \ X
und p := supX € [x,y]. Es gilt entwedemp € X oderp € Y;
wir zeigen, dass beide zum Widerspruch fiuhren.

Ist p € X, dann istp # y; weil X offen in [x,y] ist, gibt es
danne > 0 mit [p, p + &) C X, insbesondere mjp + ¢/, € X.
Das heil3tp ist keine obere Schranke fix.

Ist hingegerp € Y, dannistp # x; weil Y offen in [, y] ist,
gibtese > 0mit(p—&,p] C Y, d.h,, p — &, p] ist disjunkt
von X. Weil p eine obere Schranke fi¢ ist, ist auch f,y]
disjunkt vonX. D.h., X c [x, p — €] und damit istp — ¢ eine
kleinere obere Schranke X O

Korollar B9.9. [Vgl. I.D6.1.] Sei X zusammenhangend und
sei f: X — R stetig. Dann ist €X) ein Intervall. Das heif3t,

f nimmt jeden Wert an, der zwischen zwei Funktionswerten
liegt.

19



J.M. Sullivan, TU Berlin B: Metrische Raume

Analysis II, WS 2008

Beweis.Mit Satz B9.8 ist dies der Spezialfal = R vom
Satz B9.7. o

BemerkungB9.1Q Die groRen Séatze vom letzten Semester

Uber reelle Funktionen (1.D7.7; 1.D7.12; Zwischenwertsatz

1.D6.1; usw.) verstehen wir jetzt als Folgerungen zweier topo-

logischer Eigenschaften eines Intervaldsl]: Kompaktheit

und Zusammenhang. Mit den beiden eher abstrakten Defini-
tionen konnten wir ganz schnell beweisen, dass beide Eigen-
schaften unter stetigen Abbildungen erhalten bleiben (B8.1,
B9.7). Eigentlich steckt mehr Arbeit darin, zu zeigen, dass

[a, b] die beiden Eigenschaften hat (B6.29, B9.8).

Definition B9.11. Sei X ein Raum, seierx,y € X und sei
[a,b] c R ein kompaktes Intervall. Eine stetige Abbildung
v:[ab] - X mity(a) = xundy(b) = y heil3t einWWegin X
von x nachy. Das Bildy([a, b]) nennen wir auch di§purdes
Weges.

Korollar B9.12. Die Spury([a, b]) eines Wegeg ist zusam-
menhangend.

Beweis.Dies ist der Spezialfalk = R vom Satz B9.7. O

Definition B9.13. Ein RaumX heildtwegzusammenhéangend
falls es zu je zwei Punkter,y € X einen Weg inX von x
nachy gibt.

BeispielB9.14 Es gibt zusammenhangende Rdume, die nicht
wegzusammenhéngend sind. Das gebrauchlichste Beispiel,
die sogenannte ,Sinuskurve der Topologen®, ist

S:={(xsin%) : xe (0.1]ju{(Oy) : ye[-11]} c E%

05

800 0.05 010 015 020

Satz B9.15. Ein wegzusammenhangender Raum ist zusam-
menhangend.

Beweis.SeiX ein nichtzusammenhangender Raum. Dann gibt
es nichtleere, disjunkte,fiene Teilmenger,V c X mit

U UV = X. Jede zusammenhangende Teilmemge X ist
entweder inU oder inV enthalten. Mit Korollar B9.12 gibt
es deshalb keinen Weg von einem Puakt U nach einem
Punktv € V. Damit istX nicht wegzusammenhéngend. o
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C. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN wenn nitzlich — seien nur Hirngespinste, die reellen Zahlen
hingegen existieren in der realen Welt.
C1. Definition Als Beispiel hat jede kubische Gleichung mit reellen Ko-

effizienten mindestens eine reelle Losung; es gibt sogar eine
(allerdings komplizierte) Formel dazu, die 1545 von Carda-

SeiK ein Korper. Jede lineare Gleichubg = ¢ (mit 0 # . e . o
b b ( no verdfentlicht wurde. Mit einer linearen Substitution kann

S ; ; o .
jede quadratristhe GISChURGE & b © e Losung. i Man die Gleichung in die recuzerte Fosy: b~ 2 bin-
den rationalen Zahle@ z.B. hat = 2 keine Losung. Letztes 98N Definieren wir didiskriminante D:= b + ¢, ist
Semester behoben wir diese Problem, in dem wir die reellen , ,
ZahlenR als Vervollstandigung vof@ konstruierten. IrR hat \/c + VD ++c— VD

x? = ¢c genau dann eine Losung= ++/c, wennc > 0.

Wollen wir alle quadratische Gleichungen lI6sen konnengine reelle Losung. FUD > O ist alles reell; fiiD < 0 hinge-
missen wir die reellen Zahlen erganzen und einen groReregen arbeiten wir voriibergehend mit komplexen Zahlen, auch
Korper C konstruieren. Dabei wird kein angordneter Kér- wenn die Endergebnis wieder reell ist.
per. Spétestens seit dem Versuch (etwa vor 100 Jahren), die reel-

BemerkundC1.1 Jeder KoérpeK > R ist ein reeller Vektor- len Zahlen rigoros zu definieren, verstehen Mathematiker q.a“s
alles ganz anders. Schon die reellen Zahlen sind ,imaginar

raum. Die Vektoraddition ist die Kérperaddition und die Ska-; Si d o hliches Hi inst sind. Hi
larmultipliktion ist ein Spezialfall der Kérpermultiplikation. M =INN€, dass Sié €in MENSCAIIChES HIMgespInst sind. Hin-
gegen sind die komplexen Zahlen auch ,reell” sind im Sinne,

SeinunK > R ein Korper, der eine Losurigeur Gleichung  (ass sie eine sehr verniinftige mathematische Struktur bilden.
X2 = —1 enthélt. Hier ist einfach ein Name fiir ein neues Ele- gje spielen z.B. bei der von Eugene Wigner benannten ,un-
menti € K \ R mit der Eigenschaff = —1. Als Vektorraum  yerschamten fektivitit der Mathematik in den Naturwissen-
enthaltk die lineare Hille schaften“ eine entscheidende Rolle.

C:=span(li) := {X+Vi : xye R} c K Wir habenC gebaut, damit jede reelle Zahl eine Wurzel hat.
Es stellt sich heraus, dass sogar jede komplexeZalit eine
als 2-dimensionalen Unterraum. Uthals Kérper zu sehen, Wurzelw € C hat:
mussen wir noch die Multiplikation erklaren. Wollen wir tat-
séchlich, das$ = -1, gibt es keine Wahl: aus den Korper- W= \/1/2(|z| + Rez) + \/1/2(|z| - Re2)i.
axiomen (insbes. dem Distributivgesetz) muss gelten

Mit der aus der Schule bekannten Lésungsformel hat dann je-
(x+yi)(a+bi) = xa+yai + xbi +yhi* = (xa-yb) + (ya+ xb)i.  de quadratische Gleichung eine expliziete Losung.in
) ) o o ) Der Fundamentalsatz der Algebra, den wir spater beweisen,
Es ist dann einfach zu verifizieren, da3snit dieser Multi- sagt, dass jedes PolynoR{z) mit komplexen Koéizienten
plikation (und der Vektoraddition) tatsachlich ein Korper ist. gjne NullstelleP(z) = 0 in C hat. (Es folgt, dass die Anzahl
Das heif3t, wir haben einen Korper> R gefunden, in dem  ger Nullstellen gleich dem Grad des Polynoms ist, wenn diese

ﬁzt: —1 eine LOsung (genauer gesagt, die zwei LOsungign  mit einer angemessenen Vielfachheit gezahlt werden.)
at.

Definition C1.2. Die R-lineare Abbildungz = x +vVyi —

Z := x - Vi heil3t (komplexe) Konjugation und ist ein Kérper-
automorphismus. Das heil3t, nellerw = Z + W gelten auch
ZW = zZW und Z,, = Zg. Wir definieren derRealteilund den
Imaginérteileiner komplexen Zahl:

C2. Metrik und Topologie

Die natirliche Basi$l, i} gibt uns eine Identifizierung

C=R? x+yie (xy), z« (Rezlm2).

1 . . I . .
Rez:= é(z +2) eR, Re + i) = X, Es ist oft sehr hilfreich, wenn man sich komplexe Zahlen bild-

1 lich als Punkte in dieser sogenanntgaul3’'schen Zahlenebe-
Imz:= 5(2—2) €R, Im(x+yi) =y. nevorstellt.

Definition C2.1. Auf C benutzen wir die euklidische Norm

Damit gilt z = (Rez) + (Im2)i. Eine komplexe Zah € C aufR?, die sich auch komplex ausdriicken I&sst:

ist natlrlich genau dann reell, wenn #m= 0; wir sagen,z

ist (rein) imaginér, falls Rez = 0. Die Zahli = V-1 heif3t . ] —
imaginare Einheit x-+yil = 14 = V2= VE+Y= [l

Wir nennenz denBetragvon z
Ende der Vorlesung 2008 Dezember 1

BemerkungC1.3 Uber mehrere Jahrhunderte wurden kom-Beémerkung:2.2 Natdrlich gilt die Dreiecksungleichurig+
plexen Zahlen benutzt — aber nur als Hilfsmittel, reellen L-W < |4 + Wl Ahnlich zum I|321etrag auR gilt aber auchzw =
sungen zu finden. Man glaubte, die imaginaren Zahlen — audgl W und (fiirw # 0) %] = -
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BemerkundC2.3 Als metrischer Raum ist deshalb isome- Definition C3.1. [Vgl. I.C1.1.] Sei @n)n=1 €ine Folge inV.
trisch zuE?. Damit sind alle topologischen Fragen (Konver- Wir definieren dazu die Folges() derPartialsummen
genz, Stetigkeit, Kompaktheit usw.) geklart. Auch €i¥ gilt
Ch = E™. :

P = =@ +ap+ - +an
BeispieleC2.4 Es gelten z.B.: & ;ak LTz &

1. Eine Folge,) in € konvergiert genau dann gegan Diese neue Folge nennen wir die &) gehorige(unendli-

Ci wenn Rez, — Rew gnd Imz, — .Imw. che) ReiheFalls sie konvergiert, nennen wir den Grenzwert
2. Eine komplexe Funktiofi: X — C ist genau dann ste- {je Reihensumme

tig, wenn Ref und Imf stetige FunktionerK — R

sind. n &
: . lim = = =at+ap+---.
3. Der RaumC" ist vollstandig und wegzusammenhan- n—wo;ak ;ak Zak 1T
gend.

4. Eine Tei]mengé’ c C"ist genau dann kompakt, wenn Wir benutzen} ax als Name sowohl fir die Reihe selbst als
sie beschrénkt und abgeschlossefrist. auch fur deren Grenzwert (falls dieser existiert).

BeispielC2.5 Komplexe Multiplikation ¢ w) — zwist eine  Satz C3.2 (Rechenregeln)[Vgl. 1.C1.4.] Seien} b, und
stetige AbbildungC? — C. (Weil (x,y,a,b) — (xa—yb, xb+ > ¢y konvergente Reihen in V, und seia R. Die Reihe
ya) eine stetige Abbildun§* — R?ist.) Es folgt, dass die Re- ¥ (ab, + ¢,) konvergiert auch. Es gilt

chenregeln fur reelle Folgen (1.B5.2) auch fir komplexe Fol-

en gelten, insbes., dass oo o0 o0
e . o D@n+c)=ay byt >
lim(zawn) = (lim zn)(lim wh), ] o 4

falls die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite existieren. Weil V V0||Stand|g ist, konvergiert eine Fo|ge genau dann,

BemerkungC2.6 Hingegen machen viele Sachen, die wir wenn sie eine Cauchyfolge ist. Das heil3t:
in R bzw. fur reelle Funktionen definiert haben, @Ghbzw.

fur komplexe Funktionen deswegen keinen Sinn mehr, weiPatz €3.3 (Cauchykriterium). [Vgl. 1.C1.7.] Die Reihe
C nicht angeordnet ist: > & in V konvergiert genau dann, wenn es zu jedem 0

ein N € N gibt, so dass fiur alle  m> N gilt
¢ Eine Teilmenge it hat kein Supremum bzw. Infimum.

e Eine Abbildungf: C — Y hat keine einseitigen Grenz- Zn: <
werte. k,mak &
e Monotonie macht keinen Sinn fur komplexe Funktionen
C — C (bzw.R — C bzw.C — R). Korollar C3.4. [Vgl. 1.C1.8.]Ist(]|lakl|) keine Nullfolge, dann

BemerkungC2.7. Es gibt inC keine Intervalle und deshalb konvergierty] a nicht.

keinen Zwischenwertsatz. (Um komplexe Nullstellen topolo-pefinition C3.5. [Vgl. 1.C2.3.] Eine ReiheY, ac in V heilt
gisch zu finden, braucht man den komplizierteren Beeft  apsolut konvergentvenn die Reihes |jadl in R konvergent
neseinfach zusammenhangend@aumes.) ist.

Bemerkun@2.8 Inder komplexen Analysis lernt man die er-
weiterten komplexen Zahlen (die Riemann’sche Sphére)

C U {co} kennen. Hier gibt es nur das eine unendliche Ele
menteo und die Rechenregeln sind ein bisschen anders als in oo

R. In diesem Semester betrachten @inicht weiter. Z ay
BemerkungC2.9 Spater werden wir Ableitungen fir Funk- k=1
tionenR? — R? definieren. Die komplexe Ableitung einer
FunktionC — C ist aber etwas Strengeres, die wir hier nicht
betrachten.

Lemma C3.6. [Vgl. 1.C2.7.] Eine absolut konvergente Reihe
in V ist konvergent und es gilt

< lad

BemerkundC3.7. In jedemunvollstdndigemormierten Vek-
torraum gibt es hingegen eine absolut konvergente Reihe, die
nicht konvergiert.

Satz C3.8 (Wurzelkriterium). [Vgl. 1.C2.10.] Sei} a ei-

ne Reihe in V. Falls es & 1 gibt, so dassV{[jag] < q fir

fast alle ke N, dann ist die Reih€’ ax absolut konvergent.

a. Reihen in Banachraumen Falls hingegen{fladl > 1 fiir unendlich viele k, dann ist, ay
divergent.

C3. Komplexe Reihen

BezeichneV in diesem Abschnitt eineBanachraumd.h. ) .
ein vollstandiger normierter Vektorraum. Im letzten SemestePeMerkung3.9 Man kann den Satz auch wie folgt formulie-

(1.C) betrachteten wir Reihen iR. Die meisten Ergebnisse ren: Seia 1=_W Vllayll. Fallsa < 1, konvergierty, a absolut;
kénnen wir leicht auf Reihen iW tibertragen. fallsa> 1 divergierty: a.
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BemerkundC3.1Q Der Satz hat fast nichts mit zu tun. Alle  Satz C3.16. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe
Aussagen beziehen sich auf die reelle Folgya|| mit nur Y aZ. Fir |2 < R (d.h., fiir ze Bg(0)) ist die Reihe abso-
einer Ausnahme. Fii > 1 schliel3en wir nicht nur, dag$ax lut konvergent. Fitz > R ist sie divergent.

nicht absolut konvergiert, sondern (aus Korollar C3.4), dass

> ax divergiert. Beweis.Wegen/|a,Z| = z{[ay folgt dieser Satz direkt aus
dem Wurzelkriterium. O

Korollar C3.11 (Quotientenkriterium). [Vgl. 1.C2.12.] Sei

> ax eine Reihe in V, wobeixa# 0 fur fast alle k. Falls es
q < 1 gibt, so dasslall,, < q fir fast alle k, dann ist
. & absolut konvergent. Falls hingegé#-1llj 5 | > 1 fiir fast

alle k, dann ist}, a divergent.

BemerkundC3.17 Man kann auch Potenzreihen um ein Zen-
trumz, € C betrachten. Fall§(2) = 3 axz Konvergenzradius
R hat, dann ist

92 = ) alz—2)f = f(z-2)
b. Komplexe Potenzreihen
absolut konvergent fiir e Br(Z) und divergent fiifz—z| > R.

i Weil C = E? ein Banachraum ist, gelten alle obigen SatzeBemerkungC3.18 Sei f(2) = Y§ az* eine Potenzreihe mit
fir komplexe Reihen. KonvergenzradiuR. Die Partialsummef aZ sind Polyno-
BeispielC3.12 [Vgl. .C1.10] Seiz € C. Wir betrachten ~Me und haben Ableitunge}ig kac*. (Dies wissen wir im
die geometrische ReihE 2. Fir|Z > 1 ist sie divergent; fir Fallez ax € R. Es gilt aber auch im komplexen Falle, sobald

I < 1 konvergiert sie absolut: man komplexe Ableitungen kennt.) Wir definieren
) 1 . oo i e
L 2= Y akZ =) (k+ DawiZs
ZO — 9@ ; ;( a1

Weil Vk — 1, hat auch diese Potenzreihe Konvergenzradi-
us R Auf Bg(0) ist g die Ableitung vonf. Wir haben einen
Definition C3.13. [Vgl. |.F1.] Sei (@,) eine Folge inC. Fir  Spezialfall (etweR = oo und nattrlich alles reell) im letzten

Ende der Vorlesung 2008 December 4

jedesz € C betrachten wir di¢’otenzreihe Semester bewiesen (.F1.11). Der Beweis im allgemeinen Fall
ist sehr ahnlich. Es folgt naturlich, dassuf Br(0) stetig ist;
% einen einfacheren Beweis der Stetigkeit wird in der Ubung ge-
Z Az macht
k=0 '

Bemerkun@3.19 SeiT die Menge allez € C, fur die f(2) =

3 aZ< konvergiert. Dann gillBg(0) ¢ T c Bg(0) aber viel
mehr kdnnen wir nicht sagen, weil Satz C3.16 im Flle R
f@ =T az gar nichts sagt. Obwohi auf B(0) stetig ist, kann es sein,
dassf auf T unstetig ist. (DeAbel'sche Grenzwertsatagt,
im reellen Fall istf stetig. Das heil3t, fallay € R, dann istf
stetigaufT NR c [-R R].)

BeispielC3.20 Nehmen wir z.B.ay = Y; die Potenzreihe

Ist T c C die Menge allerz fiir die die Reihe konvergiert,
dann definiert die Potenzreihe eine FunktfanT — C durch

Definition C3.14. Sei Y, aZ* eine Potenzreihe. Wir setzen
a := lim Ja| € [0, +c0]. Wir definieren wie folgt derkon-
vergenzradius R [0, +c0] der Potenzreihe:

+oo, a=0, > 2 hatR = 1. Firz = 1 ist die Reihe divergent; fir= -1
R:={Y, O<ax<+oo, ist sie konvergent (aber nicht absolut). Der Abel'sche Grenz-
0, a= 400, wertsatz ist hier anwendbar und garantiert (vgl. 1.F6.18), dass
BeispieleC3.15 Aus der Regel von I'Hépital (1.E3) gilt 1-Y+1Y3~----=log2
. logk
lim L 0.
kotoo K c. Elementare komplexe Funktionen

Firr jedesb € R gilt daher limVikl = €® = 1. Hingegen

wissen wir schon (1.F1.8), dass lifki = +co. Deshalb gelten Im letzten Semester konstruierten wir die Exponentialfunk-

tion exp:R — R und die trigonometrischen Funktionen

2B sin,cos:R — R durch Potenzreihen mit unendlichem Kon-
e Y Z hat Konvergenzradiug = 1, vergenzradius. Diese Potenzreihen kdnnen wir auch komplex
e Y k°Z hat ebenfallR = 1, betrachten.

X _
® > 7/ hatR = +oo, Definition C3.21. Wir definieren die komplexe Exponential-
e Y KkiZhatR=0. funktion exp:C — C und die komplexen trigonometrischen
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Funktionen cossin: C — C durch Satz C3.24 (Cauchyproduktformel). Seien}’ ax und Y, bk
zwei absolut konvergente Reihen. Definieren wir
epo'—ii—1+z+é — é
K 273" Gi= . abj = Zabk_. = agby + - + &b,
i+j=k
cosz:—Z( 1)J = _f 24_...’ _ o
= (21)‘ 2 dann konvergierd ¢, mit Reihensumm@. ay)(3 by).
+1 P 25 BemerkungC3.25 Allgemeiner kdnnten wir die sogenannte
sinz:= Z(— m =Zogitg T Doppelreihe
: e o _ Z ab;
Aus diesen drei, definieren wir die weiteren Funktionen cosh, 4

. .. i,JeN
sinh, tanh, tan (usw.) genau wie im reellen Fall:

betrachten. Weil sie absolut konvergent ist, konvergiert sie in
coshz := 2(expz+ exp(-2), tanhz:= sinhz/ coshz, jeder Umordnung, d.h. fir jede Abz&hlung viinx N. Hier
betrachten wir nur die diagonale Abzahlung (vgl. 1.G1.7), die

sinhz:= i(esz_ exp(-2),  tanz:= sinz/cosz in der Definition voncy eingebaut ist.

Satz C3.22 (Euler'sche Identitat). Fir z € C gilt Beweis.Wir betrachten die Partialsummen

n n n
expiz = cosz+isinz s, = Z a. o= Z B, Uy = Z Ch.
0 0 0

Beweis.Wir bekommen eine Teilfolge der Partialsummen = . ) o
(die ebenfalls gegen expkonvergiert), indem wir Klammern Wir missen zeigen, lingyt, — un = 0. Dazu betrachten wir ein

in die Reihe setzen (1.C1.5): Quadrat und ein Dreieck iN?:
=k 22 85 o= {0 ) eN?:ij<n} o ani={(. ) eN? i+ <nl.
expiz = +|l—+ =]+
P Z k! ( 2 3! ) Dann gelten
ZZiZJ(i“i)- st= ) ab, = > ab;
— @)t @+ (i-))<n (i-D)esn
_— . . . . . R Damit gilt
Weil die Reihen fiir cogund sinz beide konvergieren, kénnen
wir die Rechenregeln anwenden, um eine lineare Kombination
ZU summieren: k ISntn = Unl = ' Z ab; ' < Z lail b
On\Ap On\Ap
S A& A = Z'a*'”b"—zla*”b"
= -1y —__ Y J ]
cosz+isinz= Z( 1) 20 +|JZ_;( 1) 2+ 1)
o 2 g <ZIaIIbI—ZIaIIbI
Sl o
@) @+ )

wo im letzten Schritt wign2; € A benutzen.
Wir wissen aber auch, dagsax und )’ b, absolut konver-

BemerkundC3.23 Weil auch im komplexen Fall cos gerade gieren. Seien

ist und sin ungerade, gilt
n n

exp(-iz) = cosz—isinz An = Z [al,  Bn:= Z |bx|
0 0

Damit gelten auch die Partialsummen. Es gilt

cosz = coshiz, sinz = isinhiz A.B, = Z lai| by

Meistens betrachtet man die Euler'sche Identitégzférg € R. . . ) .
Dann gelten Weil (A,) und Bn) konvergieren, konvergiert auch die Pro-

duktfolge @AnBn) und sie ist deshalb Cauchyfolge. Es folgt,

D laillbyl = > lailIbjl = AiBn = Ay2iBioyz — 0.
und mit| expid| = 1 liegt expid auf dem Einheitskreis in der on A2
Gaul¥’'schen Zahlenebene. Damit gilt lim syt — u, = 0, wie gewtiinscht. O

Re exp(p) = cosh, Imexp(d) = sind

24



J.M. Sullivan, TU Berlin C: Die komplexen Zahlen Analysis I, WS 2018

BemerkungC3.33 Jetzt kénnen wir das Additionstheorem

Ende der Vorlesung 2008 Dezember 9 (1.F3.8) fiir cos bzw. sin neu herleiten als Realteil bzw. Imagi-
Korollar C3.26. Fiir alle zw ¢ C gilt narteil der Gleichung
exp@+ W) = expz expw. cosi+Y) +isin(x +Y)

= 0 = &*dY = (cosx + i sinx)(cosy + i siny)

Beweis.Seiena, = Z% und by := WY,. Wir wenden die R o .
= (cosxcosy — sinxsiny) + i(sinxcosy + siny cosx)

Cauchyproduktformel an. Es gilt aus dem binomischen Lehr-

satz, fir x,y € R. (Die Formeln gelten auch fir nichtreebey.)
1 & (K . o1 . Im reellen Fall wurde Logarithmus als Umkehrfunktion der
Ck '= Z ab; =7 Z (i)Zka_ =g @rw injektiven Exponentialfunktion definiert. Die komplexe Expo-
i+j=k " i=0 ' nentialfunktion ist nicht mehr injektive® = 1 = &).
Damit gilt Definition C3.34. Der komplexe Logarithmu€§ \ {0} — C
wird durch
expi+w) = c=( ak)( b)zexzexw. O _
P+ w) Z “ Z Z “ P P logz:=logl|Z +iargz

Bemerklljlng33.22 Im letzten Semegter h"?‘be” wir diese Glei'definiert; diese Funktion ist auf der negativen reellen Achse
chung (flirz, w € R) aus der Diferentialgleichung exXp= exp unstetig, sonst stetig

bewiesen. (Eigentlich geht dies auch komplex, sobald man
komplexe Diferentiation kennt.) Der Beweis hier aus der Po-Bemerkund-3.35 Es gilte®9? = z. Umgekehrt gilt log? = z
tenzreihe ist unabhangig. nur dann, wenrz nah an der reellen Achse liegt. Im Allge-

__ . . . meinen gilt logg? = z + 2rin mit n € Z so gewahlt, dass
Definition C3.28. Fir 0 < a € R undz € C definieren wir | . 5 (=7, 7). (D.h.,n= 1M7L + 15 )

a* := exp(zloga). Insbesondere gi¥ = expz

: o . Definition C3.36. Sei N* und seiw := /", D ilt
BemerkungC3.29 Diese Definition ist deshalb vernuinftig, wr? |=n||10nFur jedeskeleng gilt ?Sk)nsiwl Die n Nuﬁ;t;?e:n

weil mit Korollar C3.26 die normalen Rechenregeln fir Po'von 2" = 1, dien-ten Einheitswurzelrsind ¥ = €2k fiir
tenzen gelten: k=0.1 n-1.

a™=aa", (ab’=ab’, (a")’ =a” BemerkungC3.37 Sei 0# z € C. Setzen winw := 092/,
dann giltw" = z. Die anderem-ten Wurzeln aug sindw mal

fur allea,b,x e R undze C. Es gilt auch die Einheitswurzelnw“w.

az = a.
Definition C3.30. Betrachten wir nochmal die Euler'sche
Identitat. Sei C4. Polynome
z:= "0 = e#d? = e(cosh + i sing) =: r(cosd + i sind) BezeichneK in diesem Abschnitt entweder den Korger

oder den Korpet.
fur p,0 € R. Diese Darstellung der komplexen Zahheifl3t
Polarform Der Radiug ist der BetragZ = r = e > 0. Der Definition C4.1. Ein Polynom(UberK) ist eine Abbildung
Winkel g heiBtArgumentvon z. Natiirlich giltre!? = rei®+20, P: K — K, die sich entweder alB(z) = 0 oder wie folgt
Das heif}t, die Polarform ist nicht eindeutig. Um das Argu-darstellen lasst:
ment einer komplexen Zahl eindeutig zu definieren, wéhlen n
wir immer@ = argz € (-, zr]. Dann ist aber argC\ {0} - R P(2) = Z c,—zj,
entlang der negativen reellen Achse unstetig. =

BemerkundC3.31 In Polarform gelten wobein € N und dieKoefizienten ¢ Zahlen ausk sind mit
” ” ) - i C, # 0. Hier heif3tn € N der Grad degf) von P; wir de-
Rere” =rcosf, Imre” =rsing, re¥=re™. finieren deg(0)= —co. Eine Zahlz € K mit P(2) = 0 heif3t

N ... .. Nullstellevon P.
BemerkundgC3.32 Sonderfélle der Euler'schen Identitét lie-

fern schone Formeln fur bestimmten komplexen Zahlen auBemerkungc4.2 Summe und Produkt zweier Polynome sind
dem Einheitskreis: Polynome. Die Vereinbarung deg® —oo ist sinnvoll: Nur
, ) , deshalb gelten die Regeln
=1 é&=-1 &?=i
) deg(fg) = degf + degg, deg(f + g) < max(degdf, degg)
Es wird gesagte™ + 1 = 0 sei die schonste Formel in der
Mathematik, weil sie die funf wichtigsten Zahlen verbindet. auch dann, weni = 0 bzw.g = 0.

25



J.M. Sullivan, TU Berlin C: Die komplexen Zahlen Analysis I, WS 2018

Lemma C4.3. SeiR2) = X5 c,—zj ein Polynommitg=1und  Satz C4.8 (Fundamentalsatz der Algebra)Jedes nichtkon-
sei C:= ' [cj|. Dann hat P keine Nullstellen aul3erhalp@®).  stante Polynom Uibet hat eine Nullstelle.

Beweis.Sei|zl > C. Furj < ngilt [/ < 2" weil |4 > 1.

_ ) _ Beweis.Sei P ein Polynom. Wir setzea := |P(0)| und diir-
Deshalb gilt nach der Dreiecksungleichung

fen annehmena > 0 (weil sonst O eine Nullstelle ist). Weil

n-1 , . IPl: C - R stetig ist, ist das Urbilth = {z € C :|P(2)| < a]
P@) -2 < Z lcili2’ < Cl™~. von [0, a] kompakt. AufA nimmt die stetige Funktio[P| des-
i=0 halb ihre Minimum an: es giby € A mit |P(w)| < |P(2)| fur
Daher gilt alle z € A. Aus der Definition vorA ist w dann ein globales

IP@@| > 12" - Cl2"* = (12 - C)l2"* > 0. _ Minimum fir |P| aufC. Aus dem Lemma folgP(w) = 0. O
Korollar C4.4. Die Darstellung eines Polynoms ist eindeutig.
(Damit ist der Grad wohldefiniert).

Beweis.Die Differenz zweier unterschiedlicher DarstellungenSatz C4.9. Seien F und G Polynome Ub&rmit degG > 0.
ergabe eine Darstellung c;z/ (mit ¢, # 0) fur das Nullpo-  Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome Q (Quotient) und
lynom, was dem Lemma widerspricht, sobald man dwych R (Rest) GbeK mit

teilt. O

Aus der Schule kennen wir den Divisionsalgorithmus fur
Polynome:

F=QG+R und degR < degG.

Ende der Vorlesung 2008 Dezember 14
BemerkungC4.5 Tatséchlich ist ein Polynom von Grad  Korollar C4.10. Ist P # O ein Polynom beK und ist ac K
schon durch seine Werte(z) in je n + 1 Punktenz; € K eine Nullstelle, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom
bestimmt. Qmit A2) = (z-a)Q(@).

BemerkungC4.6 Wenn man in der abstrakten Algebra Poly- korollar C4.11. Jedes komplexe Polynom von Gradn0
nome uber einem beliebigen Ring betrachtet, stimmt das Kongt n Nullstellen im Sinne, dass es a.,a, € Cund ce C
rollar nicht mehr. Deswegen muss man zwisclRetynom-  gipt mjt

funktionen(unsere Polynome) unBolynomen(etwa unsere

Darstellungen) unterscheiden. n

Wir habenC konstruiert, um Wurzeln ziehen zu kénnen, P() = cﬂ(z— ).
und haben gesehen, dass jedes quadratische Polynong Giber =1
eine Nullstelle hat. Tatsachlich sagt der Fundamentalsatz dgJq,\eis Wir benutzen Induktion iibar. Fiirn = 0 istP = ¢
Algebra, jedes komplexe Polynom hat eine Nullstelle.

eine Konstante. Fiin > 0 hat P aus dem Fundamental-

Lemma C4.7. Sei P ein Polynom ubet und sei we C mit satz eine Nullstella,. Mit dem letzten Korollar kénnen wir

P(w) # 0. Dann gibt es ein & C so, dassP(2)| < |P(w)|. P(2) = (z- an)Q(2) schreiben, wobei deQ = n— 1. Aus der

Beweis.Wir diirfen annehmeny = 0, indem wirP(z) mit ~ Induktionsvoraussetzung folgt dann

Q(2 := P(z+ w) ersetzen. Nun sa& := P(0) # 0. Es gibt n1

. g

0 # be Cundk € N* so, dass wiP in der Form Q@ = CH(Z‘ ay).

j=1

P(2) = a+bZ(1+ crz+--- + 2"

I(ZmitkC'L . .,Cn__GlC) scnzhrei?e_r; kd(r)men(.) II:Dur die _sbtetige rgelle BemerkungC4.12 SeiP(2) = Y.z ein komplexes Poly-
unktiong(r) := 1- 3 [cjlr’ gilt g(0) > 0. Dann gibt es > nom. SeiP das konjugierte Polyno(z) = . jz. Dann gilt

so, dass flfr| < £ gilt g(r) > 0. SO Sy . o
Sei nunw € C einek-te Wurzel aus-a}, und wahled e ;(ezl)le_vzgz_lz)). Ista eine Nullstelle vorP, dann ist@ eine Null-

(0,1) c R klein genug, dasg := Aw den Betrag := |7 = . . N .
AW < & hat. Dann gilt _ Im FaII"e, 'dass Q|e Kd#zienten reell sch(,_e R), g.|lt
P = P. Fur jede nichtreelle Nullstella € C ist a auch eine

a+bZ =a+blw =a(l- 1 Nullstelle. Das heiRt— a)(z—3) = 2 — 2 Rea + |a]? teilt P.
und damit Sindaj, @j die nichtreellen und die reellen Nullstellen, dann
gilt

P@)| < [a+bZ|+ |bjrk ol
| (z)|<|a+ |+| r lelcjlr P(z):cl_[(z—bk)l_[(ZZ—ZReaj+|aj|2)-

n
= lal — Ajal + bIr* > IcjIr]
1

= lal + |b|rk(—1 + an |Cj|ri)
1

= |al - [blrg(r) < al. o
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D. VEKTORWERTIGE FUNKTIONEN AUF EINEM
INTERVALL

In diesem Abschnitt séiV ein Banachraum, d.h. ein voll-
stéandiger normierter Vektorraum. Fast alle Satze Uber reelle

Reihen (aus I.C) konnten wir leicht auf ReihenWherwei-
tern (im Abschnitt C3).

Ahnlich der Reihensumme sind auch Ableitungen bzw. In-

tegrale als Grenzwerte von linearen Operationertfé¢ben-

Beweis.Weil die Regeln furf + g noch einfacher sind, be-
trachten wir nur die Produktregel. Wir benutzen die Funktio-
nenf;: | - Wundh;: | — R aus dem Lemma. Aus

f0) = f(p) + (X=pP)f(x), h(X) =h(p) + (x - p)hi(X)
folgt

(h)(¥) = (hf)(p) + (X p)si(X)
mit

zenquotienten bzw. Riemann’schen Summen) definiert. Damit

kdnnen wir deren Definitionen leicht auf vektorwertige Funk-

tionen Ubertragen.

D1. Ableitungen vektorwertiger Funktionen

Seil c R ein Intervall und seff : | — W eine Abbildung,
eine vektorwertige Funktion auf

BemerkundgD1.1 Fallsf : | — W stetig ist, istf ein Weg
oder eing(parametrisierte) Kurvém Raumw.

Wir kdnnen die Ableitung vorf in p € | genau so definie-
ren, wie im Fallew = R:

Definition D1.2. [Vgl. .E1.1.] Die Abbildungf : | —» W
heil3tdifferenzierbarin p € I, falls der Limes

(=10 _ . fp+n-1(p) _
X -

p h—0 h w

f'(p) := lim
X—p
existiert. Dann hei3f’(p) die Ableitungvon f in p.

BeispielD1.3 [Vgl. .E1.2.] Furv,w e W heil3tf(t) := tv+w

eineaffin lineare FunktiorR — W. Sie hat in jedent € R die

Ableitung f’(t) = v.

BemerkundD1.4. [Vgl. .LE1.5.] Fallsf : | — W differen-
zierbar inp ist, dann istf in p stetig, weil firx — p gilt

f(x) - f(p) - f(p) - 0.

BemerkundD1.5. Die Ableitung f’(t) € W heil3t auchran-
gentenvektorder parametrisierten Kurvé im Punkt f(t).

Wenn man den Parameteals Zeit betrachtet, isk(t) = f'(t)

die Geschwindigkeitler Kurve. Die Norm|f(t)|| nennt man
auchSchnelligkeider Kurve.

Lemma D1.6. [Vgl. I.LE1.17.] Eine Funktion f | — W ist
genau dann gferenzierbar in pe |, wenn es eine Funktion
fi: I - W so gibt, dass (&) = f(p)+ (x—p)fi(x) und fin p
stetig ist. Es gilt dann’{p) = f1(p).

Beweis.Fir x # pist fi(X) nichts anders als der éren-

zenquotient%;(p). Diese Funktion hat genau dann eine ste-

tige Erweiterung auk = p, wenn die Ableitungf’(p) exi-
stiert. O

Satz D1.7.[Vvgl. .LE1.9.] Seien fg: | > Wundh: 1 - R
differenzierbar in pe |. Dann sind auch f+ g und hf in p
differenzierbar und es gelten die Rechenregeln

(f£9)'(p) = F'(P)=g'(p), (hf)(p) = h(p)f(P)+h(p)f'(p).

s1(X) = h(p) f1(x) + hy(X) f(p) + (x = p) f.(X)h1(X).

Die Funktions, ist in p stetig mit Werts,;(p) = h(p) fi(p) +
h.(p) f(p). Aus dem Lemma (nochmal) folgt die Produktregel.
O

Satz D1.8.[Vgl. .E1.19.] Seien | J c R Intervalle und seien
f:1 - Wundg: J— | differenzierbare Abbildungen. Dann
gilt die Kettenregel

(fog)(p) = f'(a(P) g (P.
Beweis.(Aufgabe.) O

D2. Endlich-dimensionale Banachraume

Nun seiW endlich-dimensional, diw = n. Jede Basis
{wa, ..., wy} fir W gibt uns durch
(a1,...,an) > aqWy + - - + apWp = ZaiWi

einen IsomorphismuR" — W.
Wir wissen schon, alléP-Normen aufR" sind aquivalent
(Lemma B4.7). Daruiber hinaus gilt:

Lemma D2.1. Alle Normen auf einem endlich-dimensionalen
Raum W sind aquivalent.

Beweis.Wir dirfen annehmen)V = R". Sei{g} die kanoni-
sche Basis fUR" und sei|||| eine beliebige Norm. Es reicht
aus zu zeigen, dass diese Norm und &idNorm Aquivalent
sind.

Mit M := max ||g]| gilt aus der Dreiecksungleichung

M= [|ove, )| < D villlell < MO il = MVl
Es folgt, dass
[Vl = Iwil| < MIlv = Wil

Das heifdt, die Funktio®R" — R, v +— [|v|| ist Lipschitz be-
ziiglich der*-Metrik, insbesondere stetig bezuglich der Stan-
dardtopologie auR".

Damit hat||-|| auf der kompaktedi'-Einheitssphére

Si:={veR": |Vl =1}

ein Minimumm. Weil ||v|| > O furv # 0 (insbes. fliv € S;),
gilt m> 0. Es folgt, dasgv|| > mi|v||; fir allev € R". Mit

mivilz < [Vl < MMl1

sind|||| und||-||; &quivalent. O
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Korollar D2.2. Ein endlich-dimensionaler Vekttorraum W ist ~ Folgender Satz istim Fall/ = R ein unmittelbares Korol-
mit jeder Norm vollsténdig, d.h. ein Banachraum. o lar des Mittelwertsatzes.

Korollar D2.3. Sei W ein endlich-dimensionaler Vektorraum gai; p3.4. Sej [a,b] — W stetig und in jedem inneren
und f: I — W eine Abbildung. Die Dflerenzierbarkeit von f  p\nkt diferenzierbar. Setze M= sulIf’@)ll : t € (a,b)}.
und die Ableitungen ‘{p) sind unabhangig von der Norm pgnn gilt||f(b) _ f(a)|| <M(b-a)

auf W. o - ’

BemerkungD2.4. Das heift, die (Vektor-)Geschwindigkeit BEWeis.Im FalleM = co gibt es nichts zu beweisen. Sonst sei
v'(t) einer Kurvey im endlich-dimensionalen RauW ist un- ¢ € (ab)und seiM < C € R. Wir setzen
abhéangig von der Norih|| aufW h&ngt natirlich Deren Norm
Iy’ (t)| — die Schnelligkeit vory — hangt natiirlich von der aus- S:= {t elcb]:|[f) - fo) <C(t- C)}
gewahlten Norm ab.

. . ) und s := supS. Weil S nicht leer ist € € S), gilt s € [c,b].
Satz D2.5.Sei f: | — R" eine Abbildung, f= (f1,....fn).  weil f stetig ist, istS abgeschlossen und damit gile S. Wir
Die Abbildung f ist genau dann in pjffBrenzierbar, wenn behauptens = b. Dann gilt“f(b)— f(c)|| < C(b-c) und zwar

jedes f: 1 — Rin p differenzierbar ist. Es gilt fiir jedesC > M, also|| f(b) - f(c)]| < M(b - c). Weil dies fiir

£(p) = (£(P).... (D). jedesc € (a, b) gilt und f stetig ist, gilt
Beweis.Die Ableitung ist per Definition ein Limes. Mit Lem- [|f(0) - f(@] < M(b- a).
ma B6.31 kdnnen wir diesen Limes komponentenweise be-
trachten. O Wir beweisen die Behauptung indirekt. Fadlsc b, seit €

b). Aus der Dreiecksungleichung gilt
Spater werden wir Ableitungen auch fiir Funktionen auf e3P 9 99

nem Banachraunv betrachten. Wegen folgenden Satzes ist _ _ _
es wichtig, das¥ endlich-dimensional ist. ”f(t) f(c)|| = ”f(t) f(s)|| +Cs-0).

Satz D2.6. Seien V und W Banachraume und seM.— W  Aus der Diferenzierbarkeit vorf in sfolgt, dass
eine lineare Abbildung. Falls V endlich-dimensional ist, ist L

eine Lipschitzabbildung (und damit stetig). (HOERIEC]| (9l <C
—_—
t—s

Beweis.Falls dimV = n, dirfen wir annehmery = R" mit
der ¢*-Norm. Seiw; := L(&) € Wflri = 1,...,nund sei it , s Deshalb gibt es > 0 so, dass fiis < t < s+ & gilt
A= max|wi|l. Firv = (vy,..., V) gilt dann

e =1 vt < 3 i iwall < 23 il = M. [fo-fef<ce-9

Damit istA eine Lipschitzkonstante filr. O und damit

|f®) - f(o)|| < C(t- o).

Ende der Vorlesung 2009 Januar 5

Das heil3tt € S, was die Definition vors widerspricht. O
D3. Mehr tber Ableitungen
Korollar D3.5. [Vgl. .E2.8.] Seien fg: | — W diferenzier-

Definition D3.1. Sei f: | — W differenzierbar. Genau wie bar mit f = g’. Dann gibt es we W mit f(x) — g(x) = w.

im reellen Fall heiRf stetig dfferenzierbarfalls f’: | - W

stetig ist. Beweis.Seih = f — g. Es gilth’ = 0. Fir allea < b € | sagt
_ _ der Satz|lh(b) — h(a)l| < 0, d.h.,h(b) = h(a). o

Bemerkund>3.2 Fir Ableitungen reeller Funktionen — auch

wenn diese unstetig sind — hatten wir einen Zwischenwert-

satz (1.F4.1). Dieser macht keinen Sinn mehr fiir vektorwerPefinition D3.6. Die hheren Ableitungen einer vektorwerti-

tige Funktionen, weilf’(1) eine Teilmenge voi (und nicht gen Funktionf: I — W definieren wir genau wie im reellen

vonR) ist. Fall:
Beispiel D3.3. Der Mittelwertsatz (I.E2.4) hingegen macht fled) . (£0y:
immer noch Sinn fur vektorwertige Funktionen: wir kdnnen ’
. - ooe, f(b)-f
die Frage stellen, ob ese [a,b] gibt mit f'(c) = {©-1@, Taylorpolynome bzw. Taylorreihen auch so:

Die Antwortist aber ,nein“, der Mittelwertsatz stimmt einfach

nicht mehr. Sei z.Bf(t) := (cost, sint) € R? fir t € [0, 2x]. (x— p)
Es gilt f(27) = f(0); weil f/(t) = (— sint, cost), gibt es aber D P
keint mit f/(t) = (0,0). k '
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D4. Integrale vektorwertiger Funktionen Beweis.SeiZ eine markierte Treppenzerlegung ffirDann
ist Z auch fur die Treppenfunktigif]||: [a, b] — R eine Trep-

Seien f,b] c R ein kompaktes IntervallX ein metrischer ~ Penzerlegung. Es gilt
Raum undf: [a,b] — X eine Funktion. Treppen- bzw. Re-

gelfunktionen definiert man genau wie im Fale= R. Hff H = Hs(f,Z)” = ”Z Az, f(gj)H

Definition D4.1. Die Funktion f: [a,b] — X heifl3t Trep- Cerenll — . A
penfunktion falls sie stiickweise konstant ist, d.h. konstant = Z”AZ’ f(‘f‘)“ B ZAZJ “f(fl)”
auf jedem dfenen Teilintervall §j_y, ;) einer Treppenzerle- =s(ifl.2) = [l

gungZ. Sie heil3tRegelfunktionfalls alle einseitigen Grenz- B e ’

werte f (p*) existieren. ) ] ] ) ) ] ]

wo die Ungleichung in der Mitte die Dreiecksungleichung
Satz D4.2. [Vgl. A3.5.] Sei X vollstandig. Eine Funktion f{r W ist. O
f: [a b] — Xistgenau dann eine Regelfunktion, wenn es eine ) )
Folge (¢x) von Treppenfunktionen gibt, die gegen f gleichma-BemerkungD4.7. Fir reelle Integrale folgte diese Unglei-
Rig konvergiert. chung aus der Monotonig (> 0 — ff > 0). Fur vek-

o ) ) _ torwertige Integrale macht Monotonie natirlich keinen Sinn.
BeweisideeDer Beweis des Satzes — und die Beweise der

zwei Lemmata — gelten ungeandert, wenn man einfach alleemma D4.8. [Vgl. A4.8.] Sei f: [a,b] — W eine Regel-
Begriffe der Form/f(x) — f(y)| mit d(f(x), f(y)) ersetzt. Die funktion, und(e,) eine Folge von Treppenfunktionen, die
Vollstandigkeit wird (nur) am Ende des zweiten Lemmas be-gleichméaRig gegen f konvergiert. Dann konvergiert in W die

nutzt, um einen einseitigen Grenzwert zu finden. O F0|ge(fab<,0n)- Der Grenzwert ist unabhangig von der gewéhl-

Obwohl wir diesen Satz allgemein fir vollstandige metri- ten Folge(y,); wir nennen ihn dangegeI-)lntegraﬁf.
sche Raume bewiesen haben, haben wir nur an dem Fall In-
teresse, wX = W ein Banachraum ist. Nur in einem Vektor- BeweisskizzeDer Beweis, daséfabgon) eine Cauchyfolge ist,
raum kénnen wir Riemann'sche Summen als lineare Kombigeht genau wie im reellen Fall. WalV vollstandig ist, kon-

nationen definieren. vergiert diese Cauchyfolge. m

Definition D4.3. [Vgl. A4.1.] Seif: [a,b] —» W eine Funk-  BemerkungD4.9. Aus den obigen Eigenschaften des Trep-
tion und Z eine markierte Zerlegung vora,b]. Die Rie-  penintegrals — Linearitat, Intervalladditivitat und die Unglei-

mann’sche Summen f bezlglichZ ist chung|[f| < [If| - folgen unmittelbar dieselben fur das
K K Regelintegral.
S(,2) = Z Az f(&)) = Z(zj - zj-1) T()). Bemerkund4.1Q Uneigentliche Integrale definiert man wie
j=1 j=1 im reellen Fall als Grenzwerte eigentlicher Integrale. Man

kann auch Riemann- bzw. Lebesgue- bzw. Gauge-Integrale
fuir vektorwertige Funktionen definieren. Wie im reellen Fall
ist jedes Regelintegral auch ein Riemann-Integral:

fab‘p:z Ste.2) fabf: lim S(f,2)

A(Z)—-0

Seip: [a,b] — W eine Treppenfunktion. Da@reppen-)-
Integral von ¢ ist

wo Z eine beliebige Treppenzerlegung ifst. Bemerkungd4.11 [Vgl. A4.11.] Man kann naturlich den

Bemerkund4.4. Dass das Treppenintegral wohldefiniert ist, Mittelwert definieren
folgt aus einem Analogon zu Lemma A4.2, das wir nicht ex-

b
plizit aufschreiben. J[bf ! fbf
Folgendes Lemma gilt genau wie im reellen Fall: a fbl " b-aJ,

a
Lemma D4.5. [Vgl. A4.4.] Es gelten Linearitat und Inter-

valladditivitat: der Mittelwertsatz der Integralrechnung (A4.12) gilt aber

nicht fur verktorwertige Funktionen. (Beispiel D3.3 kann man
b b b hier wieder verwenden.) Man hat aber immer noch eine wich-
fa(f +cg) = L f+ Cfa‘ g tige Folgerung: Fall§f|| < & auf [a, b] gilt, dann gilt

b p b
faf:faf+fpf' 'ngfHSngllfHSs.

Lemma D4.6. Es qilt
Ende der Vorlesung 2009 Januar 8
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Im Fall eines endlich-dimensionalen Banachravthkann  Satz D5.4. [Vgl. A5.7.] Sei f: [a,b] > W stetig.XFUr je-
man natirlich komponentenweise integrieren: des ce [a, b] ist das unbestimmte Integral(¥) := fc f eine
Stammfunktion fir f. Sei nubeine beliebige Stammfunktion

Satz D4.12. Eine Funktion fir f. Fur p,q < [a, b] gilt

f=(f,....f): [ab] > R a
' fp f = o() - a(p) = "

ist genau dann eine Regelfunktion, wenn jedesinke Regel-

funktion ist. Dann gilt Beweis.Weil f stetig ist, sagt Satz D5.2, dags= f. D.h.,F
b b b ist eine Stammfunktion. Aus Korollar D3.5 hat jede Stamm-
f f = (f fl, ... f fn), funktion die Form® = F + w fir w € W. Aus Intervalladditi-
a a a vitat folgt, dass

Beweis.(Aufgabe.) | q q q
o =F = | f
b=#h=

D5. Der Hauptsatz

. . D6. Schlusswort
Unbestimmte Integrale, Stammfunktionen und der Haupt-

satz der Diferential- und Integralrechnung kann man auch

leicht auf vektorwertige Funktionen tibertragen. In diesem Abschnitt haben wir Ableitungen und Integrale

fur Funktionen mit Werten in einem Banachraihbetrach-
Definition D5.1. [Vgl. A5.3.] Seif: [a,b] —» W eine Re- tet. Wie wir gesehen haben, ist die Theorie weitgehend unab-
gelfunktion und set € [a, b]. Die FunktionF: [a,b] — W,  hangig vorW und kommt dem Fall®V = R fast gleich.
definiert durch Wenn wir nur an endlich-dimensionalen Raum#rinter-
0 esse hatten, kdnnten wir einfach sagen: Man wahlt eine Basis,
F(p) := f f(x) dx, W = R", und alles wird komponentenweise gemacht.

c Hingegen ziehen wir (auch im Falle dWi < o) einen an-
deren Gesichtspunkt vor. Die Wahl einer Basis ist unwichtig.
Ableitungen und Integrale sind lineare Verfahren. Die Defini-
Satz D5.2. [Vgl. A5.4.] Sei f: [a,b] — W eine Regelfunk- tionen, Ergebnisse und Beweise kann man direkt mit Vektoren

tion. Ein unbestimmtes Integral F von f ist stetig und hatPetrachten.
in jedem pe [a,b] einseitige Ableitungen’Kp) = f(p*).

Falls f in p stetig ist, folgt, dass F in p gierenzierbar ist mit

F'(p) = £(p).

BeweisskizzéWie im reellen Fall gilt

] p+h
Fup=im 1
p

Weil f eine Regelfunktion ist, existieft(p*). D.h.,

heil3t einunbestimmtes Integrabn f.

Ve>0 36>0 Vxe(pp+d) [[f(p")-f(X|<e

Firh < ¢ gilt dann aus Bemerkung D4.11, dass

p+h
”f(p")—f f||<s.
p
Es folgt, dass
p+h
Y _ [ _
(p )—L@fp f = F.(p).

Ahnliches gilt fiir die linksseitigen Ableitungen. O

Definition D5.3. [Vgl. A5.5.] Seif: [a b] — W stetig. Eine
stetig diferenzierbare Funktio®: [a,b] - W mit @’ = f
heil3t eineéStammfunktiorfir f.
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E. ABLEITUNGEN IN MEHREREN DIMENSIONEN Lemma E1.7. Sei f: V — W homogen. Fir jedes&/V gilt
dannd, f(0) = f(v).

In diesem Abschnitt, seieN und W Banachraume mit
dimV = m < o, seiG c V offen und seif: G - W eine
Abbildung.

Die Ableitung vonf in einem Punkip € G ist jetzt kein
Vektor inW sondern eine lineare Abblidung V — W. Weil

dies ein bisschen kompliziert wird, fangen wir mit etwas ein-Bemerkundg1.8 Entlang anderen Kurvepdurch 0 muss die
facherem an. Ableitung von einem homogenénnicht existieren.

BeispielEL.Q SeiP = {(x,y) € R? : y = x> # 0} und

) ) seif = yp : R? = R die charakteristische Funktion vdh

E1l. Richtungsableitungen d.h., f(p) = L furp e Pund f(p) = O fiir p ¢ P. Nun sei

p := (0,0). Auf jeder Gerade durclp ist f lokal konstant

Seil c R ein Intervall und sey: | — G c V eine Kurve ym p. Deswegen gilo, f(p) = 0 fir allev € R2. Hingegen
in G. Dann istf oy eine Abbildungl — W und wir kénnen st f in p unstetig. Entlang der Kurve(t) := (t,t2) hatf in p

Beweis.Es gilt f(tv) = tf(v), insbes.f(0) = 0. Damit gilt

avf(0) = lim 2(f(®) - 1)) = lim #tf(V) = f().  ©

ihre Ableitungen (im Sinne von 8D1) untersuchen. keine Ableitung.
Definition E1.1. Seis € | und seip := y(s) € G. Die Ablei- Diese Beispiele dienen um zu zeigen, dass auch die Exi-
tung von f in p entlang der Kurvgist stenz aller Richtungsableitungen in einem Punkt nicht beson-
ders aussagekraftig ist. Fur einéfdienzierbare Funktion (de-
d . f(y(s+h) - f(y(s
(foy)(s)=—=| f(y() = Lmz) o ) = f(9) e W finiert unten) sind aber die Richtungsableitungen nitzlich, um
t=s =

dt h andere Ableitungen zu berechnen. Im Falle= R™ sind die
Der wichtigste Fall ist der, wg eine Gerade durclp in  Richtungsableitungen in den Richtunggraus der Standard-
Richtungv € Vist, d.h.,y(t) := p + tv. basis von besonderem Interesse.

Definition E1.2. Seienp € G undv € V. Die Ableitung ent-  pafinition E1.10. SeiG c R" offen. seif: G — W eine

lang der Geradep(t) := p+tvheitRichtungsableitungon f - aphilqung und seip € G. Die partielle Ableitungenvon f
im Punktp in Richtungv:

in psind
' d - f(p+tv) - f(p)
ovf(p) = (f 0)=—| f(p+tv) =lim ———=.
vi(p) == (foy)'(0) dtt:o(p ) =lim t a%f(p)zaif(p) =06 f(p), i=1....n.
BeispielE1.3 Seif: V — W linear. Fir allep,v € V gilt
dannd, f(p) = f(v). Es gilt also

Weiter seiy: | — G eine diferenzierbare Kurve mijt(s) =
p. Die Ableitung vonf in p entlangy kdnnen wir wie folgt 8 £(p) = d f(pa b+t D)
| - s M s+ MnJ)-

berechnen, indem wir zunachst die Linearitat und danach die dtlo
Stetigkeit vonf benutzen:

Bemerkung=1.11 Um die partielle Ableitung; f(p) zu be-

(f oy)(s) = lim fo(s+h) - T((9) rechnen, nimmt man die Ableitung vdnbeziglich dei-ten
h—0 h Variablenx; (im Sinne von 81.E1 bzw. von 8D1); dabei be-
= lim f(%('y(S-{— h) — y(s))) trachtet man alle anderen Variablgn(j # i) als Konstanten
h—0
_ Xj = B
= f(lim F/(s+h) - ()
, Ende der Vorlesung 2009 Januar 12
= f('(9)).
Definition E1.4. Eine Abbildungf: V — W heif3thomogen . ) .
falls f(Av) = Af(v) fur alle 1 € R undv e V. E2. Ableitungen als lineare Abbildungen

BeispielE1.5 SeiS = {v : ||| = 1} die Einheitsspha-

re bezaglich der Norm auy'. Jede Funktionf: S — W rer Variabler. Wie kdnnen wir sinnvoll eine Ableitung vdn

mit f(_—x) - _—f(x) (a_uch z.B. wenn nirgendwo stetlg)_ hat definieren? Ein Oterenzenquotient macht keinen Sinn, weil
eine eindeutige Erweiterung zu einer homogenen Abblldung] _ x— p ein Vektor wére: wir kénnen nicht durch einen Vek-

V — W. Diese ist in O stetig (aber mdglicherweise in keinem

SeiG c V offen und seif : G — W eine Funktion mehre-

tor teilen.
an@ergn Punk). o ) Die Ableitung einer Funktiom: I — W versteht man nor-
BeispielE1.6 Auf R? ist die Funktion malerweise als die (Anderungs-)Geschwindigkeit der Werte
33 — 3xy? von g. Dies macht auch wenig Sinn fiir G — W. Wir soll-
f=rcos¥=——-- ten uns eher die Ableitung als ,beste lineare Approximation“
Xty vorstellen.
homogen. Hier existied, f (p) fir alle p undv. Man kann Lemma D1.6 leicht wie folgt umschreiben:
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Lemma E2.1. Eine Funktion g I — W hat genau dann eine
Ableitung ¢g(p) in p € |, wenn

9(¥) - 9(p) = g (P)(X - p) + R(X),

Hier ist R naturlich das Restglied des ersten Taylorpoly-

noms vong und dieses Kriterium ist der Fall= 1 der Taylo-
rapproximation (Satz I.F6.1).

Jede lineare Abbildung: R — W hat die FormL(t) = wt
fur einen konstanten Vektar € W. Das letzte Lemma kdnnen
wir wie folgt versteheng’(p)(x — p) ist eine lineare Funktion
von x—p, die beste lineare Approximation zurfBirenzg(x)—
a(p).

In dieser Form kénnen wir die Ableitung auch fur Funktio-
nen meherer Variabler definieren:

Definition E2.2. Seif: G — W eine Abbildung und sep
G. Falls es eine lineare Abbilduig V — W so gibt, dass

_ R(X)
~x=p|Ix—pl

fur das durch f(x)—f(p)—L(x—p) =: R(X)

definierte RestgliedR: G — W, dann sagen wirf ist in p
differenzierbarund D, f := L ist die Ableitungvon f in p.

BemerkungE2.3 Aquivalent ist folgende Umschreibung:
Differenzierbarkeit irx heil3t,

f(x+ h) = f(x) + Dgf(h) + [|hl| r(h),
wobeir(h) — O fir h — 0. (Hier istr zunachst auf einer

punktierten Umgebung vam= 0 definiert.)

Bemerkund=2.4 Dass die Ableitundp, f eindeutig bestimmt
ist (wenn sie existiert), folgt aus dem nachsten Lemma.

Lemma E2.5. Sei f in p diferenzierbar und sei e V. Dann
existiert fir jedes ¥ V die Richtungsableitung, f(p) und es

gilt
Dpf(v) = ovf(p).
Beweis.Es gilt
flp+tv) - f(p) _ f(P) + Dpf(t) + R(p+tv) — f(p)

t t
R(p + tv)
t

= Dpf(v) +

R(p + tv)
— |V
T Il

und damit gilt im Limest — 00, f(p) = Dpf(v) + 0.

= Dpf(v) =

]

BeispielE2.6 Die Funktion f aus Beispiel E1.6 ist im Ur-
sprung nicht dferenzierbar, weil die Richtungsableitungen
0, f(0) = f(v) nicht linear inv sind.

Korollar E2.7. Im Falle V = R" ist die Ableitung Q3f
(wenn sie existiert) durch die partiellen Ableitungéf (p)
bestimmt: fur v= (vy,...,Vy) gilt

Dpf(v):zaif(p)vi.
i=1

Beweis.Es giltv = 3 vig und damit aus der Linearitat von
Dpf gilt

Dpf(¥) = > viDpf(e) = > vide F(p). O
Bemerkund=2.8 Weitere Namen fur die partiellen Ablietun-
gen sind z.B.

0
fy = —
X aX|

fi=0gf.
Nennt man die Koordinaten aiif z.B. x,y, z, dann schreibt
man auch etwa

0
fy = a/f = 0yf 1= 0, 1.
Lemma E2.9. Ist f: G - W in p e G differenzierbar, dann
ist f in p stetig.

Beweis.Wir haben

f(x) = f(p) + Dpf(x—p) + R(X).

Hier ist R sicherlich inp stetig. R(X) — O flr x — p, sogar
schneller algx— p||.) Weil V endlich-dimensional ist, ist auch
die lineare Abbildund,f stetig. O

Lemma E2.10. Sei W= R" und sei

f=(f,....,f): G>R"
Diese Abbildung ist genau dann in @ G diferenzierbar,
wenn jedes;fin p differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

Dpf = (Dpfl,...,Dpfn) . V — Rn.

Beweis.(Aufgabe.) O

Bemerkund=2.11 Ahnliches gilt firwW = Wy x W, (z.B. mit
der Norm||(wy, wy)|| = IIwil| + [Iw,ll) und f = (fy, f). Auch
dann haben wiD,f = (Dyfy, Dpf>).

E3. Rechenregeln

Satz E3.1. Seien fg: G — W diferenzierbar in p und sei
A € R. Dann ist auch f+ Ag differenzierbar in p und es gilt
Dy(f +19) = Dpf + ADyg.

Beweis.(Aufgabe.) O

Satz E3.2 (Kettenregel). Seien YV, W Banachraume (LY
endlich-dimensional). Seien G U und H c V gffen. Seien
f:G - Vundg: H— W Abbildungen mit (G) c H, damit
die Komposition ¢ f : G —» W existiert. Seien x G und
y := f(X) € H. Ist f bzw. g dfferenzierbar in x bzw. y, dann
ist go f in x differenzierbar, mit

Dx(g o f) = Dyg o Dyf.
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Bemerkung=3.3 Das heifdt, die Ableitung der Komposition Lemma E3.6. [Vgl. D2.6.] Seien V und Vendlich-dimen-
ist die Komposition der Ableitungen. Dies sollte nicht Uberra-sionale Banachraume und sei W ein Banachraum. Zu jedem
schend sein, wenn man die Ableitungen als die besten lineardsilinearenu: V x V' — W gibt es C> 0 so, dass

Approximationen betrachtet.

Beweis.Mit Bemerkung E2.3 haben wir
f(x+h) = f(x) + Dyf (h) + [INlIr(h),
9y + K) = g(y) + Dyg(K) + [IKI|s(k).

Wir definieren

k(h) := f(x+ h) —y = Dyf(h) + [h]r(h).

Damit gilt

g(f(x+h)) = g(y) + Dyg(k(h)) + lIk(h)II sk(h))
= g(f(x)) + Dyg(Dxf (h))+

Il Dyg(r () + lik(h)Il s(k(h))
= (go )(X) + (Dyg o Dxf)(h) + [l u(h),

wobeiu(h) := Dyg(r (h)) + lIk(h)Il s(k(h))/IIhll. Wir mussen zei-
gen,u(h) —» O firh — 0.

Der erste Summand ist einfach: weig stetig und linear
ist, gilt

lim Dyg(r () = Dyg(lim r(h))= Dyg(0) = O.

Fur den zweiten, seWl := ||Dyf| die Operatornorm von
D f. Dann gilt

Ikl < IDx F (I + ThIHIr (WIF < 1AM+ (I (B)I1).

Insbesondere gik(h) — O fir h — 0 und damits(k(h)) — O.
Weil r(h) — 0 gilt r(h) < 1 fur hinreichend kleines und
damit||k(h)|| < (M + 1)||h||. Deshalb haben wir

g%%%M$@m£mmM+mmmwua .

Definition E3.4. SeienV, V' undW Vektorrdume. Eine Ab-
bildungu: VxV’ — W heil3t danrbilinear, falls sie in jedem
Argument linear ist, d.h., falls

w(v +w,v') = Au(v, V) + u(w, V)
und
u(v, AV + W) = u(v, V') + u(v, w')
furallev,we V, Vv,w € V' unda € R.
BeispieleE3.5 Folgende Abbildungen sind bilinear:
1. das ProdukR x R — R, (X,Y) > XY,
2. jedes Skalarprodukt x V — R, (v, W) — (v, W),
3. die SkalarmultiplikatiolR x V — V, (1,V) — Av,
4. LIV,W) xV - W, (f,v) > f(v).

v, V)| < CIMIV
firalleve V,V e V.

Beweis.Wir dirfen annehmeny = R™ V' = R", jeweils
mit der ¢-Norm. Seiw;; = u(e,e)) furi = 1,...,mund
j=1,...,nund seiC := max ; [Iwijll. Firv = (v, ...Vm) und
vV=(V,..., v;,) gilt dann

)| = |2 wviws | < > il v g
ih i,
<CY M MI=CMuIVIi  ©
i i

Satz E3.7 (Allgemeine Produktregel).Seien V und Vend-
lich-dimensionale Banachraume, sei W ein Banachraum und
seiu: VxV' — W bilinear. Dann isju differenzierbar und es

gilt
Dp.pyu(V, V') = u(p, V') + u(v, p').

Bemerkung=3.8 Allgemeiner: einenultilineare Abbildung
u: Vi x - x Vg — Wist differenzierbar mit

k
Doe(V) = 3" u(Prs - o Piots My Pisas - - D).
i=1

Beweis.(Aufgabe.) O

Ende der Vorlesung 2009 Januar 15

In konkreten Fallen benutzt man die allgemeine Produktre-
gel (z.B. fur eine der bilinearen Funktionen aus E3.5 zusam-
men mit der Kettenregel. Zu E3.5.3 haben wir:

Korollar E3.9. Seien V und W endlich-dimensionale Ba-
nachrdume, sei & V gffen und seien fG - Rundg G —
W differenzierbare Abbildungen. Dann ist & — W auch
differenzierbar; in pe G gilt

Dp(fo)(v) = £(p) Dpg(v) + Dpf (V) 9(p)-

Beweis.Wir schreibenfg = p o h, wobeiu: R xW — W
die Skalarmultiplikation ist undh := (f,g): G —» R x W.
Fur p € G seient := f(p) undq := g(p), sodash(p) =
(t,g). Nach Bemerkung E2.11 giDph = (D, f, Dyg); nach
der allgemeinen Produktregel gilt

Dgu(a w) = pu(t,w) + u(a, ) = tw+ ag.
Mit der Kettenregel gilt
Dp(fg) = Dp(/J o h) = D(Iq)/J o Dph
Das heif3t dann,
Dp(fg)(V) = Dgge(Dp f (v), Dpg(V))
= tDpg(v) + Dpf(V)q
= f(p) Dpg(v) + Dpf(v) 9(p). o
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BeispielE3.1Q SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum  Wir kennen Beispiele, wo alle Richtungsableitungen exi-
mit Skalarprodukt:, -). (Ein Skalarprodukt hei3t auch inneres stieren,D,f aber nicht (Beispiel E2.6). Auch wenn die ver-
Produkt.) Die Normjjv|| :== +X{v, v) ist eine Abbildung : V — schiedenen Richtungsableitung&f (p) in p linear inv sind

R, r(v) :=[Ivll. In O ist sie nicht diterenzierbar. (Warum?) Wir (z.B. wenn alle Null sind wie im Beispiel E1.9) mug, f
behaupten, sie ist in jedem Punkt# O differenzierbar mit nicht existieren, mus$ nicht mal inp stetig sein.

Dpr(v) = - P} Definieren wir Es ist deshalb schon, ein Kriterium fur fBirenzierbarkeit
zu finden, das nur von den Richtungs- bzw. partiellen Ablei-
S:vie (VV), ul (W) - (W), o X VX tungen abhangt, deren Stetigkeit aber verlangt. Dabei nehmen
wir an, dass nicht nuv sondern auchV endlich-dimensional
gilt dann ist.

Satz E4.1.Sei Uc R™ offen und sei f U — R eine Funkti-
on. Existieren in jedem PunktU die m partiellen Ableitun-

wobeil := [0, ) c R. Weil § linear ist undu bilinear, gelten geno; f(X), betrachten wir diese als Funktionénf: U — R.
Sind diese auf U stetig, dann ist f auf U stetigfetienzierbar.

r=copod:V-o-VxV-ol-oR,

Dpd(v) = 6(v) = (v, V), Beweis.Seix = (Xg,...,Xn) € U. Aus Lemma E2.5 wissen

Dp.pyut(Vs V) = p(p, V) + p(V, p) = 2¢V, p), wir, welche lineare Abbildung die AbleitunB, f sein muss,
1 falls sie existiert. Fiih = }, hjg € R™ galte namlich
Dyo(h) = —h.
2+

Dxf(h) = D hiDxf(e) = > haif(%).

Deshalb gilt nach der Kettenregel , ) i . .
Diese lineare Abbildundp - 3 hjg; f(x) nennen wirL. Wir

D -D D D mussen nur zeigen, das Restgliga + h) — f(X) — Lh wachst
pr(V) <p’p>0( (e p5(v))) (wie in der Definition von Diferenzierbarkeit) sublinear.
__ 1 2v,p) = (v, p) Weil U offen ist, gibt esr > 0 so, dassB,(x) c U. Fiir
2Jp.p llpll - Ihl| < r definieren wir wie folgim + 1 Punkteyo, . . ., Ym:

Bemerkunde3.11 Eine Normy|-|, die nicht aus einem Skalar- Yo = % Y1 :=Yo+hi€r, ..., Y= Yica+h@ ..., Ym = X+h.
produkt kommt, ist nattrlich stetig, muss aber nictifeten- Wir haben
zierbar sein. Dig2-Norm ist z.B. ing nicht diferenzierbar.

m
Ein wichtiger Fall der Kettenregel sagt uns, dass Ableitun- _ _ _
gen entlang einer fierenzierbaren Kurve einfach Richtungs- Fox+h) =103 kz_; () = f (Y1)
ableitungen sind. -
Die Punktey, (und die geraden Strecken dazwischen) liegen
Lemma E3.12. Seieny: | — G und f: G — W differenzier-  in B;(x) und deshalb itJ.

bar und sei te I. Die Ableitung von f in p= y(t) entlang der Auf jede Strecke wenden wir den Mittelwertsatz g(t) :=
Kurvey ist f(yk + te) an. Hier liegtt zwischen 0 undh; um die Notation
zu vereinfachen, nehmen wir ah, > 0. (Firh, = 0 gilt
(foy)(®) =0y f(p) Vi = Yier und wir setzery = 0.) Aus dem Mittelwertsatz gibt

esé € [0, hy] so, dasg(hy) — g(0) = heg'(&«). Das heil3t,

f(yi) — fyk-1) = ok F(2),

Beweis.Es gilt

(fo9)'(t) = Di(f 0¥)(1) = Dpf o Diy(1)

= Dpf(/ (1)) = Oy F(P) O wobei wirz = yx_1 + é&kex setzen. Dies bedeutet,
= =d, .
m
BemerkungE3._13 Ist _f inp differenz_ierbar, héangt nach die- f(x+h) - f(x) = Z hed f ()
sem Lemma die Ableitung entlang einer Kusvaur von des- k=1

sen Tangentenvektor ab. fshingegen irp nicht differenzier-

bar, kann es sein, dass die Ableitungen entlang verschiedengfid damit

Kurven mit demselben Tangentenvektor unterschiedlich sind m
bzw. teilweise nicht existieren. [Vgl. E1.9.] |f(x+h) - f(x) - Lh| = ‘Z hi(0k f () - 3kf(Xk))‘
k=1
m
E4. Existenz der Ableitung < IIh Z|akf(zk) - akf(xk)l'
k=1

Wollen wir zeigen, eine Abbildund: G —» Wiistin p € Firh — 0 konvergiertze — x (weil ||zx — X|| < [h]}). Weil
G differenzierbar, kénnen wir bisher nur die Definition ,per jedesikf stetig ist, konvergiert jeder Summand — und deshalb
Hand" anwenden. auch die Summe — gegen 0. O
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Jacobimatrizen. Seieh: R™ — R" undg: R' — R™ Abbil-
dungen und séi = f o g: R' — R™ deren Komposition. (Na-

Korollar E4.2. Seien V und W endlich-dimensionale Ba- turlich kdnnen wir auch Funktionen mitfenen Teilmengen

nachraume und sei @ V offen. Ferner sei f G — W eine
Abbildung und sefvs, ..., vy} eine Basis fir V. Existieren in
jedem Punkt p= G die m Richtungsableitungeh, f(p) und

als Definitionsbereichen betrachten.) Qe R'. Wir setzen
y:=g(X) e RMundz:= f(y) € R". Dann sagt die Kettenregel,
Dyxh = Dyf o Dyg. Fur die Jacobimatrizen haben wir deshalb

sind diese stetige Funktionen von p, dann ist f auf G stetighkh = Jyf - Jxg. Das heiBtgih = 3; 9; f 9ig; oder

differenzierbar.

Beweis.Die Basis{vj} gibt uns einen Isomorphismi&" —
V, wodurch die Richtungsableitungéy den partiellen Ab-
leitungend; entsprechen. Um jeden Punke G gibt es einen
offenen BallU c G.

Istn ;= dimW, dann sind auchV undR" isomorph und
wir kénnenf = (fy,...

Wir wenden den Satz auf jede Komponente an. O

E5. Ableitungen in Koordinaten

Bemerkund=5.1 Aus der linearen Algebra wissen wir, eine
lineare Abbildung.: R™ — R" wird (beziiglich der Standard-
basenfey,...,en} fur R™ und{€}, ..., &} fir R") durch eine
(mxn)-Matrix (L;;) dargestellt. Die Eintragk;; werden durch
L) = X; Lij€ definiert. Fur jeden Vektov = Y, vig € V
gilt dann

L(Izmll vie

Definition E5.2. SeiG c R™ offen undf: G — R" diffe-
renzierbar. Fip € G ist die AbleitungD,f eine lineare Ab-
bildungR™ — R". Deren Darstellungsmatrid, f heil3t die
Jacobimatrixvon f in p.

n

Zv.L(a = Zm:v ZLijelj

i=1 i=1 j=1

Lemma E5.3. Die Eintrage der Jacobimatrix p¥ sind die
partiellen Ableitungerd; f;(p) der Komponenten von f. D.h.,
es gilt

01y -+ Omfa
Jf=((9ifj)= : .
alfn e amfn

Beweis.Es qiltD,f(e) = ; Dpfj(e.)e/j =26 f,-(p))e/j. O

Bemerkund=5.4 Diei-te Spalte vorl, f ist die partielle Ab-
leitungd; f(p) = Dpf(e). Die j-te Reihe istl, f;, die Darstel-

lungsmatrix vonD f;. (Diese nennen wir spater auch Gradi-

ent vonfj.)

Folgendes Lemma kennen wir aus der linearen Algebra.
Lemma E5.5. Die Darstellungsmatrix der Komposition zwei-
er linearer Abbildungen ist das Matrixprodukt der jeweili-

gen Darstellungsmatrizen. Das heif3t, fir N M o L gilt
Nik = X LijM o

Bemerkunge5.6 Die Kettenregel sagt, die Ableitung einer

, fn) komponentenweise betrachten.

o1 og;
4 dyj 0%

6hk Z

Wegeny; = g;(X) undz = fi(y) = h(x) schreibt man auch
gern

0z _ N\ 0% 9y
0X%i = (9yj 0% '
E6. Ho6here Ableitungen

Seien weitelV und W Banachraume mit dind = m < oo
und seiG c V offen. Bezeichné.(V, W) den Vektorraum al-
ler linearen Abbildungev — W. Mit der Operatornorm ist
L(V, W) auch ein Banachraum.

Ist eine Abbildungf: G — W aufG differenzierbar, dann
ist Df: p — Dpf eine AbbildungG — L(V,W). FallsDf
stetig ist, heil3tf stetig djfferenzierbar Dann kann man fra-
gen, obDf sogar inp € G differenzierbar ist. Wenn ja, dann
ist Dp(Df) eine lineare Abbilduny — L(V, W). (Wir kbnn-
ten schreibe,(Df) € L(V, L(V, W)).) Das heil3t, fuv € V
ist Dp(Df)(v) = dy(DT)(p) € L(V, W) eine lineare Abbildung
V — W. Ist weiterv’ € V, dann haben wir

(Dp(DHYW(V) = (GDF)(P)(V) € W.

Diese Notation und die Rollen der beiden Vektoreand v/
bleiben dabei ein bisschen unklar.
Es hilft, ein Lemma aus der linearen Algebra zu benutzen.

Definition E6.1. Fiirk e N seilLX(V, W) der Vektorraum aller
k-linearen Abbildungen
frvk=Vx...xV-o>W

d.h. Abbildungen, die in jedem dé&rArgumente linear sind.
Es gelterL%(V, W) = W und L(V, W) = L(V, W).

Lemma E6.2. Fur jedes ke N gibt es einen natirlichen Iso-
morphismus

o LIV LV, W) — LYV, W)
definiert durch

(v, Ve, Vo, - . W) 1= (V) (Vs - -,
Beweis.Dassyk(u) eine Abbildungv*! — W ist, ist afen-

Vk) e W

Komposition ist die Komposition der Ableitungen. Das heil3t,sichtlich. Dass diese Abbildung multilinear ist, ist eine un-

die Jacobimatrix der Komposition ist das Matrixprodukt derkomplizierte Aufgabe.

]
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Jetzt kénnen wir die héheren AbleitungBhf rekursiv so
definieren, dasBX f € LX(V, W).

Definition E6.3. Seif: G — W eine Abbildung. Fik = 0
definieren wirD9f = f(p) € L%V, W) = W, d.h.,,D°f = f,
und wir sagen, jede Abbildunfjist 0-mal djferenzierbar

Firk € N* nehmen wir anf ist (k- 1)-mal diferenzierbar.
Falls DX'f: G — L*Y(V,W) in p € G differenzierbar ist,
sagen wir,f istk-mal in p dfferenzierbar Wir definieren die
k-te Ableitung vonf in p als

Dif = pi-1(Dp(DF1)) € LKV, W).

Falls DXf in jedemp € G existiert, sagen wirf ist k-mal
differenzierbar(auf G). Wir definieren

D*f: G > LY(V,W), pw DEF.

Bemerkunde6.4 Damitist die erste Ableitung die Ableitung:
Dy f = D, f. Die zweite Ableitung inp ist eine bilineare Ab-

bildungD3f: V xV — W.

Lemma E6.6. Die Funktion f: G —» W sei k-mal dferen-
zierbar in pe G. (Dies setzt voraus, dass f auf(le— 1)-mal
differenzierbar ist.) Fur alley, ..., v € V gilt dann

DS F(Ve, ..., Vi) =y, -+~ Oy F (D).

Insbesondere existiert die k-fache Richtungsableitung auf der
rechten Seite.

Beweis.Wir benutzen Induktion libée. Der Fallk = 0 ist die
Definition D?,f = f(p). (Und der Falk = 1 ist Lemma E2.5.)

Fir den Induktionsschritt definieren wir die lineare Aus-
wertungsabbildung

9: LV W) - W s (Vo - W),
Wir betrachten die Komposition
goD¥Mf:G->W pe D';‘lf(vz,...,vk).

Nach Lemma E2.5 und der Induktionsvoraussetzung gilt dann
Dp(g © Dk_lf)(vl) = aVl(Dl;)_l f (VZ’ BRI Vk)) = 6V16V2 o 8V|< f.

Wir werden gleich sehen, dass auch hohere Ableitungennqererseits gilt aus der Kettenregel
sich mittels Richtungsableitungen ausdriicken lassen. Zu-

nachst berechnen wir aber einmal eine zweite Ableitung direkt

aus der Definition.

BeispielE6.5 SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum
mit Skalarprodukt-, -). Es gibt einen nattrlichen Isomorphis-
mus

Das heil3tp(p)(V) := {p, V).

Seir(v) := M| = V{v, V) die Norm aulV. In Beispiel E3.10
haben wir die AbleitungDpr(v) = Py berechnet. Das
heilt,

1
Dpr = —

)
Damit ist Dr das Produkt der beiden Funktionéh und ¢.
Nach der Kettenregel gilt

1 1

Weil ¢ linear ist, gilt naturlichDpe = . Korollar E3.9 erklart
die Produktregel fur Skalarmultiplikation; danach ist

¢(p) € L(V.R).

1
—W‘P(P)-

DA = Dyl )) = 7155609 ~ s (@RI ()
) o el
llpll lIpl2

Nach der Definition der zweiten Ableitung gilt dann

<V’W><p’ p> - (p’V> <p9W>
lIpIi3 '

Dpr(v.w) = (Dp(Dr)(W)(W) =

Ende der Vorlesung 2009 Januar 22

Mithilfe des folgenden Lemmas kénnen wir hdhere Ablei-

tungen leichter berechnen.

Dp(g o D 'f)(va) = g(Dp(D** f)(va))
= (DS (V) (Ve ..
= DK f(vL,.... V).

Ein Vergleich dieser beiden Gleichungen schlie3t den Beweis
ab. ]

Bemerkund=6.7. SeiG offen inV = R™. Die k-te Ableitung
einer Funktionf: G — W lasst sich mittelk-facher patiel-
ler Ableitungen berechnen. Seikrnvektorenvy, ..., v, € R™
gegeben, wobei

, Vi)

m
Vi = (Vi,l7-~-,Vi,m) = Zvi,,-ej furi = 1,...,|(.
=1
Ist f in p k-mal differenzierbar, dann gilt

m

k k
Dpf(Vl,...,Vk) = ‘ Z vl,j1~--vk,jkDpf(ejl,...e,-k)

m
- Z Vi, Vi O, - 05, F(D)-

j1ens k=1

Definition E6.8. Ist f: G —» W kmal differenzierbar und ist
DXf: G — L¥(V, W) stetig, dann sagen wirist (aufG) k-mal
stetig djferenzierbar Wir schreibenf € CK(G, W). Falls f
CKkfirr allek € N, sagen wir,f ist beliebig oft diferenzierbay

f e C®(G,W).

Satz E6.9. Seien V und W endlich-dimensionalen Banach-
raume und sei & V gffen. Ferner sei f G — W eine Abbil-
dung und sefvy, . .., v} €ine Basis fir V. Existieren in jedem
Punkt pe G alle k-fachen Richtungsableitungen

aVi1 e aVik f(p)

und sind diese stetige Funktionen von p, dann ist f auf G k-
mal stetig diferenzierbar.
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BeweisskizzeWir dirfen annehmerly = R™ undW = R"; Beweis.Weil der Ausdruck in der Mitte symmetrisch inv
wir benutzen die Standardbasés)} und {e’j}. Seien f; die ist, reicht es aus, die erste Gleichung zu beweisen. Um der
Komponenten vorf = 3, fj&. Dann sind dieK — 1)-fachen Einfachheit willen, nehmen wir an, di#v < . (Fir den all-
partiellen Ableitungen gemeinen Fall, siehe z.B. Amman-Escher VI1.5.2.) Weil wir
dann alles komponentenweisélhbetrachten kénnen, dirfen
Oy -+ Oi, i wir W = R annehmen.

Wir wissen,f istin pzweimal diferenzierbar. Das heil3t per
Definition, dasDf: G — W existiert und inp differenzierbar
ist, d.h., dass

die Komponenten voD* f bzgl. einer natiirlichen Basis fiir
L1(R™ RM). Existieren deren (einfache) partielle Ableitun-
gen, istD¥"1f nach Korollar E4.2 stetig ffierenzierbar. O

Bemerkund=6.1Q Es gilt R(h) := Dpinf = Dpf = Dp(DF)(h) € L(V.R)

8yF(p+ su — ayf(p) sublinear wachst (lifkh), = 0). Seie > 0 gegeben. Dass
der Limes 0 ist heif3t, es gilst > 0 so, dasg|R(h)|| < &llh|
far ||h|| < 6. (Hier ist||R|| die Operatornorm.) Das heif3t, fur
|lhll < 6 und allev € V gilt

D3 f(u,v) = dudf(p) = lim <

f(p+su+tv)— f(p+su B f(p+tv)— f(p))
t t

1.
- Im 3l
|Dpnf(v) — Dpf(v) — D3F(h,v)| = IR)W)I < [IRC) VI

= lim lim 1(f(p+ su+tv) = f(p+ i)~ f(p+ 1) + f(p)). < &llhll v
=S € .

s—0t—0 St

Definition E6.11. Wir nennen

A%f(h,k) =f(p+h+k-f(p+h) - f(p+K + f(p)

Diese Ungleichung kdnnen wir auch wie folgt schreiben:
|ovt(p+ 1) = auF(p) — dndu F(P)] < &llhll v (%)

S . Lo :
die Differenz zweiter Ordnungon f. Es gilt Agf(h,k) = (st nunh = sumit s < %, dann folgt

A%f(k, h).
2
Bemerkunde6.12 Fir kleine* Vektorenh, k gilt A%f(h, K) ~ lim M - 3U3Vf(p)| < &l|ull M,
D%f(h, k). Genauer gesagt konnen wir die letzte Bemerkung =0 t
wie folgt schreiben: was eine genauere Version der ersten Gleichung in Bemer-
A2f(sutv) kung E6.12 ist.)
D2f(u,v) = 8,0, (p) = lim lim —" . Nun seig(t) := f(p+ su+tv) — f(p+tv). (Naturlich macht
pf(UV) = 9uduT(p) 50 t—0 st diese Definition nur dann Sinn, wesmindt hinreichend klein

sind, damit die Punkte im Definitionsberei€hvon f liegen.
Weil wir sowieso am Ende den Limes=t — O betrach-
A%f(su, tv) ten, schreiben wir diese Schranken nicht explizit.) Es gelten
. A%f(su, tv) = g(t)—g(0) undg’ (t) = oy f (p+su+tv)—9d, f(prv).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jeddnein = (mit 0 <
Natdrlich darf man nicht immer zwei Limites tauschen. Viele 7; < 1) so, dass
wichtige Satze der Analysis geben Voraussetzungen, unter de-

Entsprechend gilt

2 _ _ . .
D3f(v.1) = 4 (p) = lim lim ——

nen man bestimmte Limites tauschen darf. Hier reicht es (nach }AZ f(sutv) = E(g(t) -g(0) =g'(7)
einem H.A. Schwarz bzw. A. Clairaut zugeordneten Satz) aus, t P t

dassf in p zweimal diferenzierbar ist. =oyf(p+su+tv) —a,f(p+1v)
BeispielE6.13 Die existenz der zweifachen Richtungsablei- = (0vf(p+su+v) - oy f(p)
tungen ist nicht ausreichend. Sei:= (0,0) € R? und sei - (0yf(p+1v) - a,f(p)).

f: R? - R durchf(p) := 0 und
Jetzt benutzen wir<) zweimal mith = su+ 7vbzw.h = 7v.
X —y? Es gilt
f(xy) = Xym
fiir (xy) % p definiert. Dann gildd, f(p) # d,dxF(p). (B 9 - by (o)
ur (x,y) # p definiert. Dann gil«dy f(p) # dydxf(p). (Be-
weis als Aufgabe. Wegeh(x,y) = —f(y, X) ist es klar, dass < [ouf(p+ su+ V) = 8T (P) — Dsurvdv (P
050y F(X.Y) = —0,0xF (Y. X).) +|0vf(p+7v) — 0y F(P) — Indy F (D)

Satz E6.14.Sei f: G —» W diferenzierbar und in pe G < s||v||(||su+ V|| + ||TV||).
zweimal djferenzierbar. Dann gilt

Damit gilt (naturlich unter der Voraussetzung, disg| < ¢

~ AZf(tu, tv) und||su+ 7v|| < ¢
duovt(p) = |tIIT(1) Pt—z = 0y, f(p). )
- A2f(sutv) £llv
fur alle uve V. S~ ()] < S (s v + ),
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Furs =t (mitt hinreichend klein) gilt dann Korollar E6.20. Sei f: G —» W dijferenzierbar und sedq
AZF(tu, ) G. Setze M= sup{[IDyfl| : x € Pg). Dann gilt

7~ 0uf(p)

< &M ([lu+ 2]+ [|7v) 1@ - f(p)] < M1la - pl

< e|MI{Ilull + 2(vl).
( ) Beweis.(Folgt direkt aus Satz D3.4; Details als Aufgabeg

Weil € beliebig war, konvergiert die linke Seite wie gewiinscht

gegen 0. g  Definition E6.21. Seif: G — W einen-mal differenzierbare
Abbildung. Dasn-te Taylorpolynom vonf an der Entwick-
Ende der Vorlesung 2008 Januar 26 lungsstellep € G ist
Bemerkunde6.15 Haufig sieht man eine schwéchere Version n gk f(p)
des Satzes, die die Stetigkeit VDA f voraussetzt. Tn(X) := Tr:,p(x) - Z X_'I)d .
Korollar E6.16. Die Abbildung f G — W sei k-mal in pe k=0 '
G differenzierbar. Fur jede Permutation Satz E6.22.Sei f: G — W n-mal diferenzierbar. Das n-te
. Taylorpolynom ist eine gute Approximation fur f, im Sinne,
1(1,....K 1,...,0K > i :
o ) (0L ok) dass fur das Restglied® := f(X) - Ta(X) gilt
und fur alle v, ..., v € V gilt
) im IRGII _
Oy, -+ Oy f(p) = Dpf(ve,..., W) b iX—pIP
- DX - . .
= Dpf Vo, Vo) = g -~ Oy T(P)- Bemerkunge6.23 Der Falln = 0 bzw.n = 1 ist einfach
Das heiRt, die k-lineare Abbildung‘;l]) ist symmetrisch die Definition von Stetigkeit bzw. Bierenzierbarkeit. Wir-

o _ o den wir wie oben alles nur eindimensional entlang der Strecke
BeweisideeJede Permutation von (1.,K) ist eine Kompo-  xp petrachten, kénnten wir daraus schlieRen, dass entlang je-
sition von (h(‘jchsteng)) Transpositionen. O  der Geradem(x)/||x — p||” — 0. Dies ist natrlich eine deut-
BeispielE6.17 Seil ¢ R™ offen und seierfy, ... f: U — lich schwachere Aussage. (Rii= 1 vgl. Differenzierbarkeit

R differenzierbare Funktionen. Man kann sich fragen, ob egmt der Existenz aller Richtungsableitungen.)

eine Funktiong: U — R so gibt, das$ig = fi fir allei =  Beweis.Wir benutzen Induktion Uben und haben schon
1,...,m. Der letzte Satz gibt uns eine notwendige (aber nichten Induktionsbeginn erledigt. Fiir den Induktionsschritt, sei
hinreichende) Bedingung daftir, dass dieses System partiellgfx) = f(x) - T, »(X) das Restglied zu einemmal differen-
(lj)iffere!"lntialgleichungen eine Losunghat: falls g existiert,  zjerparenf. Betrachten wir (fiik > 0) nun die Abbildung
ann gilt
. k — DXf(x— -
3if; = 0.0,0 = 906G = 0, g: X 35 ,f(p) = Dpf(x-p,....x-p)

fur allei, j. als Komposition vorx — (X—p, ..., X—p) mitdem multilinea-

_ ren D‘;f, ergibt sich nach der allgemeinen Produktregel E3.8
Definition E6.18. SeiV ein Vektorraum und seiep,q € V.  und dem Korollar E6.16:

Die Streckepq zwischenp undq ist

— = kDX - -
BG:= (1-Op+1q:te[0.1] C V. v9(X) = Dxg(V) = kDpf(x=p,....X=p,V)

= k(DEHDf)(x-p,...,x-
Das heil3tpqist die Spur des geraden Wegges|[0, 1] — V ( p (ONG-p X p))(v)

][n:lt v(t) := (1 -t)p + tq. Eine Teilmengd c V heiltkonvex = k(a';:t(Df)(p))(v).
alls
_ Damit gilt
p.geT = pgcT.
n
Bemerkunde6.19 Seif: G —» Wund seipg c G. Die Werte OWR(X) = 9 F(X) — 1 FLDF V
von f auf dieser Streck@q kénnen wir als Funktion vom WRE9 =01 ;‘ (k- 1)!( ool )(p))( )
betrachten:
und deshalb

g(t) := f(y(1) = f(1-t)p +ta). g
Es gilty’(t) = q - p und damitg'(t) = dq_pf(¥(t)) und per DyxR = Dyf - WG'QZ%,(Df)(p)
Induktion weiter k=1 ( )!

Ot) = f SEN of
970 = dap - dap 1/() = Duf = )" S0k p(DO)(P) = Duf = T (¥,
=Rk

J

o

Auf dieser Weise kdnnen wir den Schrankensatz D3.4fauf d.h., D4R ist das Restglied fir das Taylorpolynom v@rt.
anwenden. Weil Df eine fi— 1)-mal diferenzierbare Abbildung ist, folgt

38



J.M. Sullivan, TU Berlin E: Ableitungen in mehreren Dimensionen Analysis Il, WS 2138

aus der Induktionsvoraussetzung, dBs&/||x — p||"* — 0. Bemerkund=7.6 Der Gradientv f gibt die Richtung und die
Das heif3t, zu jedem > 0 gibt ess > 0 so, dass Grofe des starksten Wachstums voan. Fir|jv]| = 1 ist

ovf =(v, VF) =|[Vf|lcose,

wobei ¢ der Winkel zwischerv und Vf ist. Insbesondere ist

0<lx-pll<é = IID«RI<elx—pl"™

Damit gilt fur O < ||[x — pl| < 6, dass V{ senkrecht zu den Niveaumengen vianf ist genau dann
konstant entlang einer Kurvg(t) in G, wennVf L y(t) fir
My := sug|DyR| < &llx— plI™™*. allet.
yexp BemerkungE7.7. In der Physik ist z.B. das (statische) elek-
Nach Korollar E6.20 und wegeR(p) = 0 gilt dann trische Feld der Gradient des elektrischen Potentials. (Allge-
meiner ist der Gradient einer jenen potentiellen Energie ein
RO = IR - Rp)|| < Mxllx— pll < £lix - pil". Kraftfeld.)

Bemerkund=7.8 Ein skalares Feld mit gradf = O ist lokal
Weil ¢ > 0 beliebig war, hei3t das wie gewiinscht, dasskonstant.

IRCIII/IIX = pl" — O fur x — p. O  BeispielE7.9 Seiv e R". Das skalare Feld(x) := (v, x) hat
konstanten Gradienten gréice v.

E7. Klassische Vektoranalysis
b. Divergenz

In diesem Abschnitt betrachten wir den Raiis= R" mit
dem euklidischen Ska|arprodu{<x, y) = Xy = X XYi. Das Definition E7.10. SeiX = (X]_, e Xn) ein differenzierbares
Skalarprodukt erlaubt uns, die klassischefi@entialopera- Vektorfeld aufG c R". Die Divergenzvon X ist das folgende
toren div, grad und (fiin = 3) rot zu definieren. Die bekann- skalare FeldV, X) =V - X = divX aufG:
ten eigenschaften dieser Operatoren erwahnen wir hier, ohne n
die (meistens sehr einfache) Beweise aufzuschreiben. divpy X :=(V, X) (p) := (V- X)(p) := Z 0iXi(p).
i=1

Definition E7.1. SeiG € R" offen. Aus der Physik kennt
man die folgenden Namen: eine reelle FunktionG — R
hei3tskalares Feldauf G; eine AbbildungX: G — R" heif3t
VektorfeldaufG.

Bemerkunge7.11 Die Spureiner fix n)-Matrix A = (A;;) ist

die Summe der DiagonalelementeAtr= Y; Aij. Damit gilt

divp X = tr JpX.

Bemerkund=7.12 Die Divergenz eines Vektorfeldes kann
physikalisch als ,Quellendichte” voX interpretiert werden.
Die Divergenz des Schwerefeldes z.B. ist die (Massen-) Dich-
te; die Divergenz des elektrischen Feldes ist die Ladungs-
dichte. Ein Vektorfeld mit div X = 0 hei3tdivergenzfreoder
Definition E7.2. Sei f ein differenzierbares skalares Feld quellenfrej das Magnetfeld ist quellenfrei. Weitere Beispiele
aufG c R". Der Gradientvon f ist das folgende Vektorfeld sind Strémungsfelder von inkompressiblen Fliissigkeiten.

Vi = gradf aufG: BemerkundE7.13 Das Skalarprodukly, w) = (w, v) ist sym-
) ) metrisch. Die Schreibweis€m, V) = v-V bzw.(V, X) = V- X
grad, f := Vi(p) := (9:F(p).- ., Inf(p)). fur Richtungsableitungen bzw. Divergenz darf man hingegen

: nicht verwechseln.
Bemerkund=7.3 Das SymboWV heil3t ,Nabla“. Als Gedacht- BeispielE7 14 Das Vektorfeld(x) = x hat k Di
nisstiitze kann maR = (dy....,d,) schreiben. (Dieser Ge- °€'SPIEE/. as VektorfeldX(x) = x hat konstante Diver-

dachtnisstitze eine genaue Bedeutung zu geben — in eined? divX = n.
Vektorraum von Diferentialoperatoren — wiirde den Rahmen
dieser Vorlesung sprengen.)

Bemerkund=7.4 Der Gradien¥ f = gradf wird durch

a. Gradient

c. Rotation

) Auf R3 wird das Vektorprodukt x w € R3 durch
(v.grad, f) =(v,Vf(p)) = d,f(p) = Dpf(v) furalleve Vv
VX W = (VoW3 — VaWa, VaWy — V1Wa, Vi W2 — VoWy)

charaktisiert. definiert. Dazu verwandt ist die Rotation eines Vektorfeldes.

Bemerkunge7.5 Der Richtungsableitungoperai@rwird oft  pefinition E7.15. SeiX = (Xq, X», Xs) ein differenzierbares
(besonders in der Physik) a& V) oderv - V geschrieben: Vektorfeld aufG c R3. Die Rotationvon X ist das folgende
VektorfeldV x X = rotX = curl X aufG:

VY)Y =y, Vi)Y =o,f =v- (V)= (v:- V)T
rot, X := curly, X := (V x X)(p)

Ende der Vorlesung 2009 Januar 29 = (82)(3 — 03X3,03X1 — 01X3,01 %2 — ale)(p)-
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Bemerkunge7.16 Sei {ey, &, €3} die Standardbasis fi®. BeispielE7.28 In der Elektrostatik ist das elektrische Poten-

Als Gedachtnisstiitze kann man schreiben: tial harmonisch in jedem Gebiet, wo die Ladungsdichte ver-
schwindet.
v & O BemerkungE7.29 Die Operatoren Gradient, Di R
vxw=detle v, Wl VxX=detle, 8, Xol. emerkunge?. ie Operatoren ra. ient, Divergenz, Ro-

e Va Ws e 93 Xa tation und Laplaceoperator sind linear:

Bemerkunde7.17 Es gibt vier sinnvolle Mdglichkeiten, Ope- V(f +4g) = Vi +.1vg,

ratoren aus{div, grad rot} zu kombinieren: div(roX) und (V, X+ AY) =(V, X) + (V. Y)

div(gradf) sind skalare Felder; rot(raf) und rot(gradf) sind VX (X+AY)=Vx X+VxY,

Vektorfelder. Den Fall rot(raX) betrachten wir nicht weiter. A(F + Ag) = Af + AAg,

Satz E7.18. Seien f und X zweimal gitrenzierbare Felder
auf Gc R®. Es gelten

0 = rot(gradf) = V x (Vf), E8. Umkehrsatz
0 = div(rotX) = (V,V x X).
_ In der Mathematik geht es oft darum, nach den Lésungen
Beweis.(Aufgabe nach dem Satz von Schwarz.) O einer Gleichung (bzw. eines Gleichungssystems) zu suchen.

. . . . Schreiben wir die Gleichungen affx) = y, dann sind die
Bemerkunge7.19 Um diesen Satz sinnvoll auf hdhere Di- Folgenden vielleicht die ersten Fragen: ob es zu jeslain

mensionen zu erweitern, muss man die sogenannte aulere AX gibt mit £(x) = v, ob diesesc eindeutig ist und ob kleine
leitung von Diferentialformen benutzen.

Anderungen in den Parameteyrzu kleinen Anderungen in
Bemerkund=7.2Q Beispiel E6.17 konnen wir jetzt wie folgt  der Lésungk filhren. Das heift, wir méchten wissen, bbine
verstehen: SeX ein Vektorfeld aufG c R®. Wann gibt es Umkehrabbildungf - hat und ob diese stetig (und vielleicht
ein skalares Feld mit Vg = X? Eine notwendige Bedingung auch diferenzierbar) ist.

dafur ist, das§ x X = 0. Es geht hier nur um die (theoretische) Existenzfrage und

BemerkungE7.21 Die RotationV x X heif3t auchwirbel-  hichtz.B. darum, eine schone Formel fint zu finden. Schon
dichte Ein VektorfeldX mit V x X = 0 heiRtwirbelfrei. Fur  bei den meisten elementaren Funktionen musste man neue
jedesf ist der Gradien¥ f wirbelfrei. Das Gesetz der elek- Notationen fur die Umkehrfunktionen erfinde{f-(log, arcsin
tromagnetischen Induktion sagt, die Wirbeldichte des elektriUsw.).
schen Feldes ist die zeitliche Ableitung des Magnetfeldes. BeispielE8.1 Der Fall einer linearen Gleichung= Ax mit
BeispielE7.22 Seiv € R3. Das VektorfeldX(x) = vx x A€ L(R™ R") kann man mit der linearen Algebra betrachten.
beschreibt eine Rotation um die Aci®e Es giltrotx = 2v.  ES gibt zu jedeny eine eindeutige Losung(d.h.,Aist inver-
tierbar) genau dann, werm= mund detA # 0. In diesem
Fall ist A™* auch linear, insbesondere stetig und sogéedi
d. Laplaceoperator renzierbar.
BemerkungE8.2 Jede dfiferenzierbare Abbildung kann
Definition E7.23. Sei f ein zweimal diferenzierbares skala- man lokal gut durch ihre AbleitunB,f approximieren. Der
res Feld aufc c R". Der LaplaceoperatorA = V - V liefert ~ Umkehrsatz sagt, fall®,f invertierbar ist, dann ist auch
ein skalares Feld f aufG: bei plokal invertierbar. Wir betrachten die Gleichupg: f(X)
etwa als Storung derflin linearen Gleichuny — f(p) =
D, f(x — p). Falls Letzteres invertierbar ist, bleibt diese Ei-
genschaft unter der Stérung erhalten.

Bemerkung=8.3 Die Invertierbarkeit vorD, f ist natirlich
Bemerkunge7.24 Die symmetrische MatribH f = (9,0;f) keine notwendige Bedingung. Auch wenn z.B. die Ableitung
heiRtHessematrixon f. Es giltAf = tr(H f). von x — x3 in 0 verschwindet, isk — x3 sogar global inver-

BemerkungE7.25 Der Laplaceoperator ist sehr wichtig in fierbar.
der Physik. Istb ein Potential, dann iST® ein konservatives  pefinition ES.4. SeienU c R™ undV c R" offen und sei

(d.h. wirbelfreies) Kraftfeld und® eine Dichte. DerLaplace-  {: y — V eine Bijektion. Mengentheoretisch existiert die
operator taucht auch z.B. in den partiellenfBientialglei-  ymkehrabbildungf~: V — U. Falls f und f~1 stetig sind,

Af := div(gradf) = (V, V) = V- (Vf) = Zaﬁf.

i=1

chungen fur Warmeleitung und Wellenausbreitung auf. heit f HomoomorphismugwischenU und V. Falls f und
) . . , g )

Definition E7.26. Eineharmonische FunktioaufG c R" ist f~* stetig diferenzierbar sind, heiftDiffeomorphismus

ein skalares Feld mit Af = 0. BeispieleE8.5

BeispielE7.27 Jede &in lineare Funktionf(X) = (x,v) + b e X x3ist ein Homéomorphismuk — R, ist aber kein

ist harmonisch. Eine quadratische FunktiohatAf = c, z.B. Diffeomorphismus, weik/x in 0 nicht diferenzierbar

fur f(x) = IIXI? = ¥ %2 gilt Af = 2n. ist.
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e ist f streng monoton auf einem Intervalt R, dannist  Beweis.Weil f ein Homéomorphismus ist, ist die Umkehrab-
f ein Homéomorphismuk— f(l). bildungg: V — U stetig. Wir behauptery ist differenzierbar,

e X - tanx ist ein Difeomorphismus<7/,, 7/5) — R. d.h,, erJedeqo_e U eX|_st|erth(p)g. Nach Lemma E8.6_ kon-
eist f/ # 0 auf einem Intervall c R, dann istf ein " Wir dann die Ableitung alBg = ¢ o DT o g schreiben.
Diffeomorphismus — f(1). Die Stetigkeit vonDg folgt aus der Stetigkeit vog, von D f

und vong (Lemma E8.10).
Um die Behauptung zu beweisen, gee U. Wir wissen,

Ende der Vorlesung 2009 Februar 2 D, f ist invertierbar und wollen zeigem,ist in f(p) differen-
Lemma ES8.6. Seien Uc R™ und V c R" offen und sei zierbar. Ohne Einschrankung dirfen wir= 0 annehmen,
f: U — V eine Bijektion mit Umkehrabbildung ¢ — U. indem wir f mit x — f(p + X) ersetzen (Translation im De-

Sei p € U so, dass f in p gferenzierbar ist und g in finitionsbereich). Weiter dirfen wif(0) = 0 annehmen, in-
q := f(p) € V differenzierbar ist. Dann gelten r& n und dem wir f mit x — f(X) — f(0) ersetzen (Translation in der

Dqg = (D, f)~2, insbesondere ist §¥ invertierbar. Zielmenge). SchlieB3lich durfen wibgf = id annehmen, in-
a P dem wir f mit (Do)~ o f ersetzen (lineare Abbildung in der
Beweis.(Aufgabe nach der Kettenregel.) o  Zielmenge). Unter diesen Annahmen gilt dann ag() = 0.

Zudem giltDog = id, falls Dog existiert, was wir jetzt zeigen

Bemerkung8.7. Dieses Lemma sagtinsbesondere, Dimensi\vollen. - _ o

on wird unter Difeomorphismen erhalten. Dasselbe gilt unter Mit der Definition von Diferenzierbarkeit im Auge setzen
Homdomorphismen, der Beweis dazu ist aber nicht einfack'!"

und braucht Techniken aus der algebraischen Topologie. Fur _. _.

je zwei dfene Menget c R™undV c R" gibt es aber eine f0)-h=r(), gk —k=: sk

Bijektion U — V: die Mengen sind gleich grof3 (gleichmach- fiyr hinreichend kleindy, k € R". Fiirk = f(h) gilt dann

tig). Firm # nsind aber solche Bijektionen nie stetig; sie sind

Staffe eher fir die Mengentheorie als fir die Analysis. 8(k) = g(k) =k = h— f(h) = -r(h).

Definition E8.8. Ein Automorphismusles Vektorraumeg" ~ Wir wissen, dass(Wj, — 0 fiirh — 0 und missen zeigen,
ist eine invertierbare lineare Abbildung: R" — R". Die  dasss¥j — Ofirk — 0.

Menge aller Automorphismen heiBL(R") c L(R",R"). Sei Es gibte > 0 so, dass fihl| < & gilt [Ir(h)|| < INl/>. Weil g
@1 GL(R" — GL(RM die Inversenabbildung — AL, stetig ist, gibt es zu dieseeeins > 0 so, dassig(K)I| < & fur

Ikl < 6. Damit gilt [|(K)[| < 3]lg(k)Il. Wegeng(K) = k + s(K)
Lemma E8.9. Fir A € GL(R") und ve R" gilt gilt dann nach der Dreiecksungleichufig(k)|| < 2||k||. Sei

nunh := g(k). Es gelter|s(k)|| = |Ir(h)|| und]lh|| < 2||k]|. Fur
k — 0 konvergiert auclh — 0. In diesem Limes gilt dann
ECIGONN
Beweis.Es gilt|[v| = |A"X(AY)|| < [|A72|| AV o 2K Ikl
wie gewulnscht. O

IV
AT < AW < ATV

Aus der linearen Algebra wissen wir: o ] ]
BeispielE8.14 Wir werden den Fixpunktsatz B8.13 von Ba-

Lemma E8.10. In L(R",R") ist GL(R") offen. Die Abbildung nach benutzen, um den Umkehrsatz zu beweisen. Wir fangen

o ist stetig. mit einem einfacheren Beispiel an, wie man eine Gleichung
mit dem Fixpunktsatz lI6sen kann. S&ieine lineare Abbil-

BemerkungE8.11 Beziiglich der Standardbasis will €  dungA € L(R",R") mit Operatornorm|A|| < 1. Wir behaup-

L(R",R") durch eine i x n)-Matrix (A;;) dargestellt. Es gilt ten, id—A ist invertierbar, d.h., zu jedemy € R" gibt es ein

genau danm € GL(R"), wenn defA;j) # 0. eindeutiges< € R" mit

BemerkungE§i12 Iatsachllch istp sogar diferenmerbar mit (id-A)(X) = x— Ax=y.

Dag(B) = —A—*BA™*. Nehmen wir die Diferenzierbarkeit an,

konnen wir leicht diese Formel bestatigen: Wir betrachten ~ SeiF,: R" — R" die Abbildungx — Ax+y. Sie ist so ge-

wahlt, dass ein Fixpunkt voR, eine Losung zur Gleichung

a: A Ap(A) = AA = 1. ist:
Dann gilt X=Fy(X) = Ax+y = ([d-A)x=x-Ax=Y.
0 = Daa(B) = Bo(A) + ADag(B) = BA™L + ADag(B). Wir sehen/F, ist eine Kontraktion, weil

Lemma E8.13. Seien UV c R" offen und sei f U — V ein IFy09 = Fy ()| = [|Aax— Ax[| < iAlix x|
stetig dfferenzierbarer HomGomorphismus. Fallg Dinver- — mit ||A|| < 1. Nach dem Fixpunktsatz hat dafig einen ein-
tierbar ist fur jedes pe U, danniist f ein Dffeomorphismus.  deutigen Fixpunkk = Ax+y. Das heif3t, id-A ist invertierbar.
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Der Fixpunktsatz gibt uns darliber hinaus eine rekursiv de- Das heif3t, zu jedem € B;(0) gibt es genau eir € K mit

finierte Folge &), die gegen den Fixpunkt konvergiert. Mit
Xo = 0 undXn;1 = Fy(Xn) = Ax + Yy gilt

Xn = nZ_iAiy > Xx= iAiy.
=0

i=0

Das heif3t, wir haben eine Formel fiur die Umkehrabbil-

f(X) = y. Wir setzenV := {x € K : f(X) € B;(0)} und sehen,
dassfly: V — B;(0) eine Bijektion ist.
Seig := (f|v)~%. Nach ¢) und der Dreiecksungleichung gilt
X=X = 1T (x) = FOI < lIx =X = £(3) + F(X)]
= IFo(X) = Fo(x)ll < 3lIx = X

dung: (id-A)™ = ¥°; A' als Reihensumme im Banachraum Damit folgt, dasg eine Lipschitzabbildung ist mit Lipschitz-

L(V, V).

Satz E8.15 (Umkehrsatz).Sei Uc R" offenund sei f U —

R" stetig dfferenzierbar. Sei U so, dass RQf € GL(R")

invertierbar ist. Dann ist f ,lokal bei p ein Qfeomorphis-
mus*, das heil3t, es gibt eingfene Menge \c U mitV > p

so, dass ff;: V — f(V) ein Difeomorphismus ist.

Beweis.Wie im Lemma dirfen wir ohne Einschrankung an-

nehmen, dass

p=0, f(0)=0, Dof =id,
indem wir f mit

x = (Dpf) ™ (f(p+X) - f(p))

ersetzen.

Weil Df stetig ist undGL(R") offen ist, durfen wir anneh-
men, dasdDyf invertierbar ist fir alleg € U. (Wenn nicht,
ersetzen witJ mit einer kleineren fienen Umgebung vop.)

Fur gegebeneg € R" suchen wir nach einer Lésung der
Gleichungf(x) = y. Um die Losungx als Fixpunkt zu sehen,
betrachten wir die Abbildung

Fy:U >R Fy(X):=x-f(X)+V.

Wir wollen zeigen — fur jedes hinreichend kleipe-, dassFy
eine KontraktiorKk — K ist, wobeiK c U kompakt ist.
Wir bemerkenD,F, = id —Dyf. Weil Df stetig ist, ist

X = |[DxFyll = [lid —Dxf]|

eine stetige Abbildungy — R mit O — 0. Das heil3t, es gibt
r > 0 so, das§iDyFyll < ¥, fiir x € K, wobei

K:={xeR":|x| < 2r}

eine (konvexe und kompakte) Teilmenge udrist. Aus dem
Schrankensatz E6.20 gilt dann i<’ € K

[IFy(x) = Fy(x)

< Ylx-x

O]

< sugDyFy| [[x - ¥
peK

(Insbesondere mit' = 0 undy = 0 gilt ||Fo(X)I| < Y5||X||.) Fur
grofReyy ist natirlichF, keine AbbildungKk — K. Fir|lyll < r
(undx € K) gilt allerdings

1
IFyCAIl < IFo( + IIvtl < 11X + IIytl < 2,

d.h.,Fy: K — K. Diese Abbildung ist dann eine Kontraktion

(mit Lipschitzkonstanté/,) und hat deshalb einen eindeutigen

Fixpunktx € K.

konstante 2:

lay) — a)Il < 2||f(a(y)) - fay)|| = 2ly- Y.

Insbesondere igy stetig. Damit istf|\, ein Homdomorphis-
mus. WeilDyf invertierbar ist fir jedex € V c U, ist nach
dem Lemma dieser Homdomorphismus sogar efiieDmor-
phismus. O

Ende der Vorlesung 2009 Februar 5

E9. Implizite Funktionen und Mannigfaltigkeiten

Der Umkehrsatz untersucht die Losbarkeit eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems in dem Fall, wo die Anzahl der Glei-
chungen mit der Anzahl der Variablen Gibereinstimmt und da-
mit eine eindeutige L6sung zu erwarten ist. Wenn wir mehr
Variablen als Gleichungen haben, erwarten wir mehrere L6-
sungen. IsF eine AbbildungR™k — RK, dann erwarten wir
— flr ein festex € R" — einen-dimensionale Familie von L6-
sungen z(F(2) = c. Wenn wirze R™k = R"xRX alsz = (x,y)
schreiben (mitx € R" undy e R¥), dann kénnen wir hien,
diese Familie wird (mindestens lokal) durglparametrisiert
mit y = g(x). Das heif3t, wir suchen nach einer Auflésung der
GleichungF(x,y) = ¢ nachy als Funktion vorx. Wir sagen
auch, die Gleichun§& (x,y) = c definiert implizitdie Funktion
y=9(X).

Hier betrachten wir dan festen Warte R* als Konstan-
te. Indem wirF mit F — c ersetzen, kénnen und werden wir
durchgehend = 0 annehmen.

BeispielE9.1 Eine lineare Abbildungdr: R" x Rk — RX hat
immer die Form

F(xy) = F(x.0)+ F(0.y) =t F'(x) + F"(y).

wobeiF’: R" — Rk undF”: RK — RK linear sind. Falls”
invertierbar ist, hat die Gleichurig(x,y) = 0 eine eindeutige
Aufldsungy = g(x): es gilt namlich

y =903 := ~(F")(F'(x).

Bemerkundg9.2 SeiF: R x R* — RK eine diferenzierbare
Abbildung. Wir schreiben

Ep’q)F(v) = D(pgF(v,0), E;),q)F(W) = D(pg F(O, W).

Damit istDj; 4F : Rk — RKlinear.
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BeispielE9.3 Sein = k und seiF(x,y) = —x + f(y) fur
eine stetig dierenzierbare Abbildung: R" — R". Die Glei-
chungF(x,y) = 0 heil3t danrx = f(y). Der Umkehrsatz sagt,
es gibt eine lokale Auflésung der Fogm= g(x) (wobei nattir-
lich g = f~1), falls Dy f invertierbar ist. Wie siehbpqF aus?
Wir habenD;, g F (v, w) = —v + Dqf(w). Das heil3t, die Ablei-
tung vonF bezuglich dey-Variablen |stD” F Dqf; diese
muss invertierbar sein, um den Umkehrsatz anzuwenden.

BeispielE9.4 SeiF: R xR — R durchF(xy) = x> +y? -
definiert. Die Lésungen der Gleichuidx, y) = 0 sind natUr-
lich genau die Punkte des Einheitskreikes okal kbnnen wir
y =+ V1-x2 =: g.(X) schreiben: Bei einem Punkp,q) € K
mit g > 0 (bzw.q < 0) gilt lokaly = g, (X) (bzw.y = g_(X)).
Bei den beiden Punkter-, 0) lasst sichk? + y> — 1 = 0 nicht
in der Formy = g(x) auflésen. (Da giloyF = 0,d.h.D”f =0
Im Allgemeinen giltD(, g f (v, W) = 2pv + 2qw.)

Bemerkunge9.5 Seiy =
GleichungF(x,y) =
Niveaumengdg(x,y) : = 0} stimmt lokal mit dem Gra-
phen{(x, g(x))} vong ubereln Dies ist nicht der Fall bei einem
Punkt wo die Niveaumenge ,vertikal* ist.

BeispielE9.6 Seif(x,y) = x*~y?. Die Niveaumengé¢f = 0}
besteht aus zwei Geradgri= +x. Bei (0, 0) Iasst sie sich nicht
alseinenGraphen darstellen. Die Ableitung vdrverschwin-
detin (Q0).

g(x) eine lokale Auflésung der

Satz E9.7 (Satz uber implizite Funktionen). Sei W eine of-
fene Teilmenge iR" x R und sei E W — R stetig djfe-

renzierbar. Se(p,q) € W mit Hp,q) = 0. Falls die lineare
Abbildung

k k

invertierbar ist, dann lasst sich (x,y) = 0 lokal bei (p, q)

nach einer stetig gferenzierbaren Abbildung ¥ g(x) auf-

|[6sen. Das heif3t, es gibt UmgebungendJR" von p und
V c R¥von g mit Ux V ¢ W und eine stetig gferenzierbare
Abbildung g U — V so, dass

F(xy) =

Fernerist OO, F invertierbar fir jedes x U und es gilt

OmitxeU,yeV < y=g(xX)mitxeU.

_ 1’7 -1 ’
Dxg = =(Dixg)F) ™ © Doy F-

Beweis.Wir wollen den Umkehrsatz auf die stetigfigiren-
zierbare Abbildung

frWoR'XRE f(xy) = (X F(xY))
anwenden. Es gilD(xy) f (v, w) = (v, D(xy)F (v, w)) und damit

Dixy) f(V,W) =0 & v =0undDyF(0, w) =
& v=0undD,,F(W) =

0. Geometrisch kénnen wir sagen, die

Insbesondere i), f invertierbar. Nach dem Umkehrsatz
gibt es dann eine Umgebu@c W von (p, g) so, dasd eine
stetig diferenzierbare Umkehrabbildung

(% Y) = (e(%Y), ¥(X.Y))

auf f(G) hat. Wegen

06 Y) = Fe(x Y), ¥ () = (2(x. ), Fe(x y), ¢(x. 1))
gilt (%, y) = x. Fur (x,y) € G gilt deshalb

F(x,y) =0 < f(xy)=(x0)

= (%Y) = (%¢(x0)) = y=y(x0).
Wir definierenU := {x : (x,0) € G} c R als Schnitt vorG

undg: U — R¥ durchg(x) := ¢(x, 0). Dann istg eine Aufl6-
sung der Gleichung nagh

Ende der Vorlesung 2009 Februar 9

Wir miissen nur ggf. eine kleinere Umgebudg- U wéh-
len, falls U x g(U) ¢ G. Dazu wéhlen wir zunachst > 0
hinreichend klein, dasB.(p) x B.(q) c G; wir definieren
V = B.(q). Weil g stetig ist, gibt e € (0, £] so, dass mit
U := Bs(p) gilt g(U) c V. Es gilt auchU x V c G ¢ W und
wir haben die gewiinschte Auflésung.

Um die letzte Aussage zu beweisen, bei U — G die
Abbildungx — (x, g(x)). Nach dem Umkehrsatz i$tein Dif-
feomorphismus aus, insbesondere i€y f invertierbar fur
jedesx € U. Wie wir oben zeigten, heil3t dad;/, F ist inver-
tierbar. Es gilt 0= F o h und damit

h(x)

0= DX(F o h)(V) = Dh(X)F(DXh)(V) =
= Dy F (V) + Dy F(Dxg(V).

Weil D;{(X)F invertierbar ist, folgt die gewiinschte Formel fur

Dxg. ]

DnixF (V. Dxg(V))

Bemerkund9.8 Firk = 1 haben wiF: R"xR — R. Die zu
untersuchende Ableituni; , F ist einfach die letzte partiel-
le Ableitung vonF, die man liebedn.1F(p,d) = dyF(p,q)
nennt. Ist diese ungleich Null, kénnen wir lokal = g(x)
schreiben.

BeispielE9.9 SeiP = t?>-2at+b ein quadratisches Polynom.
Sind die Nullstellen dterenzierbare Funktionen voa, p)?
Wir betrachterP als Abbildung

P:R?xR >R, P(abt)=t>-2at+h.

Der Satz Uber implizite Funktionen sagt, wir konnen= 0
lokal in der Formt = t(a, b) auflésen, falls

0+ dsP@.b.t) = %f(a,b,t) _ot_2a

d.h., fallst # a. Aus der Schule wissen wir,

P(ab,t)=t>—2at+ b= (t—t,)(t—t),

Daraus folgt, das® f genau dann invertierbar ist, wenn \ygpei

D&y)F invertierbar ist. (Hier gilt die obige Gleichung nur far

_O)

t. :=t.(a,b):=a+ Va2-h.
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Wir bemerken,

tza = a’=b e t,=t. & P=(t-a)

Das heil3t, der Satz Giber implizite Funktionen scheitert genay,

dann, wenrP eine doppelte Nullstelle hat.

Die Menge{(a, b,t) : t> — 2at + b = 0} ist eine Flache in
R? x R. Uber dem Gebiefi(a, b) : @® > b} in der Ebenék? hat
die Flache zwei Schichten. Jede Schicht ist der Graph ein
differenzierbaren Funktion. Uber der Parabéhb® = b} wird
die Flache gefaltet; da ist die Tangentenebene vertikal.

BeispielE9.1Q Allgemeiner betrachten wir ein Polynom be-
liebigen Grades als Abbildung
n
P:R™ xR SR, Pat)=Pyt)= ) at.
i=0
Sei (@, c) eine Nullstelle vonP, d.h., das PolynonfP, hatc

als Nullstelle:P4(c) = 0. Wir kbnnen den Satz Uber implizi-
te Funktionen genau dann anwenden, wéyiy(c) # 0. Was

ist aber diese partielle Ableitung? Nach Satz C4.9 kénnen wir

P,(t) = (t — ¢)Q(t) schreiben, wobeR ein Polynom ist. Dann
gilt d¢Pa(c) = 0Q'(c) + 1Q(c) = Q(c). Das heildt, der Satz
Uber implizite Funktionen scheitert genau dann, wergi-

ne Nullstelle vonQ ist, d.h., wenrc eine doppelte Nullstelle
von P, ist. Daraus schliel3en wir, die Nullstellen eines Poly-
noms sind dierenzierbare Funktionen der K&eienten, so-
lange jede Nullstelle eine einfache Nullstelle ist.

Eine Mannigfaltigkeit ist ein metrischer Raum, der lokal
dem euklidischen RaurR" gleicht. Man kann Mannigfal-
tigkeiten abstrakt definieren (vgl. Vorlesungen zuf&renti-

BeispielE9.13 Jede @fene Teilmengd) c R" ist einen-
dimensionale Untermannigfaltigkeit v@{'.

Definition E9.14. SeiU c Rk offen und seif: U — RX
etig diferenzierbar. Ein Punkt € U heil3tkritischer Punkt
falls Dy f: R™K — RK nicht surjektiv ist. Ein Punky € RK
heil3tkritischer Wert falls es einen kritischen Punkt € U

egribt mity = f(x); sonst heily € RX regularer Wert

BeispieleE9.15

e Fiir eine konstante Abbildunf(x) = ¢ € R¥ (k > 0) ist
jeder Punkix € U kritisch. Jeder Wery # cist regulér,
wahrendc ein kritischer Wert ist.

o Fir f: R™ — R, f(X) = |X?P = (x,x)istx = 0
der einzige kritische Punkt. Damit igt= O der einzige
kritische Wert.

e Ein Wert, der nicht angemonnen wirgt ¢ f(U)), ist
regular.

e Furk = 1 ist x genau dann ein reglarer Punkt, wenn
grad f #0.

Der Satz tber implizite Funktionen sagt, die Niveaumenge
in einem regularen Wert ist eine Untermannigfaltigkeit. Dazu
brauchen wir ein Lemma aus der linearen Algebra.

Lemma E9.16. Sei F: R™* — RX eine lineare und surjektive
Abbildung. Nach einer Permutation (Umordnung) der Koor-
dinaten inR™* kénnen wir Kx,y) = F’(x) + F”(y) schreiben,
wobei P’: Rk — RK bijektiv ist.

Satz E9.17. Eine Teilmenge Mc R™ ist genau dann ei-

altopologie bzw. -geometrie). Man zeigt, jede Mannigfaltig- ne 1_dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem
keit kann in einen hoher-dimensionalen euklidischen Raunp ki pe M eine gfene Umgebung Uc R™ und eine

R™k eingebettet werden. Hier betrachten wir nur solche Unsietig diferenzierbare Abbildung hU — RK so gibt, dass
termannigfaltigkeiten; lokal gleichen diese dem Untervektor-\y ~y = h~1(c), wobei ce RX ein regularer Wert von h ist.

raumR" c Rk,

Definition E9.11. Eine TeilmengeM c R™* heiRtn-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeifalls es zu jedem Punki e M
folgendes gibt:

e eine dfene Umgebungy c R™*von p,

e eine dfene Menge/ c R™¥ und

¢ einen Difeomorphismug&: U — V so, dass
FUNM)=VnER"x{0}.

Wir sagen auchM hat Kodimension kn R™K. Der Diffeo-
morphismug- heil3tKarte fiir M bei p.

BeispielE9.12 SeiG c R" offen und sefj: G — RX stetig
differenzierbar. Der Graph

[:={(x9g(X):xeG}cGxRK

ist dann einen-dimensionale Untermannigfalitigkeit: unab-
héangig vonp € I kénnen wirU :=V := G x RX und

F(xy) = (xy-9(¥)

setzen. Auch die Umkehrabbildurfigi(x,y) = (x,y + g(X))
ist offensichtlich stetig dierenzierbar.

Beweis.,=": Sei p € M und seiF: U — R™k eine Karte
fir M bei p. Wir schreibenF =: (f,h), wobeih: U — R
Dann giltM U U = h™1(0). Weil F ein Diffeomorphismus ist,
ist DiF in jedem Punki surjektiv, daher aucbyh.

<"1 Sei p € M. Weil p ein regularer Punkt voh ist,
kénnen wir die Koordinaten nach dem Lemma so umordnen,
dassDyh surjektiv ist. Damit konnen wir den Satz uber impli-
zite Funktionen anwenden: lokal ist die Niveaumehg¥c)
der Graph einer Funktiog: U’ — RX. Nach Beispiel E9.12
ist dieser Graph eine Untermannigfaltigkeit. O

Korollar E9.18. Sei ¢ ein regularer Wert von:hJ — R,
Dann ist die Niveaumenge H{c) ¢ U c R™K eine Unter-
mannigfaltigkeit.

Beweis.Zu jedemp € M benutzen wir im Satz die gegebenen
U undh. O

BeispielE9.19 Die Einheitsspharé" c R™1! ist eine Unter-
mannigfaltigkeit.
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