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Mit der Veroffentlichung des Ergebnisses meiner Klausur (nur Matrikelnum-
mer und Punktzahl) im Internet sowie am schwarzen Brett neben dem Raum
MA 320 bin ich einverstanden:

Unterschrift (optional):

Geben Sie bei allen Antworten einen Beweis bzw. ein Gegen-
beispiel an. Bitte beginnen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt
und beschriften Sie dieses mit IThrem Namen sowie Ihrer Matrikel-
nummer.

Die Klausur ist mit 18 Punkten bestanden. Die Bearbeitungszeit betragt
105 Minuten. Schreiben Sie nicht mit Bleistift.

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 Summe
Punkte
Korrektor

Aufgabe 1 (9 Punkte)

(a) Sei M eine Menge, di, d2 Metriken auf M, a,b > 0. Ist dann auch
d(z,y) = ady(z,y) + bda(z,y)
eine Metrik auf M?
(b) Sei R? mit der £2-Norm versehen. Ist die Funktion f : R? — R definiert
durch
Fag) = {o fiir (z,y) = (0,0),

L i (2y) £ (0,0)
stetig bei (0,0)7

(c) Bestimmen Sie den Konvergenzradius von » 7, ¢z mittels der
Definition, wobei ¢ € R.

(d) Kann es eine surjektive stetige Abbildung f : [2,3] — R geben?
(e) Es sei ¢! der Vektorraum aller Folgen z = (a,), fiir die die Reihen

absolut konvergent sind. Sind folgende Normen auf ¢! dquivalent:

o
Izl = lanl,  [|#lloo := sup |an| ?
n—1 neN



Aufgabe 2 Sei C([0, 1], R) der Vektorraum aller stetigen Abbildungen von
[0,1] nach R und X = C*([0,1],R) der Vektorraum aller stetig differenzier-

baren Abbildungen von [0, 1] nach R. Sei (6 Punkte)
1A= 1flloe + 11 Nl = sup |f(z)|+ sup |f'(2)], feX.
z€[0,1] z€[0,1]
(a) Zeigen Sie, dass || - || eine Norm auf X ist.

(b) Sei (fn) € X eine Cauchyfolge in X. Da C([0,1],R) vollstindig ist
und (fp), (f},) Cauchyfolgen in C([0,1],R) sind, existieren f,f* €
C([0,1],R) mit f, — f und f, — f* in C([0,1],R). Definiere f(z) :=
f(0) + J5 f*(t)dt. Dann gilt f e X und (f) = f* (Hauptsatz der
Differential- u. Integralrechnung).

Zeigen Sie, dass f = f gilt und der Raum (X, || - ||) vollstandig ist.

Aufgabe 3 Seien V, W normierte Vektorraume und A : V' — W linear und

stetig. Die Operatornorm von A ist definiert durch (4 Punkte)
Ax w
| Al := sup{ [Az] 0#x eV}
l]lv

Zeigen Sie, dass gilt: ||A]| = sup{||Az|w : 2 € V und ||z||y = 1}.
Aufgabe 4 Sei 0 < a € R und z € C. Zeigen Sie: (3 Punkte)

(a) expz =expz, (b)a®=a* (c)a™”® =(a")* (z€R).

Aufgabe 5 Berechnen Sie die Integrale (7 Punkte)
3
(a) foX/?r t* sin(t%)dt, (b) [t*exp(t)dt.

(¢) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten des uneigentlichen Integrals
f2 exp(t) sin(t) dt.
(2—t)%

Aufgabe 6 Seien V, W Banachraume, G C V offen, f : G — W und p € G.
(2 Punkte)

(a) Sei f in p differenzierbar. Zeigen Sie, dass die Abbildung von V' nach
W definiert durch v — 9, f(p) linear ist.

(b) Gilt allgemein fiir v € V und XA € R: 0y, f(p) = A0, f(p)?

Aufgabe 7 Sei die Funktion f : R?\{(0,0)} — R definiert durch f(z,y) =

Ja:QlTy?’ p=(1,0) und z = (z,y) € R*\{(0,0)}. Bestimmen Sie dz_,f(p),

8%,10 f(p) sowie das zweite Taylorpolynom von f an der Entwicklungsstelle
- (5 Punkte)
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Aufgabe 1
(a) M ist eine Metrik: seien z,y,z € M. (2P)
Definitheit:
d(z,y) =0
= di(z,y) = 0 und da(z,y) =0 (da di(z,y),d2(x,y) > 0 und a,b > 0)
— I = Yy

r=y=di(z,y) =0 und da(z,y) = 0 = d(z,y) =0

Symmetrie: klar, da d; und ds symmetrisch.
Dreiecksungleichung: da die Dreiecksungleichung fiir d; und do gilt,
folgt:

d(l‘, y) + d(y’ Z) = adl(l‘a y) + bd?(xa y) + adl(y7 Z) + bd2(y’ Z)
> adi(x, z) + bda(z, 2) = d(z, 2).

(b) Wegen X — 0 in R folgt: (%,1) — (0,0) in R%. Da f(1,1) — 3 #

‘n

£(0,0), ist f nicht stetig. (Es gilt f(z,z) = % fiir alle 0 # € R.)

(1P)

(c) Es gilt (1P)
+oo  fur |c] > 1,
limsup V/|a,| =lim|c|" = {1 fir |c| =1,
0 fir |c| < 1.

Damit gilt (1P)

0 fir |c| > 1,
R=141 fir |c| =1,
+oo fiir |¢| < 1.

(d) Nein, da die Stetigkeit von f und die Kompaktheit von [2, 3] impliziert,
dass f([2,3]) kompakt ist. (1P)



(e) Die Normen sind nicht dquivalent, da kein A > 1 existiert mit ||z||; <
A||7| o fiir alle - € £ (1P)
Angenommen es existiert A\ > 1 mit ||z|; < A||z|o fiir alle z € £
Betrachte z = (1,1,1,...,1,0,0,...) € /! mit mehr als A Eintriigen 1.
Dann gilt ||z|; > A und ||z||cc = 1; insbes. ist ||z||1 > A||z|le. Dies

ist ein Widerspruch. (2P)
Aufgabe 2
(a) Seien f,g € X. (2 P)

Es gilt ||f|| > |f(2)| fir alle € [0,1]. Somit gilt: || f|| =0 = f =0.
Wenn f = 0, so folgt sofort || f|| = 0.
Da || - ||oo €ine Norm auf C([0, 1], R) ist und (A\f)" = \f’ gilt, folgt
IAFI = I flloo + AL Nloo = IATILFI-
Es gilt
1f+ gl < [1f + glloo + [+ 9lloc
< [[flloe +llglloo + 1 £ lloc + lg'lloc = 1l + llglI-

(b) Fiir x € [0, 1] gilt (Hauptsatz der Differential- u. Integralrechnung)
(2P)

|f(x) = f(x)]
< f(ﬂf)—fn(ﬂc)lﬂfn(x)—fn(0)+fn(0)—f(0)—/0 fr(#)dt]

< If = falloo + | /0 Fa(t) = fX()dt] + | £2(0) — f(0)]
<2/f = fall +/0 [fa(t) = Fr@)ldt < 2[1f = fallo + £ = f*lloc — 0.

Damit folgt f(z) = f(z) fiir alle z € [0,1]. Deshalb gilt f = f € X.

Wegen f' = (f) = f*, folgt (2P.)
1o = fll = 1fn = fllso + 1(fa = £) e = Ilfu = flloo + I1fn = fllo
= | fn = flloo + Hf;z — [*llc = 0.

Somit ist X vollstindig.

Aufgabe 3 Fiir zp € V mit ||zg||y =1 gilt: (2 P)
[ Az[w
[l

Da zp € V mit ||zo|ly = 1 beliebig war, folgt ||A| > sup{||Az|lw : = €
V ound ||z||y = 1}.
Andererseits gilt fiir 0 # 29 € V (da A linear und Hﬁ\\v =1) (2P.)

| A] = sup{ 042 e V) > | Aol

[Asol _ |, o
[zollv [zollv
Da 0 # xg € V beliebig war, folgt die Behauptung.

lw < sup{||Az|lw : 2 € V und [laly = 1}.



Aufgabe 4

(a) Es gilt fiir z = + ¢y mit der Eulerschen Formel (cosy,siny € R):

(1P)
exXpz = expm(cosy =+ isiny) = expx(cosy — isiny)
= expz(cos(—y) + isin(—y)) = expz.
(b) Es gilt mit (a): (1P)
a? = exp(zloga) = exp(zloga) = exp(Zloga) = a”.
(c) Es gilt a™® = exp(zzloga) = exp(zlog(a®)) = (a®)>. (1P)
Aufgabe 5
(a) Mit der Substitutionsregel gilt (s(t) = t3): (2 P)
3 s 9 . 3 1 % , )
t*sin(t’)dt = = s'(t) sin(s(t))dt
0 3Jo
1 s 1 T2
= / sin(t)dt = = [— cos(t)] =-.
3 Js(0) 3 o 3
(b) Mit partieller Integration gilt: (2 P)
/t2 exp(t)dt

= t? exp(t) — 2 / texp(t)dt = t* exp(t) — 2[texp(t) — / exp(t)dt]

= t? exp(t) — 2texp(t) + 2exp(t).

(c) Sei k := minj<;<oexp(t)sin(t). Dieses existiert, da ¢t — exp(t)sin(t)
auf [1,2] stetig ist. Weiterhin ist k£ > 0. Damit

exp(t) sin(t) < k
= 1
3

(2—1)3 (2 —t):

Es gilt

2 k 1a 1
dt = lim 3k|[(2—t) 3|, = ( lim 3k(2—a) 3)—3k = +o00.
/1 (2 — t)% a—2— [( ) ]1 (a—>2_ ( ) )

Folglich existiert f12 %dt nicht. (3P)
—1)3



Aufgabe 6
(a) Da D, f linear ist und 9, f(p) = D, f(v) folgt die Behauptung. (1 P.)
(b) Es gilt (1P)

f(p+t ) — f(p)
t s—0 §

Onof (p) = lim

Aufgabe 7 Sei p = (1,0) und Z = (x,y) € R?\{(0,0)}. Es gilt 9z_,f :
R2\{(0,0)} — R mit

(1P.)
T
B 0y f(3) =< (2 — L), (alf@),azf(z)) S (= 1)0 (@) 9o f (&)
und (1 P-)

8§fpf(p) = <ai’—p (ai‘—pf)> (p)
T
< (@1, ((ac 100, f () + YO (p), (& — 1)1 F(p) + yazazﬂp)) >

Wegen

of(p)=-1, 0f(p)=0
0101f(p) =2, 0102f(p) =0=0201f(p), Oaf(p) =1

folgt (2 P)

Oapf(p) =~ +1.

Somit erhalten wir insgesamt T5(Z) = 1+ (—z + 1) + 3(2(z — 1)? — ¢?) =
2% -3 +3— %



