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I"Jbungsaufgaben

1. Beweisen Sie: Sei X # @ und (f,) Folge in B(X,R). Gilt >~ || fo|, < +o0, dann
konvergiert die unendliche Reihe )" f, auf X gleichméBig gegen eine Funktion
f € B(X,R).

2. Zeigen Sie, dafl zu jeder stetigen Funktion f : [a,b] — R eine Folge von Polynomen
(pn) existiert, die auf [a, b] gleichméBig gegen f konvergiert.

3. Beweisen Sie: Jede zusammenhangende offene Menge X in einem normierten Vek-
torraum ist wegzusammenhangend.

4. Es seien V, W normierte Vektorraume. Beweisen Sie: Eine lineare Abbildung A :
V' — W ist genau dann stetig, wenn es eine Konstante C' gibt so, dass ||Az| < C'||z]]
fiir alle x € V' gilt. In diesem Fall ist A sogar eine Lipschitz-Abbildung.

5. Zeigen Sie, dass die Operatornorm tatséachlich eine Norm ist.
Tutoriumsaufgaben

1. Zeigen Sie folgende Aussagen:
(a) Jede konvexe Menge X in einem normierten Vektorraum ist wegzusammen-
héngend.

(b) Fiir n > 2 sind R™\ {0} und die Sphéire S"! := {& € R™ : ||z, = 1} wegzusam-
menhéngend (R™ ist mit der 2-Norm versehen).

(¢) Fir n > 2 existiert keine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Umkehrab-
bildung von R™ nach R.

2. Es seien n > 1 und

e GL(n,R) die Gruppe der reellen n x n-Matrizen A mit det A # 0,
e GL*(n,R) die Gruppe der reellen n x n-Matrizen A mit det A > 0.



Zeigen Sie: Die Gruppe GL(n,R) ist nicht zusammenhéngend und die Unterguppe
GL*(n,R) ist zusammenhéngend.

3. Es seien R™ und R™ jeweils mit der /!-Norm versehen. Zeigen Sie, dass die Opera-
tornorm || - || ,gn gy auf L(R™,R™) durch die Spaltensummennorm || - [|g von R™"
dargestellt wird, d.h., es gilt

1Al Lgn ey = Al fiir alle A € L(R™, R™).

Hierbei bezeichnet [A] die Darstellungsmatrix von A beziiglich der Standardbasen
von R™ und R™.

Hausaufgaben

9.1 Seien V, W normierte Vektorraume und A : V' — W stetig und R-linear. Zeigen Sie:

(4 Punkte)
Ax
40y =sup { T e Vo 20}
(e
9.2 Untersuchen Sie die Funktionenreihen (6 Punkte)
=\ sinnx =\ |sinnw = (=) (=)™
b d
(a)nzlng, ()nz1 = (C)nzlm“r”’ ();$2+n

auf punktweise und gleichmaflige Konvergenz.

9.3 Seien (X,d) ein metrischer Raum, A € B C A C X (A bezeichnet die Menge
aller Bertihrungspunkte von A) und sei A zusammenhéngend. Zeigen Sie, dass B
zusammenhangend ist. (5 Punkte)
(Es folgt sofort: A ist auch zusammenhiingend.)



