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Aufgabe 1.

Es sei U ein unitärer Operator in einem Hilbertraum H und f ∈ C(σ(U)). Beweise:

Ist f 6= 0 auf σ(U), so ist (1/f)(U) wohldefiniert, f(U) bijektiv und

1

f
(U) = f(U)−1.

Aufgabe 2.

Es sei U ein unitärer Operator in einem Hilbertraum H und x, y ∈ H. Wie in der
Vorlesung sei lx,y das durch

lx,y(f) := (f(U)x, y), f ∈ C(σ(U))

auf C(σ(U)) definierte stetige, lineare Funktional. Zeige, daß die Zuordnung

H × H ∋ (x, y) 7→ lx,y ∈ C(σ(U))′

sesquilinear und stetig ist.

Aufgabe 3.

Es sei U ein unitärer Operator in einem Hilbertraum H und Φ̂ : B(σ(U)) → L(H)
der messbare Funktionalkalkül von U . Für eine Borelmenge B ⊂ σ(U) sei

E(B) := Φ̂(11B).

Zeige, daß E(B) eine Orthogonalprojektion ist, die mit U vertauscht. Zeige weiter-
hin, daß U |ran(E(B)) ein unitärer Operator im Hilbertraum ran(E(B)) ist, so daß
σ(U |ran(E(B))) ⊂ B gilt. Folgere, daß für eine in σ(U) offene Borelmenge C 6= ∅ stets
E(C) 6= 0 gilt.

Aufgabe 4.

Es sei U ein unitärer Operator in einem Hilbertraum H und f ∈ B(σ(U)). Zeige,
daß f(U) mit jedem beschränkten Operator S vertauscht, der mit U vertauscht.



Aufgabe 5.

Es sei U : L2([0, 1]) → L2([0, 1]) erklärt durch

(Uf)(x) := eixf(x), x ∈ [0, 1], f ∈ L2([0, 1]).

Zeige, daß U unitär ist und berechne das Spektrum von U .
Sei g ∈ B(σ(U)). Beweise unter Verwendung der Eindeutigkeit des messbaren Funk-
tionalkalküls, daß dann für x ∈ [0, 1] und f ∈ L2([0, 1])

(g(U)f)(x) = g(eix)f(x)

gilt.
Ist der messbare Funktionalkalkül isometrisch?
Zeige mithilfe des Operators U , daß i.A. die Beziehung

f(σ(U)) = σ(f(U))

nicht gilt.


