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Aufgabe 1.

Es sei H ein Hilbertraum, Σ eine σ-Algebra über einer Menge Ω und E : Σ → L(H)
ein Spektralmaß, also

(a) Für jede Menge A ∈ Σ ist EA := E(A) eine Orthogonalprojektion,

(b) E∅ = 0 und EΩ = Id,

(c) für paarweise disjunkte A1, A2, · · · ∈ Σ gilt

∞
∑

i=1

EAi
x = ES

∞

i=1
Ai

x, x ∈ H.

Zeige, daß für A, B ∈ Σ folgende Aussagen gelten:

(i) Sind A und B disjunkt, so ist EAEB = 0.

(ii) Es gilt EAEB = EBEA = EA∩B .

(iii) Falls A ⊃ B, so ist EA ≤ EB.

Aufgabe 2.

Zeige, daß der meßbare Funktionalkalkül eines unitären Operators involutiv ist.

Aufgabe 3.

Es sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum C
n mit den paarweise ver-

schiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λm, m ≤ n, und es seien Pλk
die Orthogonalprojek-

tionen auf die zugehörigen Eigenräume. Für eine Borelmenge B ⊂ R setze

E(B) :=
∑

λj∈B

Pλj
.

Zeige, daß E ein Spektralmaß ist und daß

A =

∫

λdE =
m

∑

j=1

λjPλj

gilt. Finde Polynome p und q, so daß p(A) = 0 und q(A) = arctan(eA) gilt.



Aufgabe 4.

(i) Es sei g : R → R eine messbare Funktion und es bezeichne µ das Lebesguemaß.
Der wesentliche Defintionsbereich von g ist definiert als

essrange g :=
{

λ ∈ R |Für alle ǫ > 0 ist µ({g−1((λ − ǫ, λ + ǫ))}) > 0
}

.

Zeige, daß essrange g abgeschlossen ist und daß

µ
(

{g−1(R\essrange g)}
)

= 0

gilt.

(ii) Es sei nun g : [a, b] → R messbar und beschränkt und es bezeichne B die Borel-
σ-Algebra auf R. Für A ∈ B sei ΩA := g−1(A ∩ essrange g) und E : B →
L(L2([a, b])) definiert durch

E(A)f := 11ΩA
f, A ∈ B, f ∈ L2([a, b]).

Zeige, daß E ein Spektralmaß ist und berechne

∫

λdEλ.


