Kapitel 1 Grundlagen

1. Aussagen und Quantoren

Aussagen

Die Aussagenlogik handelt von mathematischen Aussagen, die nach
gewissen Regeln aus gewissen Symbolen gebildet werden. Eine Aussage,

die wohlgeformt ist, ist entweder wahr oder falsch (Wahrheitswert).

Beispiel 1.1 70 € Z” bzw. "Null ist eine ganze Zahl” —> wahr
0’ 2+42=5" —> falsch
o’ a+a=2a gilt fiir beliebige nat. Zahlen a” —> wahr

Bemerkung 1.2 Der Wahrheitsgehalt hiangt von Axiomen ab.

Aus Aussagen A und B lassen sich weitere Aussagen bilden:

o’ —=A” —Negation von A, ist genau dann wahr wenn A

falsch ist.

" A&B” bzw. "A A B” ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B
wahr ist — Konjunktion

¢’ AV B”(A oder B) ist genau dann wahr, wenn entweder A, B oder

beide wahr sind — Disjuktion

o’ A = B” ist wahr, wenn ”(—A)VB” wahr ist — Subjunktion/Implikation

o’ A <= B’ ist definiert als ”(A = B)A(B = A)” — Aquivalenz

Wahrheitstafeln

A B -A ANB AVB A=B A< B
w w f w w w w

w f f f w f f
fw w f w w f
ff w f f w w

Durch inspektion der Wahrheitstafeln(aller mégl. Belegungen)
lassen sich Tantologien beweisen:
(1) AV —A "tertium non datur”



(2) ~(AVB) <= [(=A) A (=B)]
~(AAB) < [(=A4)V (-B)]

(De Morgansche Regeln)

Zusatzlich gelten die ”"Regeln des logischen Schlieffens”

(3) AN (A= B)= B direkter Schluss

(4) =B A (A = B) = (—A) indirekter Schluss

Beweis:
B A= 1B —\B/\(A:>B) -A —-B —|B/\(A:>B):><—\A)

f
f
w

- & € x
8 8 —

~ & =% 8
€ &8 %8
8

g 8 g 8

(5) (A= B) = (=B = —A) Kontraposition
(6) Es gilt: [A= (BV ()] <= [(AN-B)=C]
Beweis: [A = (BV C)] = [(mA) Vv (BV ()]

<~ [((mA)VB)V (] <= [-((mA)V B) = C]

Assoziativ. von V Def. =

<~ [(AN-B)=C]
De Morgan

Beispiel 1.3 Die folgende Aussagen gilt z.B. tiber Q:
)\u;O?O\EO\v/NzO)

Damit gilt automatisch:

AL =0AXN£0)=>p=0

Quantoren

Sei I eine Menge und (A4;);c; eine Familie von Aussagen:
Viel: A; ist genau dann wahr, wenn A; fir alle ¢ € I wahr ist.
TAllquantor

| Existenzquantor
Jdiel:A; isteine Aussagen, die wahr ist, genau dann wenn

mindestens eine Aussage A; wahr ist.

diel:A; A;ist nur fir genau ein ¢ wahr



2. Mengenlehre

Definition 2.1

(1) Eine Menge ist eine Zusammenstellung von bestimmten,
wohlunterscheidbaren Objekten zu einem neuen Objekt(-> Objekte der
Menge = Elemente)

(2) Extensionalitit: (A =B):<= [Vz:zx € A <= x € B]

(3) leere Menge: @ := {z |z # z}

(4) ACB:<= Vz:z€ A=z € B]

(5) AS B:<= [(ACB)ANA# B

(6) "P7(A) :={X | X C A} Potenzmenge

Definition 2.3 (1) A\ B:={z|z € ANz ¢ B}
(2) ANB :={x|xe€ ANz € B}
3) AuUB:={x|z€ AVz € B}

Es gilt fir beliebige Mengen A, B:

8 i 8 g g B ﬁ> Kommutativgesetze
3)AN(BUC)=(ANB)UANON 1. .0 .
(4)AU(BNC)=(AUB)N(AUC) Distributivgesetze
5)AN(BNC)=(ANB)N o

263 AU EB U C; EA U B§ UC > Assoziativgesetze

3. Relationen und Funktionen

Definition 3.1 (Geordnetes Paar) (z,y) := {{z,y},{z}}
(z,y) = (2/,y) genau dann wenn [x = 2/ Ay = ¢/]

Definition 3.2 Kartesisches Produkt:
Seien X und Y Mengen. Das Kartesische Produkt X x Y ist definiert
durch: X xY :={(z,y) |z € X,y € Y}



Definition 3.3 Eine Relation R ist eine Teilmenge des Kartesischen
Produkts R C X x Y fiir zwei Mengen X,Y.

x € X ist in Relation zu y € Y: 2Ry

Definition 3.4 Sei R eine Relation auf X (bzw. R C X x X)
Dann heifit R:

ereflexiv, wenn jedes Element mit sich selbst in Relation steht xRz
esymmetrisch, wenn fiir x,y € X mit zRy folgt: yRx

eantisymmetrisch, wenn fiir x,y € X aus xRy und yRz folgt z =y

etransitiv, wenn fiir x,y, 2z € X aus zRy und yRz folgt zRz

Definition 3.5 Eine reflexive, transitive und symmetrische Relation

heiBt Aquivalenzrelation.

Eine relexive, transitive und antisymmetrische Relation

heifit Ordnungsrelation.

Definition 3.6 Sei M eine Menge, [A;];er C P(M)

eine Menge von Teilmengen. Dann ist [A;];c; eine Partition falls:
(1) A, # o firallei e I

(2) UA; = M Uberdeckung

el

Satz 3.7 Sei M eine Menge und zRy <= : z ~ y eine Aquivalenzrelation.
(1) Die Aquivalenzklassen [z] := {y € M | x ~ y} bilden eine Partition

der Menge M.

(2) Fiir die Partition [A;];c; von M ist die folgende Relation R:

2Ry : <= Jig € I :x € Ayund y € A, eine Aquivalenzrelation.

Beweis: (1) zu zeigen: e [x] # & fiir alle x € M (i)

o Ulz] =M (i)

o [7] # [yl = [2] N[yl = & (iii)



zu (i) da ~ reflexiv ist, ist € [z] und damit [z] # @

(ii) da ~ reflexiv ist, ist |J [z] = M
zeM

(iii) Beweis Kontraposition (A = B) = (=B = —A)

Zu zeigen: Falls es ein z € [x] N [y] gibt, ist [z] = [y]

Da z € [z] und z € [y] ist, folgt z ~ z und y ~ 2

Da unsere Relation symmetrisch ist, x ~ z und z ~ y durch die

transitivitat von ~ so auch x ~ y.

Fiir w € [y] gilt y ~ w durch transitivitat und = ~ y folgt = ~ w.

Somit insbesondere [y] C [z], genauso [z] C [y] und damit

(2] = [y]

Definition 3.8 FEine Abbildung ist eine besondere Relation.
f: X — Y von der Menge X in die Menge Y ist eine
rechtseindeutige Relation.

Vo e X,Vy,y €Y : 2Ry Na2Ry = y =/

—> keine Funktion, da nicht rechtseineutig(einem Element aus X

ist mehr als ein Element aus Y zugeordnet)



Schreibweise: f(z) = y mit zRy.

Definition 3.9 Sei f: X — Y eine Funktion.

Dann heifit f : (1) injektiv: Vo, 2’ € X : f(z) = f(2') = o =2
(2) surjektiv: Vy e Yz € X : f(x) =y

(d.h. fiir jedes y existiert ein x, mit f(z) = y)

(3) bijektiv: wenn f injektiv und surjektiv ist

Definition 3.10 Seien A, B,C Mengen, und f: B — C,sowie g : A — B
Abbildngen.

A g B f C
(=)

Die Abbildung
fog:A— C (f kringel g)

——

z— f(g(z))
B
heift verkettung von f und g.

Satz 3.11 Seien A,B,C,D Mengen, und
f:C—D,g:B— Ch:A— B Abbildungen.
Dann ist (fog)oh= fo(goh).

Beweis: Sei x € A. Dann ist [(f o g) o h)|(z) = [f o g](h(x)) =
flg(h(z))) = fl(g o h)(x)] = [f o (g © h)](z)



4. Gruppen, Ringe, Korper

Definition 4.1 Eine (binére) Verkniipfung auf einer Menge M ist eine
Abbildung * : M x M — M

Bemerkung 4.2 Notation: statt *(x,y) auch z xy

Beispiel 4.3 (1) M = Z,* = + (Abbildung)
(2) M =R, = - (Multiplikation)
(3) M = beliebig, N und U Verkniipfung auf P (M)

Definition 4.4 Seien A, B Mengen. Dann ist A .= {f | f: B — A}
die Menge aller Abbildungen von B nach A.

Beispiel 4.5 Sei M eine Menge. Dann ist die Verkettung
o: MM x MM — MM ecine Verkniipfung auf M.

Definition 4.6 (a) Eine Verkniipfung % : M x M — M heift:
kommutativ, falls Ve, y e M :xxy=y*x

assoziativ, falls Vo, y,z € M 1z x (y*x2) = (xxy) * 2

(b) Falls M # @ und * assoziative Verkniipfung, so heift
das Paar (M, ) Halbgruppe.

Beispiel 4.7 (1) (Z,+), (2) (Z,-)
(3) (N,4), (4) (N\ {0}, +}

(5) (2N, +), (6) (R, +)

(7) R\A{0},-)



Beispiel 4.8 Eine Halbgruppe (G, *) heifit Gruppe, falls
folgende Bedingungen erfillt sind.

(1) de € G,Vg € G : e x g = g (Neutralelement)

(2) Vg € G,3h € G : h* g = e (inverses Element)

Bemerkung 4.9 Man kann zeigen, dass e eindeutig ist.
Man kann zeigen, dass fiir jedes g, h eindeutig ist.

-> Man schreibt ¢! und nennt es ”Inverses zu g”

Beispiel 4.10 (1) (Z,+) ist eine Gruppe

(2) (R,+), und (R \ {0}, ) sind Gruppen

(3) Sei E = {e} mit e beliebig. Dann definiert e x e := e

eine Verkniipfung auf E. (E, %) ist eine sog. triviale Gruppe.

(4) Sei M # & eine beliebige Menge, Sym(M) := {f | f € MM bijektiv}
Dann ist (Sym(M), o) eine Gruppe mit Neutralelement

dy M - M:z—x

Definition 4.11 Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen,
+:RXxR—Rund-:RxR—R

Das Tripel (R, +, ) heifit Ring, falls

(1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe

(2) (R, -) ist Halbgruppe

(3)Va,b,ce R:a-(b+c)=a-b+a-cAN(a+b)-c=a-c+b-c

Beispiel 4.12 (1) (Z,+, ) ist ein Ring
(2) (Ra +7 ')7 (Qa +; ')7 (C, +, ) sind Ringe

Definition 4.13 Ein Ring (K+, ) heiit Korper(mit additivem
Neutralelement Null), falls (K \ {0}, ) eine kommutative Gruppe ist.



Beispiel 4.14 (1) (Z,+,-) ist kein Korper
2) (R, +,),(Q,+,), (C,+,) sind Korper

—~

(3) Fy :={0,1} (Fy, +, ) ist ein Korper
+/ 01 01
0] 01 0] 00
110 1|01

Betrachte folgende Relation auf den ganzen Zahlen Z.
Seimée€Z,m>0. Firz,ye€Zgiltx =, y: <= JkeZ:x—y=km

x,y haben den selben Rest nach Division durch m.

T =, y < r=y(modm)->"x kongruent y modulo m”

Behauptung: =, ist eine Aquivalenzrelation auf Z

Beweis: reflexivitit: fir allex € Z gilt r =, z,daxz—2x=0=0-m
symmetrie: fir alle x,y € Zmit x =, ygilt r —y=km und y —x = —km
also y =, .

transitivitat: fir x,y,z € Z mit ¢ =, y und y =,, z existieren ki, ko € Z

mit t —y=kmundy —z=km. Dazx—z=(x—y)+ (y—2) = (ki + ka)m

istxr =, 2

Wie sehen die Aquivalenzklassen aus?
m =2

0] = {2,4,6,..} U{-2,—4,—6,..}

1] = {#1,£3,+5,...}

m =3

0]={0+£0-3,0+1-3,0+2-3,...}
1]={1+0-3,1£1-3,1+2-3,...}
2]={2+0-3,2+1-3,24+2-3,...}

Fiir allgemeines m € Z sind die Aquivalenzklassen 0 < z < m,z € Z
[z] ={z,x+1-mz+£2-m,..}

=z + mZ

Wir bezeichnen diese Menge von Aquivalenzklassen mit

L] =m = Limz, = L,
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Der Restklassenring Z ,,z(Z modulo mZ):

mit zwei Verkniipfungen fiir [z], [y| in Z /7 :

[z] @ [y] == [z + Y]

[z] © [y] == [z - y]

Wohldefiniertheit von & und ®@. Fiir x,2,y,vy" € Z mit
[z] =[] und [y] = [¢/] gilt [2] & [y] = [2'] & [y/] und

[z o] =[] y]

Da [z] = [¢/] und [y] = [¢/] existieren ky, ko € Z mit
x—12 =kmund y —y = kym, sodass

(] @ [yl = [z +y] = (2" + kam) + (¢ + kan)] = 2" + /]
=[]

Genauso folgt: [z] ® [y] = [2'] ® [¢/]

Satz 4.16  (Zmz, D, ®) ist ein kommutativer Ring mit Elnselement.
Beweis: (1) (Z/mz, ®) ist abelsche Gruppe

(2) (Z/mz,®) ist Halbgruppe

(3) Es existiert ein multiplikatives neutrales Element

(4) (Z)mz, ®) ist kommutativ

(5) Distributivitét

zu (1) fiir [x] € Z )z gilt:
[2] @ [0] = [«]
(2] ® [—z] = [0]

m—x

[l @[yl = [z +yl=[y+2] = [y @ [z],V[z], [v] € Zjmz
Assoziativitat vererbt sich von Z.

70 (2) (Zymz, ®) ist eine Halbgruppe, da (Z, -) eine Halbgruppe ist.
(Hlol)oll=[yoll=[zy =[]y =I[lo(y o)

zu (3) V[z] € Z gilt [1] © [z] = [z]

zu (4) (Z,-) kommutativ = (Z/,z, ®) kommutativ



oyl =lz-yl =y 2] =[y] ©[z]

zu (5) Distributivitét folgt aus Distributivitat von (Z,+, -)
[z] © (W] @ [2]) = [2] © [y + 2] =[xy + 22] = [zy] & [z2]A
[zl @ ]) Oz = [z +y] © [2] = [z +yz] = [x2] & [y2]

Definition 4.17 Sei R ein Ring. R heifit nullteilerfrei, falls fir a,b € R gilt
a-b=0=a=0vVb=0Va=b=0

Satz 4.18

(Zjmz, D, ®) ist genau dann nullteilerfrei, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis: "=": wenn m keine Primzahl ist gibt es Nullteiler.

(2], [y] € Zjmz mit [z] # [0] # [y], aber [] © [y] =0

da m keine Primzahl ist, existieren x,y € Z mit x # 1,y # L,x #m,y #m
mit x -y = m.

= [2] O [yl = [z - y] = [m] = [0]

7<=" Seien [z], [y] € Z/pz mit [x] © [y] = [0]

= [z - y| = [0] damit existiert ein k € Z mit z-y =k -m
-> da m eine Primzahl ist, ist sie nicht zerlegbar

-> entweder x oder y ist durch m teilbar

-> damit ist [z] = [0] oder [y] = [0]

11



Kapitel 2 Vektorraume

1. Definitionen und erste Beispiele

Definition 1.1 Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel
(V,+,-) bestehend aus einer Menge V', einer bindren Verkniipfung
+:VxV =V

sowie einer Skalarmultiplikation

KXV -V

sodass gilt:

(1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe

(2) Fiir alle v,w € V und A\, p € K gilt:

Beispiel 1.2 Standardvektorraum
K" =[K x K x ... x K] (n-mal)

T
= : neKViel, ....n

Beispiel 1.3 K™ Abbildungen einer Menge M iiber einem Korper K.

Beispiel 1.4 Firn € Nist K" := K x K X ... x K (n-mal)
T

= ] |reK

12



Der Standardvektorraum(der Dimension n) iiber K mit

Addition in K
1 Y1 1+

neue Addition
Multiplikation in K
i) )\Il

und Skalarmultiplikation Al =

Tn ALy,
Skalarmultiplikation

0
Der Nullvektor 0 = | : | ist das Neutralelement der Addition in K™.
0
1 0+ 1
O+ : | = ; =
Tn 0+ z, Ty
X1 —I
Inverses von x = | : | € K" bezlglich +: —z =
Ty —Tn

Analog werdne die tibrigen Vektoraxiome fiir K™ tiberpriift anhand

der Eigenschaften von K.

Beispiel 1.5 Sei K ein Korper und M eine Menge.
KM .= {f| f Abbildung von M nach K}

ist mit [+ g)(x) = £(2) + g(a), f,g € KV

und [Af](z) == Af(x),) € K

ein K-Vektorraum.
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2. Linearkombinationen

Es sei (v, ..., vx) ein geordnetes k-Tupel von Vektoren v;
eines K-Vektorraums(K-VR) V.

Definition 2.1 Ein Vektor v € V heifit Linearkombination von (vy, ..., vy),
falls N1, ..., \p € K sodass v = \v1 + ... + A\pug
Ein Vektor v € V' heifit Affinkombination, falls zustzlich gilt:

k
S = 1.
i=1

Definition 2.2 Speziell fiir K = R(oder allgemeiner angeordneter Korper)

heifit eine Affinkombination A\jv; + ... + Agvg
k
Konvexkombination, falls Y Ay = 1. und zusétzlich
i=1

VA, Vi=1,....k: X\ >0 (somit auch \; <1)

Definition 2.3 Das k-Tupel von Vektoren vy, ... , v heiffit linear unabhéngig,

falls V()\l, 7>\k) e K" Moy + ...+ 2, =0= X\ =...= )\

andernfalls linear abhangig.

Lemma 2.4 Sei (vy, ... ,v;) linear unabhéngig.
(1) Fiir jede Permutation fiir 7 € Sym({1, ..., k}) ist
auch (vVz1y, Vr(2), .-, Ur(x)) linear unabhéngig.

(2) Jede Teilfamilie (vy, ..., v;) fiir @ < k ist linear unabhéngig

Beweis: (1) Sei 7 € Sym({1,...,k}) und seien Ay, ..., A\, € K
mit Ajvq) + Aovr(a) + oo + AUy =0

= /\ﬂ—l(l)vl + ...+ )\ﬂ—l(k)vk

= Aro1(1) = . = Apo1(gy) = 0

14



(2) Sei i < k. Angenommen es existieren A, ..., Ay € K mit
)\11}1 + ...+ )\ﬂ)i =0 und )‘j 7é 0, flir einj S {1, ,Z}

:>0:)\1'01‘|‘---‘l‘)\j'Uj+---+>\ivi+0'vi+1+---+0'vk
20

->Widerspruch zu Voraussetzung(lin. unabh.)

Beispiel 2.5 Im Standard VR K™ sind die Vektoren

1 0 0
0 1
AT 2T |k — te Zeile
: _ 0
0
0
en=1" sind linear unabhingig
0
1

Beispiel 2.6 (0) ist linear abhéngig.
x € V' \ {0} -> immer linear unabhéngig

(x,z,...,2) Wenn z mehr als einmal vorkommt, immer linear abhéngig.

Definition 2.7 FEine unendliche Familie von Vektoren in V heif3t

linear unabhéngig, falls jede endliche Teilfamilie linear unabhangig ist.

Proposition 2.8 Fiir n = 2 sind vy, vs, ... , v, linear abhéngig,

genau dann, wenn einer dieser Vektoren eine Linearkombination der

anderen ist.

Beweis: Seien vq, vs, ..., v, linear abhéingig, dann existieren
A, A2y ey A € K mit Ajvg + ... + v, = 0 mit A # 0

z.B. A = Avg = — AUy — ... — A\ U,

= )\1_1)\1@1 = —>\1_1/\2v2 - = )\IIAnvn

=1
= V1 = —>\;1>\2U2 — ... — Afl)\nvn

15



16

3. Unterraume

Sei V ein K-VR.

Definition 3.1 Eine nichtleere Teilmenge U C V heifit
Unterraum, falls VA, p € K¥Vu,v € U : Au+ pv € U

Bemerkung 3.2 Jeder Unterraum ist selbst ein K-VR.
Wegen U #03uecU:0-u+0-u=0¢eU.
Notation: U <V

Beispiel 3.3 (1) {0} <V, V <V
(2) Die Losungen eines homogenen linearen Gleichungssystems bilden
einen Unterraum.

a;; € K, x4, ..., x, unbestimmte
o117 ot 0pTy = 0
m1T1 + AmnLn=0

bilden einen Unterraum in K™.

(3) Betrachte den R — VR aller Funktionen von R nach R :R¥
Dann bilden: - die stetigen Funktionen einen Unterraum

-die differenzierbaren Funktionen einen Unterraum

(4) Betrachte die einmal stetig differenzierbaren Losungen

u € C'([0,1]) der Differentialgleichung u(t) = a(t) - u(t) fiir

a € C'([0,1]). Diese Losungen bilden einen Teilraum von C*([0, 1]).

Proposition 3.4 Seien U, W Unterraume des K-VR V. Dann sind:
(1) UNnW und
QQU+W ={utwlueUweW}
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Unterraume von V.

Beweis: (1) -> Aufgabenblatt 3

(2) 0 € U,0 € W da der Nullvektor in jedem Unterraum enthalten ist.
=0=04+0cU+W =U+W # @, da der Nullvektor enthalten ist.

Seien u + w,u' +w' € U+ W und \, N € K
= Mu+w) + N +w') =+ Aw + N + N’

= (Au+ Nu') + (Aw + V')
€U ew
=cU+W

O

Definition 3.5 Sei V ein K-VR M C V eine beliebige Teilmenge.
lin(M) :={\my + ... + Xgmyg | A, oo, A € Komy, oo ymy, € M}
falls M # @. Fir M = @ setze lin(@) := {0} - lineare Hiille.(Aufspann)

Bemerkung 7 C7” ist eine partielle Ordnung auf {U |U € V'}.

Proposition 3.6 Der Aufspann lin(M) ist der kleinste Unterraum
von V der M enthalt.
Beweis: Zu zeigen: lin(M) ist ein UVR: ohne Einschrankung ist M # &.

Seien A\ymy + ... + A\gmg, pang + ... + png € lin(M) und o, € K
= Q- (Alml + ...+ )\kmk) -+ ﬁ . (ulnl + ...+ ,uknk)

=almy + ... + e gmy + Brang + ... + Bl ng
€K eM €K eM  eKeM cK €M

Zeige: lin(M) ist kleinster Unterraum der M enthélt.
Sei U <V mit M CU. Zeige lin(M) C U.
Seien Ay, ..., A\, € K und mq,...,m; € M.

k
Zeige nun: Y A\;m; € U
i=1

Beweis per Induktion nach k.
Induktionsanfang: k=1, Aym; € U



k—1
Induktionsvoraussetzung: > A\;m; € U, k > 2
i=1
k k—1
Induktionsschluss: Y A\im; = > A\imy; + \gmy, € U
i=1 i=1

0

Induktionsprinzip: Familie von Aussagen (Ay)ken

Satz 3.6 Falls 3kg € N: Ay AVE > ko : Ap,m1 <= Ag,
Dann gilt auch Vk > ko : A,

4. Unterraume in R2

Offenbar: {0}, R* < R? ("triviale” Unterrdume)

Sei U < R? mit u € U,u # 0 = lin(u) :=lin({u}) = {\u| A€ R} C U
Falll: v € U \ lin(u)

Behauptung: U = R?

. U U1
Seien u = LU=
Uz V2

Offenbar (ujve — viug) # 0 wegen v ¢ lin(u)

denn sonst: u (m ) — (“1 ) — (Ulvl —viug ) _ (0 ) _0
b2 u2 ULV — VU2 0

= uy; =v; = 0 oder (u,v)abhingig
Widerspruch zu v¢lin(u)

(i) o)

Widerspruch zu v¢lin(u)

. 1 Uy v
Sei x = € R? = (vpm — v1T9) + (u1xe — ugmwy)
xro U2 V2
— U1V2T1 — U1V1T2 + U1V1T2 — U2V1T1
U2V2T1 — UQVIT2 ULV2T2 — U2V2T1
(ul’l)z — uQvl)xl X1
= = (U1U2 - U2U1)
(u1v2 — ugvy) w2 T

=z = (il ) - [é((vle — onze)u + (s — ustr V)

U1V2—UV
2 102 271
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5. Wie testet man lineare Unabhangigkeit?

Beispiel 5.1 u=|_ |,v=

0

o
N == O
g
I
I
_

m
Ze)

S

u, v, w sind linear abhangig, genau dann wenn
A\, 0 € R (A u,9) #(0,0,0), sodass Au + pv + Yw = 0

A+0+30=0
O+p+(-1)9=0
(DA +p+(—4)9 =0
0+2u+(-2)9=0

D.h. u,v,w linear abhangig, wenn das lineare LGS eine nichttriviale

0= u+ pv+Jdw =

Losung hat.
Wegen (—3)u + v + w = 0 heiflen die Vektoren linear abhéngig.

6. Basen und Erzeugendensysteme

Sei V ein K-VR.

Definition 6.1 (1) Eine Menge M C V heifit Erzeugendensystem
von V, falls lin(M) = V.
(2) Basis von V, wenn M ein linear unabhéngiges

Erzeugendensystem ist.

Beispiel 6.2 Im Standard-VR K™ bilden die Vektoren
Ty
ei, e, ... , e, eine Basis, dann | : =z1-€1+Xg- €+ ...+ T, €,

Tn

Beispiel 6.3 (u,v) ist Basis von lin(u, v, w) < R*

Beispiel 6.4  Sei (K, +,-) ein Korper und K’ C K, sowie
(K’,+,-) ein Teilkorper von K.= K ist auch ein K’ — VR

RCC (1,i) BasisdesR— VR C
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Definition 6.5 Ein K-VR V heifit endlich erzeugt, falls er ein endliches

Erzeugendensystem besitzt.

Satz 6.6 Sei V # {0} ein K-VR und (v;);es eine Familie in V. Dann sind
folgende Aussagen Aquivalent:

(1) (v;)ier ist eine Basis von V/

(2) (v;)ier ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem von V'

dh VI CT:linfv;|jeJ} #V

(3) (v;)ier ist eine unverlangerbare linear unabh. Familie,

d.h. V.J 2 1T : (vj);es linear abhéngig

(4) Jeder Vektor aus V' lésst sich eindeutig als Linearkombination

der Vektoren aus (v;);es schreiben.

Beweisstrategie: (1)=(2)=(3)=(4)=(1)
(1)=(2): Sei (v;)ier Basis von V. Dann ist (v;);er auch

ein Erzeugendensystem von V.

Angenommen es ist nicht unverkiirzbar, dann existiert
JGI:lin{v;|jeJ}=V

Sei i € I\ J Dann existieren vy, ..., v;
ALy s A € Kt wjg = My, + o+ Ay,

. mit (ji, ..., jx) € J und
= (v;)ier linear abhéngig; Widerspruch zur Voraussetzung,

dass (v,)icr eine Basis ist.

(2)=-(3): Sei (v;)ies ein unverkiirzbares Erzeugendensystem von V.
Behauptung: (v;);e; ist linear unabhéngig.

Wegen V' # {0} gilt I # @. Falls I = {io} eindeutig.

= v;, # 0 = v;, linear unabhéngig.

Also konnen wir Annehmen, dass I mindestens 2 Elemente enthélt.
Angenommen (v;);e; ist linear abhéngig, Jig € I : Jiy, ... i € I,
A, A € KD vyy = ANy, + .+ A, ist Erzeugendensystem
von V. Dies steht im Widerspruh zur Voraussetzung, dass v;

unverkirzbar ist.



Behauptung: Es existiert kein J 2 I : (v;)jes linear unabhéngig.
Angenommen es existiert ein J 2 I : (v;);es linear abhéngig,
dann existiert ein jo € J \ I; Da (v;);es ist Erzeugendensys. von V
= existieren iy, ..., i € [, A\1,..., A € K 105, = Moy, + ...+ A\gvy,
= (vs)ie1ugjo) linear abhéngig

= (vj) ey linear abhéngig -> Widerspruch zu v; lin. unabh.

Restl. Beweise verbleiben als Ubung.

Korollar 6.7 (Basisaustauschsatz)
Sei V' ein K-VR mit einem endlichen Erzeugendensystem
(v1,...,v,) von V. Dann existiert eine Teilmenge J C {1, ... ,n},

sodass (v;);jes Basis von V.

Bemerkung 6.8 Jeder endlich erzeugte K-VR besitzt eine Basis.
Alle K-VR Besitzen eine Basis.

(Beweis benutzt das sog. ” Auswahlaxiom”

[ZFC = Zermelo-Fraenkel-Choice], die iibliche Axiomatisierung

der Mengenlehre.)

7. Lineare Gleichungsysteme

Sei K ein Korper.

011271 + Q12T F ...+ 0Ty, = G
Q9171 + Q20Ts + ... + a2y = B

A1 T1 + Qoo + ... + Wy = B
* ist ein lineares Gleichungssystem(LGS)
Fragen: Gibt es Losungen?
efalls ja: ist die Losung eindeutig?
efalls nicht eindeutige Losungen, beschreibe alle Losungen

egibt es einen Alghorithmus?
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Definition 7.1
Das LGS (x) heit homogen, falls f; = Gy = ... = 3, =0

ansonsten heifit es inhomogen.

Bemerkung 7.2 Im homogenen Fall bilden die Losungen von (x)

einen Unterraum von K.
Spezialfalle

Beispiel 7.3 m =n =1 gegeben «, f € K gesucht, x € K, ax = f3
Fal: a 40=2=0-a!= g einzige Moglichkeit=-eindeutig
Fall: a =0 A 8 # 0 =keine Losung

a=0A(=0= x hat oo Losungen, oder die

Losungsmenge ist K.

Beispiel 7.4 m=1,n=2fir ay,as,p € K : ayx1 + asrs = f3

LosungemengeC K2

Fallunterscheidung:

a1 # 0N ag # 0 wihle A € K, setze x5 := \ und x4 :—3—3)\4-5—1

_o B
=Losungemenge: { ( a1 /\)\+ a1 ) ‘ A€ K}
Falls # = 0 = Losungsmenge = {)\- (_10‘1 ) ‘ A€ K}
= lin{_lg? } < K?

Q] = O/\Oéz 7£ 0

analog Losungsmenge

{2 per)

Falls zusatzlich =0 = { <(1) ) } Basis des Losungsraums
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o] = 0A Qg = 0
Falls zuséatzlich g # 0 =die Losungsmenge= &
Falls 3 = 0, dann ist jeder Vektor aus K2 eine Losung.

8. Der Gauf-Jordansche Eliminaitonsalghorithmus

Beobachtung:

11T+ ...+ ax, = 61
Q911 + ...+ ATy = 62

= % m — Gleichungen
A1 L1 F oo + O, = O
Die Losungsmenge von (*) dndert sich nicht unter den
Elementaroperationen:
(E1) Addieren zu einer Gleichung das A-Fache(A € K) einer
anderen Gleichung
(E2) Tausche 2 Gleichungen
(E3) Multiplizieren einer Gleichung mit A € K \ {0}

Falls a1 # 0: Subtrahiere z—i—fache von der zweiten.

Z—i’i—fache von der dritten abziehen

"‘Oé—’fll—fa,chte von der m-ten abziehen

Danach sieht das modifizierte LGS so aus:
1171 +a2T9 +... For, =5
0 +(&22—M>x2 +...

a11

Falls ;3 = 0 suche i € {2,3,...,m} mit ;; #0:
Vertausche 1. und n-te Zeile, falls das nicht existiert tue nichts

und verfahre wie oben.

Danach sieht das modifizeirte LGS so aus:



O ATy ot T =0
0 FagTs +-oo g = 5
. . . . (%)
0 +apets +ot+ aa, =0,

oz;j,ﬁ; € K die Zeilen 2,3,...,m bilden ein LGS wie unter (*)

mit nur m-1 Gleichungen und n-1 Unbestimmten.

Nach ingesamt hochstens m-1 Gauf3-Schritten entsteht:
Vi Ti V11401 L +e VinTn = 01

0 +72j2$j2 +eee V2nTn = 52
0 h Yrjr L, + ...+ YenTn = 67" (* * *)
0 0 =d
0 0 0 0 =0m

Pivot — Variablen
re{0,1,....m}, Vk e {1,...,r}y;, #0
1< <p<...<j-<n

Wie bestimmt man die Lésungen von ***(und damit auch von *, da wir
nur E-Operationen Ausgefithrt haben)?

Falll: 9,1 # 0 oder §, .2 # 0 oder....oder §,, # 0

=-keine Losung

Fall2: 57«+1 = Opy2 = ... = (5m =0
eWihle beliebige Werte aus K fiir jede Nicht-Pivot-Variable
eLose r-te Gleichung auf: z; = 'yr_]i (0r = Ve Tjoy — - — Yrnn)

eDanach die r-1te Zeile usw.

Bemerkung 8.1 r=nAd41=..=09,=0
= Eindeutige Losung
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Beispiel 8.2 K =R, m=3,n=4

T +13[L’2 +r4 = 17
\/5%2 +3l’3 =0
0 =3

r=2j1=1j2=2

Losungsmenge= @

Beispiel 8.3 K =F3 =73

Fs

+ [0 12 - [01 2

0 |01 2 0|0 0 0

1 |1 20 101 2

2 12 01 2 10 21

m=n=

r1 +x9 42x23 =0 1

I +2ZE2 =11I

214 +x3 =2 III

X1 +I2 +2I3 :0 I
2v9 4x3 =0 IV:II+1II
To =2 V:I41II

r1 +I9 —|—21L‘3 =0 1
20y +x3 =1 v

x3 =2 VI:V+IV

$3:2,$’2:2,1’1 =0

0
=Losung ist der Vektor (2 ) € F3
2

Der homogene Fall
r =Rang der Zeilenstufenform
In der Zeilenstofenform ist dann 6; = ... =9,, =0

Es gibt m Gleichungen mit n Unbestimmten



Wir konnen n — r verschiedene Losungen angeben.
e b, entsteht durch die folgende Wahl der nicht-Pivot-Variablen
k€ {1,...,n —r} man wahlt fiir die k¥ — te nichi-Pivot-Var. 1

und fur alle anderen 0

Proposition 8.4 (by,...,b,_,) ist Basis des Losungraums.
Beweis: Ubung

Fir r =nist 0 € K™ die einzige Losung.

Der inhomogene Fall

Im inhomogenen Fall bestimmen wir eine spezielle Losung =
fiir das inhomogene System nach B.

Jede andere Losung entsteht als Summe x und einer Losung

des zugehorigen homogenen System.

Beispiel 85 K=C,m=3,n=4

xry + X9 + x3 + x4 =0
2 +3iz — 142
r1 +3xe +(1+3i)xs +x4 =142

Losung siehe UE
Spezielle Losung 7 ist die Losung fiir

T3 =x4=0

Das zugehorige homogene System:

LL’1—|—5L’2+$3—|—JI4:0 I

hat Basislosungen by, by

bll b21
_ | b1 _ | b22 4
by = . by = ) eC
0 1
by in II einsetzen:
2b12+3i-1=0

— _3;
blg— 5t



b1 durch einsetzen in 1
bin+ (—3i) +1=0

by =—-1+ %Z
3‘
—353
- = 2
> by I
0

by durch einsetzen von by in 11
2b3s ++04+0=0
-> bgg =0
bo1 durch einsetzen von by in 1
byy +0+0+1=0
by = —1
-1
>by=| o
1
Insgesamt ist die Losungsmenge
T + lin(by, by)

—% —i -1+ 3 ~1
“r‘g-‘rl . —%i 0

= ) + lin i o
0 0 1

-> offener Unterraum in C*

9. Der Basisaustauschsatz

Sei V' ein K-VR der endlich erzeugt ist.

Lemma 9.1(Austauschlemma)

Sei (v1, ..., v,) eine Basis von V und w = A\jv1 + ... + A0,
fur \; € K. Ist A\, # 0 fiir ein k € {1,...,r} dann ist
(U1, e s Vg1, W, Vgy1, .-, Uy) Basis von K.

Beweis: (i) (E ist & = 1.(ansonsten umnummerieren)
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Zeige: (w,vq,vs, ... ,v,) ist Erzeugendensystem von V.

Sei v € V beliebig. Dann existieren pq, ..., u,. € K, sodass
U= V1 + o F Uy

v = /\il(w — XUy — .. — N0p), AL £ 0

= U=l (%w — AUy — ... — )\TUT> + oV + ...+ LUy

- —i—iw + (Mz _ u;;\2>u2 + ...+ (,ur — %) Uy

(ii) Behauptung: (w, vy, ..., v,) ist linear unabhéngig.
Seien i, pg, ... , ptr € K mit pw + povy + ... + v, =0
= UM V1 + pAUs + oo+ AU F oV + o+ U,

= puAv1 + (o + po)va + oo + (A + ),

Da (vq,...,v,) Basis = uA\; = pho + o = ... = pA. + p =0
Weil \; # 0,folgt: © = 0. Und damit puls + pe = ... = pX\. + . =0
Satz 9.2(Basisergidnzungssatz) Sei (v, ve, ..., v,) eine Basis von V und sei (wy, wy, ...

eine linear unabhangige Familie in V. Dann gilt n < r und
es existieren Indizes i1, ... ,i,—, € {1,...,r}, so dass

{wy, ... ,wy, vy, ... ,v; ) Basis von V ist.

Beweis durch Induktion nach .

TAin =0 i1 =1,ip=2,... 0, =7

IV: Sei n > 1 und sei {wy, ... , Wy, vy, ... ,v;,_,, ) Basis von V.
IS: zeige u <r

IV:in—1<r angenommen n =17+ 1

= (wy, ... ,w,_1) Basis von V| aber (wy, ..., w,)

-> Widerspruch zur lin. unabh. von (wy, ..., w,).
Behauptung: es existiert ein k € {1,...,7 —n+ 1} mit
(W1 eee Wy Vi oo s Vi3 Vi s ooe > Vipir)

Basis von V.

Nach IV existieren \;, u; € K mit
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Wy, = MWy + o+ AWy + Vs, + e 1 Vi

Angenommen 1y = pio = ... = fip1 =0
= wy, € lin(wy, ..., Wn_1)

->Widerspruch zu (w,, ..., w,_1) lin unabh.

Also existieren k € {1,...,r —n+1}: pu, #0

Die Behauptung folgt aus dem Austauschlemma.

Korollar 9.3 Jede Basis von V ist endlich.
Voraussetzung: V ist endlich erzeugbar.

Beweis: nach Voraussetzung besitzt V' eine Basis endlicher
Menge, (vy, ..., v,) fir ein 7 € N. Angenommen es existiert
eine zweite Basis von V' unendlicher Lange.

Daher existiert eine linear unabhangige Teilfamilie aus

r + 1 Vektoren. Dies steht im Widerspruch zum Basisaustauschsatz.
Korollar 9.4 Jede Basis von V' hat dieselbe Lange.

Korollar 9.5 Jede linear unabhangige Familie von Vektoren

aus V lasst sich zu einer Basis fortsetzen.

10. Der Dimensionsbegriff

Definition 10.1 Ist V ein K-VR so bezeichnet
. r, falls V eine Basis der Lange r besitzt
dlmKV =

00, sonst
die Dimension von V uber K.

Beispiel 10.2 (i) dimg K" =n, firn > 1
(i) dimg {0} = 0, da K© := {0}
(iii) dimeC = 1, dimgC = 2
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(IV) dlmQR =0

Proposition 10.3 Sei V ein K-VR mit dimgV <ocound U <V

echter Teilraum. Dann dimgU < dimgV

Beweis: Sei (uy, ..., ux) Basis von U, und (vy, ... ,vy,)
Basis von V.

Da U GV existieren v € V' \ U und v ¢ ling(vy, ..., vg).
Au Propostion 2.9 folgt (uq, ..., uy, v) linear unabhéngig

iber K = k+1<n=k<n O
Kor.9.5

11. Exkurs: Matroide

Definition 11.1 Sei E eine endliche Menge und 8 C (f ) die

Menge aller r-elementigen Teilmengen von F.

Das Paar (E, B) heifit Matroid, falls fiir je zwei verschiedene
A, B € B gilt, dass fir jedes a € A, ein b € B existiert, sodass
(A\ {a}) U {b} € B. a muss nicht notwendigerweise von b

verschieden sein.

Definition 11.2  Sei 9 = (£, B) Matroid.

eDie Elemente aus B heiflen Basis von 9.

eFine Teilmenge X von FE, heifit unabhéangig, falls es

eine Basis B € B von X gibt.

okin Element aus F heifit Schleife, falls es in keiner Basis vorkommt.
eline abhangige Teilmenge C' C E heifit Kreis, falls ein

x € C existiert, sodass C'\ {z} unabhéngig ist.

Beispiel 11.3 Sei E eine beliebige endliche Menge.
Dann ist (£, {{z} |z € E}) Matroid.
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Beispiel 11.4 Sei E ={1,2,3,4,5} und

B = {{1,2,3},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5}, {1,4,5}
{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5}} ({1,2,4} fehlt bewusst)
Dann ist (E,B) ein Matroid.

A={1,3,5}, B={2,4,5}
a=3,b=14

A\{a} ={1,5}
A\{a}U by ={1,4,5} € B

Proposition 11.5
Sei (E,B) Maroid. Dann haben je zwei Basen die selbe Linge.

Matroide aus Vektorraumen

Es sei (v1,v9, ... ,v,) eine endliche Familie eines K-VR V.
Wir setzen E; :={1,2,...,n} und B :={B C F|{v;|i € B} linear
unabhéngig iiber K und ling (v; |i € B) = V}.

Satz 11.6 (E,*B) ist Matroid.

Beweis uber Basisaustauschsatz fur V.

Beispiel 11.7 Betrachte den Q-VR Q? und die Vektoren

1 1 1 1 1
@lo |.ayf1 |.a@lo . a2 ] @]3
0 0 2 0 4
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Matroide aus Graphen

Definition 11.8 Das Paar (V, E) heifit (unendlicher) Graph, falls
V eine endliche Menge und £ C {{z,y} | z,y € V'}

ein oder zwei Elementig

Die Elemente aus V' heiflen Knoten, die Elemmente aus

FE Kanten.(«<>symmetrische Relation auf V)

Beispiel 11.9 (V, @) Graph
(V. (%) Graph

V={12,..,8}
Sei [= (V, E) ein endlicher Graph.

Hier sind:

E={{1,2},{1,5},{1,8},{2,2},{2,3}, {3,4},{4,5},{4,6}
{4,7},{5,6},{5,7},{6,7}, {6,8} }(symmetrisch)
:= {Teilmenge von Kanten in E, die zu einem aufspannenden

Baum von [ gehoren}

B = {{1,2},{1,5},{1,8},{5,4},{4,3},{8,6},{6,7}}

Satz 11.10 (F, B) ist Matroid.

32



Kapitel 3 Lineare Abbildungen

1. Definitionen und erstes Beispiel

Seien V,W Vektorraume tiber dem selben Korper K.

Definition 1.1 FEine Abbildung f : V — W heif3t linear iiber K, falls
Vu,v € VYA, p € Kt f(Au+ puV) = Af(u) + puf(v)

Definition 1.2 Sei f: V — W eine lineare Abbildung.
(i) Die Menge img(f) := {f(v) |v € V} = f(V) heiit Bild von f
(ii) Die Menge ker(f) :={v € V| f(v) = 0} heiit Kern von f

ﬂbungsaufgaben:

(i) img(f) <W

(i) ker(f) <V

Oy €V, f(Oy) = f(0-0y+0-0y)=0-f(0y)+0- f(Oy)

=0w

= Oy € ker(f) A Ow € img(f)

Beispiel 1.3 Sei V beliebig und vy, v, ...,v, € V

I
Dann ist die Abbildung f: K" -V :x = | : — Y x;v; linear.
T =1
T W
Seienx = | 1 |,y=1": e K"\, uekK.
In Un
Ar1+ py .
fx + py) = P = A )i =
i=1
AZpt  WYn

n

A (i) + :uil(yivi) = Mf(x) + pf(y)

=1

Es gilt: img(f) = lineare Hiille = ling (vy, ..., vy,)
und ker(f) ={z € K |z1v; + ... + 2,0, }



Hieraus folgt sofort ker(f) = {0} <= (v,...,v,) linear unabhéngig.

Proposition 1.4

Eine lineare Abbildung f : V — W ist injektiv, genau dann wenn
(im weitern g.d.w.) ker(f) = {0}.

Auflerdem gilt: Vu,v € V1 f(u) = f(v) <= u—v € ker(f)

Beweis: seien u,v € V. Dann gilt:

0= fu) = f(v) = f(u—v) <= u—velker(f)

Sei nun f injektiv und z € ker(f).
= f(z)=0ANf(0)=0=2=0

Sei umgekehrt ker(f) = {0}. Seien u,v € V mit f(u) = f(v)
= f(u)— flv)=0=u—veke(f)={0} =u—-—v=0
0J

2. Dimensionsformel und Rang

Fiir das Folgende erweitere ich die Addition der natiirlichen
Zahlen auf N U {occ}.
VneNU{oc} :n+oo:=00=:00+n

Satz 2.1[Dimensionsformel| Seien V,W K-Vektorraume.

Sei f:V — W linear. Dann gilt:

dimgker (f) + dimgimg(f) = dim(V)

J

Beweis: Falls dim(V) = oo ist dimgker(f) oder dimgimg(f) oder
beide = oo.

Wir betrachten den Fall, m := dimgker(f) < oo und

n = dimgimg(f) < co. Zu zeigen ist: dim(V) =m + n.

Nach Voraussetzung existiert eine Basis der Lange m

(v1, .., Uy) von ker(f).

Sowie eine Basis (wy, ..., w,) von img(f).
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Fiir jedes j € {1,...,n} existiert ein v,,4; € V mit
f(Vmas) = wj.
Zu zeigen ist nun: (vy, ..., Vp1,) ist eine Basis von V.

(denn = dim(V) =m +n)

Zunéchst Behauptung: ling (v, ... , Uppan) = V.
Sei v € V. Dann existieren py, ... , i, € K mit
f(v) = H1W1 + ...+ PUnWnp. = :ulf(varl) +. ,unf(varn)

f linear

- f(lulvm+1 + ..+ /JJnUern)

Behauptung: (vy, ..., Upip) linear unabhéngig.
Seien A1, ..., Apan € K mit \jvg + oo + ApanUman =0 (%)
lin. m min
TR0 = FO01 + o+ Antiin) = SN0+ S Nf(v;)
i=1

=m-+1
=0 =Wi—m

= Am+1U)1 + ...+ )\m+nwn

w;lin unabh.
= >\m+1 ::)\m—i—n:O

g)/\l’ljl —f- —|— )‘mvm = O
vilingabh. s A =0

O

Satz 2.2 Sei f:V — V linear und dim(V) < oo.
Dann sind Aquivalent:

(i) f ist injektiv

(ii) f ist surjektiv

(ili) f ist bijektiv

Beweis: finj <= ker(f) = {0} <= dimgker (f) =0
< dimgimg(f) =n <= img(f) =V <= [fbij. <= fsuj.

Bemerkung 2.3  Gilt nicht fiir dim(V') = oo.

Definition 2.4 Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Die Zahl
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rank(f) := dimgimg(f).
Falls dim(V') < oo ist der Rang die dim vom Bild von f.
rank(f) = dimg (V') — dimgker(f)

Beispiel 2.5 f: K" — K" lineare Abbildung, vy, ...,v, € K™:
T
— ixivi
. i=1
fbij. <= finj. <= ker(f) ={0} < {vy,...,v,} lin. unabh.
< {vy,...,v,} ist Basis von K"

3. Hauptsatz iiber lineare Abbildungen

Proposition 3.1

Seien V, W bedes K-VR. Sei {v1,...,v,} € V eine Basis von V/
und f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(i) ling ({f (v1), .-, f(vn)}) = img(f)

(ii) rank(f) ist die maximale Lénge einer linear unabhéngigen

Teilfamilie {f(v1), ..., f(vn)}

(iii) f ist surjektiv <= rank(f) = dimg (W)

(iv) finjektiv <= {f(v1),..., f(v,)} linear unabhéngig
(v) fbijektiv <= {f(v1),..., f(v,)} ist Basis von W

Beweis: zu (i) Sei L = ling ({f(v1), ..., f(vn)}).
A B
zz: L Cimg(f) und img(f) C L
(A) Sei w € L, d.h. es existieren Ay, ..., \, € K, mit
w=$nf0) = £ ()
= VYw € L = w € img(f), d.h. L C img(f)
(B) Sei w € img(f), d.h. Jv € V mit f(v) = w. Da vy, ..., v, eine

n
Basis von V' ist, existieren Aq,..., A, € K mit v = > \u;.
i=1

=1

=1 i=
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zu (i)

7 =7 fsurjektiv = img(f) = W = rank(f) = dimgimg(f) = dimg (W)
7 <7 rrank(f) = dimg (W) = dimgimg(f) Da img(f) < W ein
Unterraum von W ist folgt, dass img(f) = W ist und damit f surjektiv.
[img( f) ist ein Unterraum, da f(vy) und f(vq) € img(f) und A\p € K

folgt: Af(vi) 4+ pf(v2) = f(Av1 + pwo) € img(f)]

zu (iv)” = 7 f sei injektiv Fiopkt ker(f) = {0} <= dimgker(f) =0

PR dimpimg(f) = dimp (V) = {f(01), .., f(02)} lin. unabh.
7<= 7"{f(v1),..., f(vy)} lin. unabh.

= dimgimg(f) = n = dimgker(f) = dimg (V) — dimgimg(f) =0
= f injektiv.

zu (v) folgt aus (iii) und (iv).

Satz 3.2(Hauptsatz iiber lineare Abbildungen)

Sei {vy,...,v,} € V eine Basis von V und {wy, ... ,w,} € W beliebig.
Dann existiert genau eine lineare Abbildung f : V' — W mit der
Eigenschaft, f(v;) = w; Vi =1,...,n.

Beweis:
Sei v € V. Da {vy, ... ,v,} eine Basis von V' bilden, existiert

nach Satz 2.6.6 eine eindeutige Darstellung von V' als Linearkombination

denv;: v=> Av;, mit \; € KVi=1,....,n

i=1
Definiere nun: f(v) = Y \uw;
i=1

Da nun v; = 0v; + ... + 0v;_1 + 1v; + Ovjq + ... + Ovy,
folgt f(v;) = w;Vjl, ..., n. f ist linear.
Sei g : V — W linear mit g(v;) = w;, Vi = 1,... ,n.

Es gilt: g(v) = g(i)\ivi) = i)\@-g(vi) = i)\iwi = f(v)

also ist f eindeutig.

Sei V' ein K-VR mit dimg (V) =n < oo und {vy, ..., v,} eine Basis
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von V und {ey, ..., e,} die Standardbasis von K". Nach Satz 3.2
gibt es eine eindeutige lineare Abbildung f : K™ — V mit

fle;) =vVi=1,...,n.

Nach Proposition 3.1(v) ist f bijektiv.

Definition 3.3
Eine bijektive K-lineare Abbildung(lineare Abbildung zwischen K-VR) heifit

K-Vektorraum-Isomorphismus. Zwei Vektorraume V und W heiflen

isomorph, falls so ein K-VR Isomorphismus zwischen V' und W existiert.
Geschrieben: V = W

Bemerkung 3.4  Sei f:V — W ein Isomorphismus, so ist die
Umkehrabbildung ebenfalls ein Isomorphismus, d.h. bijektiv und linear.
(=Satz 3.2)

Korollar 3.5
Sei V' ein K-VR mit dimg (V) = n < co. Dann ist V' isomoprh zu K™.

Beispiel 3.6  Der K-VR der Polynome von maximalem Grad d K[t]4
ist isomorph zu K%tlda {1,¢,¢%, ... t?} eine Basis von K[t]; und die
Abbildung f : K9 — K[t]g,e; — t"  fiiri = 1,...,d + 1 ein

K-VR isomorphismus ist.
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4. Matrizen

Definition 4.1 Sei X eine Menge und m,n € N\ {0}
Eine m x n Matrix M mit Koeffizienten in X ist eine Abbildung
M:{1,2,...m} x{1,2,....,n} - X

Ubliche Notation als rechteckiges Schema:

1.Spalte 2.Spalte .. n—te Spalte
M(1,1) M(L2) - M(Ln) \ < 1. Zeile
v | M Me2 : — 2. Zeile
M(m,1) M(m,2) --- M(m,n) ) < m — teZeile

Bemerkung 4.2 K"(fir Kérper K) ist definiert als die Menge
aller n-Tupel, kann identifiziert werden mit der Menge K 1™}
und weiter mit K{'-n><{} (— Spaltenvektor)

und analog Zeilenvektoren K {1 {1} (Matrizen mit genau einer Zeile)

X = XALombx{L..n} st die Menge aller Matrizen in X

Seien V, W K-VR mit dimg (V) < oo und dimg (W) < oo.
Sei fener f: V' — W linear und B = (vy, ..., v,,,) Basis von V

und C' = (wy, ... ,w,) Basis von W.

Fiir jedes i € {1,...,m} existieren p;,, ..., p;, € K mit
f(vi) = piywr + o+ i, wy

Definition 4.3
Die Matrix [f]§ : {1,..,m} x {1,..,n} — K : (i,)) — p
heiit darstellende Matrix von f beziiglich B und C.
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5. Vektorraume uber linearen Abbildungen

Seien V, W K-VR. Dann ist WV mit der punktweisen Addition

und punktweiser Skalarmultiplikation wieder ein K-VR.

Definition 5.1 (i) Homg(V, W) :={f : V — W | f linear}
statt K-linearer Abbildung nun K-VR Homomorphismus
(ii) Endg(V, V) := Homg(V, V)

Proposition 5.2 Homg(V, W) ist ein K-UVR von WV.

Proposition 5.3 Seien U, V., W K-VR. Es gilt:

(i) Die Identitét idy : V — V : x + x ist linear.

(ii) Ist ¢ : V' — W linearAbijektiv, dann ist auch ¢ : W — V linear.
(iii) Sind ¢ : U — V,¢ : V. — W linear, dann auch ¢ o) : U — W

Beweis: (ii) Sei ¢ : V' — W linear und bijektiv. Seien wy,wy € W
und A\, Ay € K. Setze vy := ¢ (w1) A vy := ¢ (wo)

= ¢ (Mwy + Aaws) = ¢ (Ad(v1) + Aagp(v2))

= ¢ HP(Av1 + Aawa)) = Avr + Aoty

= Mo~ (wr) + Moo~ (wy).

(i) +(iii) UA

Proposition 5.4
Seien ¢, ¢o : U — V sowie 91,19 : V — W linear.
Dann : (i) 11 0 (¢1 + ¢2) = Y100, + 1106,
(ii) (¢1 + 1P2) © 1 = P10¢; + P00,
(iil) (A1) o 1 = A1 0 1) = Y1 (A1), A € K

Distributivgesetze

Beweis: (i) Sei u € U.

[1h1 0 (o1 + @2)](u) = Y1([d1 + P2](u)) = 1 0 (¢1(u) + Pa(u))



= 109, (1) + hrogy(u) = [1h10¢4](u) + [¢;00,](u)
= [th,00; + P1ogy](u)

(ii) folgt aus (i)

(iii) Ubung

Satz 5.5
(Endg(V),+,-) ist ein Ring mit dem Einselement idy

Beweis: o(Endg(V'), +) ist abelsche Gruppe, weil V' Vektorraum
o(Endk(V),-) ist Halbgruppe, weil Verkettungen beliebiger
Funktionen assoziativ sind.

e Einselement idy o ¢ = ¢ = ¢ oidy,

e Distributivgesetze sieche Proposition 5.4

Bemerkung 5.6 Da Endg (V') ein K-VR ist und Proposition 5.4(iii)
gilt ist (Endg(V),+,-,0) eine K-Algebra

6. Die allgemeine lineare Gruppe

Definition 6.1 GLg(V) :={¢ € Endg(V,V) | ¢ bijektiv}, V — KVR

Bemerkung 6.2 (GLg(V),o0) ist eine Gruppe.
Beweis: seinen ¢, 9 € GLg (V)

= ¢o1:V — V ist linear und bijektiv

e o ist assoziativ

e idy ist das Neutralelement bzgl. o

e ¢ € GLg (V) ist bijektiv, ¢! existiert

¢! ist eine lineare Abbilsung von V — V, linear und bijektiv

Beispiel 6.3 Seing{O,l}undV:ng{(8),(3),(?),(1)}

41



Die Vektoren e; = ( é ) und ey = ( (1) ) bilden eine Basis von V.

Bzgl. dieser Basis lassen sich die Elemente von Endy, (F3)

als 2 x 2 Matrizen schreiben:

(75 (3 9). (2 ()
(2000

Die Folgenden Matrizen gehéren u Elementen von GLg, (3

N CEDCDC D

1

7. Vektorraume uber Matrizen

Sei K ein beliebiger Korper.

Definition 7.1 Seien m,n € N\ {0}. Dann ist
K{l,... ;mrx{l,.. ,n} —. mxn
Die Menge aller m x n Matrizen tiiber K.
aip s Qg
= (ay)ijit=1,...,n;5=1,....m

am1 - Omn

Proposition 7.2 K™ mit Komponentenweiser Addition und

Skalarmultiplikation ist ein K-VR der Dimension m - n.

Beweis: Komponentenweise Addition:
(a)ig + (Byig == (o5 + By)iy
entsprechend: A - (ag5)i; == (A 0g5)i;

11
aip vt Olp
. . . . . «
indenifiziere Matrix S = ml
: ' Q12
Am1 Omn

amn

)

01
01

)

42
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Matrixmultiplikation

Wir definieren eine weitere Verkniipfung. Seien (oy;);; € K™
und (5);; € K™ fiir [,m,n > 1. Dann ist

(i%‘ '@k) = (aj)ij - (Byj)i
7=1 ik

die Produktmatriz von (ov;);; und (5;); ;. Die Abbildung
o . Kxm o Ky KM heifit Matrixmultiplikation.

Proposition 7.3 Die Matrixmultiplikation ist assoziativ.

Beweis Ubung [aber nur fiir m = n = [ = 1 kommutativ!!!]

oy
.
n
=3
)
o
NS
=
I
i

Beispiel 7.5 K =F,undl=m=n=2
01y (1 1Y) _ 10y (10
11 10) \1+1 1) \01

Proposition 7.6 [analog zu Prop 5.4]

Seien A;, Ay € K™ By, By € K™ )\ € K. Dann:
(i) A1(B1 + By) = A1B; + A1 By

(i) (A + Ag)By = A1By + Ay By

(iii) (AA1)B1 = A(A1B1) = Ai1(ABy)

Beweis: (ii): Seien 4; = (oY , — (@ ,
Bewes: (ii) ! < >” 2 ( )ij
By = (B)jx und (A; + A2)B1 = (ik)ik

m

== (ai(jl) n 041(j2)> By = Z (Oéi(jl)ﬁjk> n Z;(O‘i(f)ﬁjk)
J:

J=1 Jj=1



ferner ist A1 By = ) (Oéi(jl)ﬁjk) und Ay By = ) (@i(jZ)ﬁjk>

J=1 Jj=1

Die Algebra der nxn Matrizen iiber K

1 0 0

Die Matrix E,, := (_) Lot e K™ heifit n-reihige Einheitsmatriz
. ‘~‘ ... O
0 0 1

uber K.

Eine Matrix A € K™*™ heifit invertierbar, falls 3B € K™*" mit
AB = E,[dann folgt BA = E,)|

aber nicht allgemein!

Wegen E,, - E, = E, ist E, invertierbar.

Definition 7.7 GL,K :={A € K™*"| Ainvertierbar} C K™*"

Proposition 7.8 (GL,(K),) ist eine Gruppe.

Beweis: GL, K # @, da E, € GL,K,” - 7ist assoziativ
all DRI aln 1 .. 0 all
\v/ : - : c Knxn :

Anp1 - Qpn 0 - 1 QAm1 0 Qmn Qm1

in a11

]

-> Wir haben nur invertierbare Matrizen in der Menge, folglich hat jede

mindestens ein Element.

Beispiel 7.9 n=1,GLiK ={(a) |a € K\ {0}},E; = (1)
(@) - (b) = (a-b)

GL; K ist als Gruppe isomorph zur multiplikativen Gruppe der Korpers K.

Beispiel 7.10

= {(5 9)-(15)- (0 DG G (o))

A1n

Qmn
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Proposition 7.11 Diagonalmatrizen sind genau dann invertierbar,
wenn alle Diagonaleintrage # 0 sind.

-> Beweis klar

Neue Notation fiir Diagonalmatrizen.

aq 0 0
6(05170427'--70471) = 0 0
0 0 o«

5(@1, ,Oén> . 5<ﬁ1, 76n) = (5(0&161, ,Oénﬁn)

00 0 0
diag(51,52, ,(Sn) = 0 52
: 0

Proposition 7.12  diag(dy, 02, ..., 8,) X diag(u1, p, ..., fin)
= diag(5lﬂl7 52:“’27 ) 611“%)

Insbesondere ist die Einheitsmatrix eine Diagonalmatrix.

Diagonalmatrizen sind genau dann invertierbar, wen alle E#£ 0.

51 40,6, 40

Analog zu 5.5 gilt:
Satz 7.13 Das Tripel (K™*", +, x) ist ein Ring mit dem Einselement E,,

Bem 7.14 K™ ist wegen Prop 7.6(iii) eine K Algebra, ihre Einheitengruppe
ist GL,(K)=Menge der Elemente die ein multiplikatives inverses
haben.

Erganzung: Summen von Vektorraumen

Sei V ein K-VR und U <V, W <V zwei Untervektorraumev von V.
Dann ist die Summe U + W <V gegeben durch:
U+W={u+w|uelU weW}

Diese Summe heifit direkt, falls UNW = {0}.
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Satz Falls dim(V) < oo :
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W)

Beweis: Sei {vy,...,vs} C UNW eine Basis von U N W.

Ergénze diese Basen zu By = {vy, ..., vs, U1, ... , Uy} von U
und By = {vy, ..., vs, w1, ..., w, } von W.
Behauptung: B = {vq, ..., Ug, U1, .. , Uy, W1, ... , Wy } ISt eine

Basis von U + W, d.h. (i) U + W = lin(B)
(ii) B ist linear unabhéngig

zu (i) sei v =u+w € U+ W. Dann ist u € lin(By) und
w € lin(Bw ), also ist lin(By U By) = lin(B).
Umgekehrt gilt lin(B) C U + W ist.Somit ist lin(B) = U + W.

zu (ii) Seien A, p1;, pix € K mit

D Aivi + D pjug + Y ppwy, =0
i=1 j=1 k=1
unw

Setze v = > Nv; + D pju; € U
i=1 i=1

k

MWy € W
1

n

Also ist v € U N W und besitzt damit eine eindeutige Darstellung

beziiglich derBasis vy, ..., vs. Folglich gilt p; = 0Vj =1,...,m
und pp = 0Vk = 1,...,n. Daraus folgt: > \v; = 0.
=1

(]

Dann gilt auch \; =0V: =1, ...,s. Also ist B eine Basis.
Nun gilt dimg(U+W)=s+m+n=(s+m)+(s+n)—s
O
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8. Lineare Abbildungen aus Matrizen

T
Sei K ein Korper, A = (ay;)i; € K™ " undz = | : | € K" = k™!
Tn,
Spezialisierung der Matrixmultiplikation:
Q11 Qin L1 Q111 Q122 - Apdp
A= 0 )=
QAm1 0 OQmp T Am1T1 Op2T2 - Qmpdn
Bemerkung 8.1 Das lineare Gleichungssystem
apxy +eoo+ apr, =06
11+t QT = 571
ldsst sich schreiben als Ax = b [Schreibweise (A | b)] mit
T bl
A=(ay)i; e K™= | €K b=|: | €K™
Tn bm
O ¢ P G|
und (A |b) := :
am1  **° Qmp ﬂn

—erweiterte Koeffizentenmatrix

Lemma 8.2 Die Abbildung ¢4 : K™ — K™ : x — Ax ist linear.

Beweis: Seien \,p € K, z,y € K", A € K™*"
Pa(Ar + py) = A(Az + py) = A(Az) + A(py)

= \(Az) + p(Ay) = Ada(z) + pdaly)
O

Q1
Lemma 8.3 ¢a(e;) = Ae; = | = i — te Spalte von A

Qmy
Hieraus folgt: img(¢,) = ¢a(K™) ={be K™|Jdz € K" : Az = b}
= ling (¢aler), ..., palen))
= Unterraum von K™ aufgespannt von Spalten von A

=: Spaltenraum von A
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Der Rang einer Matrix

Definition 8.4 Der Rang einer Matrix A ist definiert als,

rankg A ;= rankg ¢, = dimgimg ¢4 = Dim. des Spaltenraums

1 01
Beispiel 8.5 Betrachte A = (0 1 2) € F3<3

Wende Gauf3-Jordan-Elimination auf das LGS Az = 0 an.
Wir erhalten eine 3 X 3 matrix in Zeilenstufenform:

1 0 1
B=10 1 2 |, — > Spalte1,2sind lin. unabh. Vektoren
0 0 O —>dim Spaltenraum = 2

Der Rang der Zeilenstufenform von B ist 2.
Der Rang der Matrix B ist 2.
Der Rang der Matrix A ist 2.

Satz 8.6 Der Rang einer Matrix A € K™*" ist genau der Rang einer
Zeilenstufenform eines LGS Ax = b fiir b € K beliebig.

Beweis: Klar, dass es auf die rechte Seite b nicht ankommt.
Wir zeigen, dass die elementaren Zeilenoperationen
(E1),(E2),(E3) den Rang der Koeffizientenmatrix nicht &ndern.

(E1) Addiere zur i-ten Zeile, das A-fache der Zeile j. A € K i # j

Dann ist die transformierte Matrix A’ = L - A,wobei

L= Eqy+ AE;; und Ejj = (ptg) g mit pup = {1 falls (¢, j) = (,1)

0 sonst
1 0 0 O
0 A
L= , A befindet sich in der j — ten Spalte in der ¢ — ten Zeile
0
0 : 0 1

Wegen i # j gilt(E; ;)* =0

m
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= E2 = E,
—>LeGL,K

(E2) Tausche Zeilen i und j, i # j.

Dann ist die tranformierte Matrix A’ = LA mit

1 | 0 0 | 0
-0 = — 1 =—
~lo |1 0 | o0
L_0\01\0
-1 — — 0 -
0] 0 0 | 1

die Permutationsmatrix(Transpositionsmatrix)

Satz 8.6 Dem Rang der Matrix A € K™*" entspricht der

Rang einer Zeilenstufenform zu Ax = 0 aus Gauf3-Jordan.

Beweis: (E1) ist dasselbe wie Multiplikation mit einer Matrix
LeGL,K vonlinks A — L - A

eKTnXm eKan

(E2) Analog

(E3) Multipliziere die i-te Zeile von A mir A € K \ {0}
dann ist die tranformierte Matrix A’ = L - A fiir
L = diag(1,..., 1,A,1,...,1) € GL, K

i—te Stelle
Ar=1b
Sei nun A” eine Zeilenstufenform in Az = 0.
Dann existieren Ly, Lo, ..., L;, € GL,, K mit
A" =Ly -...-Ly-Li-A=:L"
Wir werde zeigen in Satz 8.11:
€End(K™)

¢A” ¢L// (bA sind invertierbar
€Hom(K",K™) €Hom(K"™,K™)

= img ¢pA” = ¢ (img pA)
rank(A”) = dimgimg ¢ v = dimgimg ¢4 = rank(A)
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Lineare Abbildungen aus Matrizen

Satz 8.7 Die Abbildung ® : K"*" — Hom(K™, K™) : A ¢4
ist ein K-linearer Isomorphismus. Die Inverse ®~! ordnet einer
linearen Abbildung ¢ € Hom(K™", K™) die Matrix z[¢] beziiglich
der Standardbasen von K™ und K" zu.

Beweis: Behauptung: ® ist bijektiv. Seien A, B € K™*" und

¢a = ¢p. Offenbar gilt: [¢pa] = A. Damit gilt A = [¢p4] = [¢z] =B
d.h. & ist injektiv.

SEi ¢ € Hom(K™, K™) beliebig. Dann ist ®([¢]) = ¢.

d.h. & ist surjektiv.

Behauptung: & ist linear. Seien A, B € K™*" A\, u € K.
O(AA+ uB)(x) = ¢(AA+ puB)(x) = (AA + pB)(z)

= Mz + pBx = AAz) + p(Bz) = (Apa + uop)(x)

— N@(A)) + u(@(B))](x)

Bemerkung 8.8 aus Proposition 5.3 folgt
A6 + ] = Ag] + p[Y]vA, i € Ko, 0 € Hom(K™, K™)

Korollar 8.9 dimgHom(K", K™)=m-n

Beispiel 8.10 K =R, m = n = 2 Betrachte

(2 41 (-2 0
A_(; 0>,und3_<0 2)

Dann ist ®(A + B) (?) = (

2

- 2$1—$2 —2271 o
-() ) = (

= ®(A)(z) + (B)()

= DO N= O
OL N’,L
~ —
RS
~ —
+ |
/\/"\
=
Oll\,) »—-H‘
wo T8
~ =&
R
55—
~_

Satz 8.11 (i) VA € KX™YB € K™ : ¢pp = ¢4 0 ¢p
(ii) V¢ € Hom(K', K™)V¢ € Hom(K™, K™) :[¢ o ¢] = [¢][¢)]
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(iii) Die Abbildung ® : K™*" — End(K") : A — ¢4 ist ein
(VR-Isomorphismus) und ein Ringisomorphismus.
Insgesamt ist ® ein Isomorphismus von K-Algebren.

¢ Ring-Iso..®(A+ B) = ®(A) + ®(B) (8.7)
®(A-B)=P(A)-®(B) (nochzz)

O ist bijektiv. (8.7)

Beweis: Wir beweisen zunéchst die erste Aussage.
Seien A € K" B € K™" = Vo € K"(¢40 ¢p)(x)
= ¢a(05(7)) = ¢a(Bx) = ABx = (AB)(x) = ¢ap(7)

Die zweite Aussage ist analog zu beweisen.

9. Die Transponierte einer Matrix

Seil A:(aij)ij e Kmxn

all ... DY aml
Definition 9.1 Die Matrix A = (iji)j,i = (xij)i,j = 12

aln ... DN amn

Offenbar A" = A, und Diagonalmatrizen #ndern sich nicht unter Transposition

Prop 9.2 Dann gilt: (AB)" = B"™ x A"

Korollar 9.3  Wenn A € GLnK, so auch A" € GL,K und (A")"' = A~
Beweis: A" x A1 22 (A x A" = E" = E,

Bemerkung 9.4 Der Zeilenrang von A ist definiert als Dimension des Zeilenraums.

Korollar 9.5 Fir A € K™ gilt: rank(A") = rank(A)
Beweis: Sei A’ = LA Zeilenstufenform von A(wie in 8.6) Hierfiir gilt
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rank(A’) = rank(A4’)" = rank(A) = rank(A’)" = rank(LA)"™ = rank(A" L")
= rank(A")

10. Matrizen aus linearen Abbildungen 11

Sei V ein K-VR mit dimV = n, und sei B = (b, by, ..., b,) irgendeine

Basis von V.

Fiir v € V existieren eindeutig Ay, ..., A\, € K mit
v=Ab + ... + \ub,
A1
setze vjp:=| : | € K"
An
Die Abbildung kp : V' — K™ : v+ [v]p ist eine bijektive lineare
Abbildung sprich ein K-VR Isomorphismus, weil das Bild der Basis B unter
0
der Abbildung kg wegen [b;|p = | 1(i — te Stelle) eine Basis von K™ ist.

0

Seien V und W endlichdimensionale K-VR mit Basen B = (b1, ..., b,) und
C=(c1,...,cm) von V bzw. W,
Dann ist fiir eine lineare Abbildung f:V +— W

1115 = (f ()], -, [ (ba)]c)

Bsp.: K =F5 = Z 1z, U=F;W=Fn=2m=3
f:V—>W:{b1'_>261+3C2

(0)
(6)C)-0)

C ist linear unabhéangig, da die Vektoren in Zeilenstufenform stehen.
2

[201 + 302]0 = (3)
0

C =



Proposition 10.1 fiir alle v € V gilt: [f]§ - [v]s = [f(v)]c

Dies ist gleichbedeutend mit [f]G = [k¢ o f o k]

Beweis: Wir betrachten die lineare Abbildung v — [f]$[v]5

und v — [f(v)]c v — K™

Um zu zeigen, dass diese beiden linearen Abbildungen gleich sind,
geniigt es nach dem Hauptsatz tiber lineare Abbildungen sie auf

einer beliebigen Basis zu vergleichen:

2.B.: [f1 - [bilz = [f]% - es = ()i — te Spalte der Matrix [f]G = [f(b:)]c

o= (1) :[f<v>]c=[f]g-[vJB:(§ %) (3) - (g) e

Wir definieren U5, : Homg (V, W) — K™ : f s [f]5

Satz 10.2 Die Abbildung ¥ ist eine bijektive K-lineare Abbildung
sprich ein K-VR Isomorphismus.

Beweis: Linearitat folgt aus Distriutivgesetzen.

Wir wissen dimg K™*" = m -n = dimgHomg (V, W)

Daher gentigt es fiir die Bijektivitat die Surjektivitat oder Injektivitat

Zu zeigen.

Die Matrizen e; ; := (&,x)i; bilden eine Basis von K™*", wobei

g 1fallsk,l =1,j
Lk = 0 sonst

D.h. es geniigt zu zeigen, dass Vi € {0,...,m},Vj € {0,...,n}
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existiert f € Homg(V, W) mit ¥§(f) = e, ;.
Seien i,j gegeben.

Zur Konstruktion von f; ; lege Werte auf einer Basis fest,

z.B.: auf B. f; ;(by) := (Cj fallsk =i ¢y

0 sonst

Bemerkung 10.3 Speziell : V = K" und W = K" sind B und C Standardbasen,
dann gilt: UG = ¢!

Proposition 10.4 Seien U,V,W mit Basen A ,B,C
(und q=dim(U), u=dim(V), m=dim(W))

Vv eV [flgrp = rc(f(v))
Fiir lineare Abbildungen g : U — V, f:V — W gilt:

[fogld =1[flgol9)d

Das Diagramm ist kommutativ.

U 9, 1% EN W

kTl ks kg TR g Tl Re
v 915 n (15 m
— K - K
Beweis: [fog]g: [/gcofogo/gal] = [/icOfO/iBOfiélogO/ﬁg’l] =

[ﬁcofo,‘fgl] kB ogom@l]

11. Basiswechsel

’

Seien B = (by,...,b,) und B’ = (b, .

Jedes v € V lasst sich darstellen als Linearkombination von B bzw B’ :

A\ A
rp(v) = [v]s = ( : ) und [v]pr = ( : )
An A,

’

b

5 Un

) Basen von V.

o4
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S1i
Insbesondere gilt fiir by, ...,b,: [b]p = ( : ) bl = e

Esgilt: S:=| : . | =[d?

. . . . . . I
Dies ist die Transformationsmatrix des Basiswechsels von B nach B

Die Spalten von s bilden eine Basis von K™ (und kp bijektiv) =8 invertierbar

Es gilt: S~ = [id]Z .

Beispiel 11.1 Seien V =R?, B = (e}, ¢3), B’
) (2 —1 112 1
Dann ist S = (1 9 ) und ST = ¢ (_1 2)
Das ergibt sich aus folgender Rechnung;:
2 —1 2 1 5 0
1_ -1 =
5 (1 2)(—1 2) 5(0 5) b

v:i=e; + 2e;

e =s7e=1 2y (3) =1 (5) = ()

I
VRS
N
)
~
N
o |

—_
~~
~_

Proposition 11.2 Seien f : V — W linear. Ferner seien B, B" Basen von V und C,C’
Basen von W.

Setze S = [idy]%, und R = [idw],
Dann gilt:

15 =RfAG-S

/15 = RIf]g - S~



12. Nochmals lineare Gleichungssysteme

Betrachte lineares Gleichungssystem tiber Korper K

o+ - Fapr, = G
: (*)
WmTm+ - FOamTm = O
Matrixschreibweise:
Ax=1>
b
mit A = (a55);;,0=|
Bn
T
und x =
T

Erweiterte Koeffizientenmatrix (A[b) € K™*(+1)

Zugehoriges homogenes System
Ax =0 (**)

12.1 Basislosungen des homogenen Systems

Die Losungen von (**) bilden einen Untervektorraum U von K™
Dabei ist dimU=m-rankA=: k.

Eine Basis (u, ..., ux) von U heifit System von Basislosungen von (**)

Jede Losung von (**) ist eindeutige Linearkombination von wuy, ..., u,

12.2 Existenz von Losungen

Das homogene System hat stets die triviale Losung 0.

Proposition 12.2.1 Aquivalent sind:

(i) Das inhomogene System Ax = b hat mindestens eine Losung
(ii) Die rechte Seite b liegt im Spaltenraum von A = img(¢,)
(iii) rank(A) = rank(A|b)
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Proposition 12.2.2 Aquivalent sind:

(i) Das lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt fiir jedes b mindestens eine Losung
(i) Die lineare Abbildung ¢4 surjektiv

(iii) rank(A) =m

12.3 Die Menge aller Losungen des inhomogenen Systems
Angenommen das inhomogene System (*) hat die Losung z; € K.
Dann ist x; + U := {SL’I+U|U€ U} = {xi+/\1u1+...+)\bub|)\€[(}

die Menge aller Losungen von (*) (offener Unterraum von K™)

12.4 Quadratisches Gleichungssystem
Sei m=n, das heiit A € K™ quadratisch.

Proposition 12.4.1 Aquivalent sind:

(i) Das lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt eine eindeutige Losung

(ii) Das lineare Gleichungsystem Ax = b besitzt fiir jedes b eine eindeutige Losung
(iii) rank(A) = n

(iv) Ae GL,K

Bemerkung

C = ([0, 1]) ist gleich der Menge aller stetigen Abbildungen von [0, 1] nach R
Bsp.: fiir lineare Abbildungen auf V.

[V =V fw [ f(z)dx

JOf (@) + pg(e)dx) = A [ fx)dx + p [ g(x)dx
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13. Matrixgleichungen und Matrixinversion

Seien A € K™*™ und B = K"™*P gegeben.
Wir bezeichnen die k-te Spalte von B mit by d.h. B = (by, ..., b,).

Fiir jedes k € {1, ..., p} erhdlt man ein lineares Gleichungssystem
Ax = by, (%)

Falls existieren (), z® .. 2® ¢ K" mit Vk € {1,...,p}, Az® = b,
dann lisst sich die Matrix X bilden mit X = (z™,2®, ... 2®) ¢ K™*P

Wir definieren mit (**) AX = B die Matrixgleichung.
Falls (**) eine Losung besitzt, bilden die Spalten von X € K"™*? simultan
Losungen fiir die p-Gleichungen (*).

Beispiel: K =3 =Z13z, n=n=2,p=3A= (g 171)

— . _ (1) (2 .(3) ; —
B = (3 1) Gesucht: X = (.ZE , LY, ) mit AX = B

Erweiterte Koeffizientenmatrix:
0 1115 9 0
2 71341
Berechne Zeilenstufenform mit Gauss-Jordan(Zeilentausch):
2 713 41
0 1115 9 0

Riickwirts einsetzen ergibt die Losungen (), 22| 2
11-25) =5
) =11"1.5=6-5=30mod13 =4

3)

2.0 4+7.4=3
dV=21.3-28)=2"1.1=7

L) — <I>



2 _ 7-(4—14) _ (38
6-9 2

2-1.1 7

(3) — =

= (") = (1)
T8 7

X = (4 2 O)

Spezieli m =n=pund B =F,

Dann ist AX = FE,, X € K™"
Das System besitzt eine Losung <— A € GL, K

.. 0 11
Beispiel: K =3, A = (2 7)
0 11|11 O
2 710 1
Zellentausch 2 710 1
0 11j1 0

2. Ze11e6 ( ‘ )

1.2+6:2.2 ‘ 10 1)

7 5 7
01 6 0

Bestimmung der Losung fir AX = B fiir A invertierbar: X = A™'B

Beisniel (3 TN(B3 90\ _ (787
2Pt g o J\3 4 1) \4 20

||N
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Kapitel 4 Affine Geometrie

1. Quotientenraume

Sei V ein K-VR und U <V ein Unterraum von V.

Definition 1.1  Seiz € V. 24+ U := {x + u | u € U} Nebenklassen von x bzgl. U

Proposition 1.2 V/U :={z+ U |z € V'} ist eine Partition von V.
Beweis: Offenbar: V/U {iberdeckt V, denn: z € x + U, weil0 € U
Seien z,y € Vund z € (x+U)N (y + U)

= Ju,v €U : z4+u=z=y+uv =>rx—y=u—u €U

Damnist t + v =y+uv —u+u" €y+ U, dh. 2 +U <y+U

Aus Symmetrie folg x + U =y + U U

Auf V/U lasst sich eine Addition und Skalarmultiplikation definieren:
(x+U)+(y+U):=(x+y)+ U und
Mz +U):= )+ U

Proposition 1.3 / Definition 1.4 Das Tupel (V/U,+, ) ist ein K-Vektorraum

der Quotientenraum von U nach V'

Proposition 1.5 Ist V' endlichdimensional, so gilt dim(U) + dim(V/U) = dim(V')
Beweis: Sei (ug, us, ..., ux) Basis von U. Dann existieren

(vy, V2, ..., V), sodass (u,, U, ..., Uy, U1, Vs, ..., Uy, ) Basis von V.

Definiere lineare Abbildung

OV =V i Au + ... + Mg + 101 + oo F U — 101 F el Uy

= kerp =U

= dimimg ¢ =dimV — k



Proposition 1.6 Sei ¢ € End(V') mit ¢(U) < U.

Dann definiert ¢ : V/U - V/U : 2+ U — ¢(z) + U

eine lineare Abbildung auf V/U

Beweis: Zu zeigen: Wohldefiniertheit: Seien x,y € V mit
r+U=y+U alsor—yeU

= ¢(x) —o(y) =d(x —y) + U= o(x) + U =o(y) + UD

= lin Abbildung ¢V/U — V/U : x + U > ¢(x) + U
¢(/\1U1 + ...+ )\kuk + v+ .+ vam) = U117 + ... + UmUm
= ¢ surjektiv = dim(V/U) = dim V — kO

2. Affine Unterraume

Sei wieder V ein K-VR.

Definition 2.1 Ein Affiner Unterraum von V ist eine Nebenklasse(x+U) bzgl.
eines belibigen (linearen) Unterraums U. Die Menge aller affinen UR
von V wird mit AG(V') bezeichnet. wir setzen dimy(x + U) := dimU.

AGWV):={z+Ul|zeV,U eV}

i 1-[m
v

? L]
O-Lem. affiner LIK

W

-+l gl zweschen U und x+L
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Definition 2.2  Fir vy, ...,v,, € V und Ay, ..., \,, € K heifit die Linearkombination
Av1 + ... + Apvp Affinkombination, falls Y A\ =1

=1

Die Menge aff (M) := { vy + ... + Aoy | N € Kyv; € MY N =1}
i=1

heif3t affine Hiille von M.

Proposition 2.3 Fir M <V ist aff(M) der kleinste affine Unterraum, der M enthélt.
Beweis: Sei x € M und vy, ...,v,, € M sowie A\, ..., \,, € K

= =1 =1

=1

Es gilt: YA\ +1— > \; =1 und daher

=1 =1

aff(M) =z +1lin{y —x |y € M}

Wird lin{y — z | y € M} kleinster Unterraum der {y —x |y € M}
enthalt, folgt die Behauptung.
U

2.4 Abschnitt uber Matriode

Definition 2.5 Ab jetzt: V = K" endlichdimensional!
Die affinen Unterraume der Dimensionen 0,1,2, n-1

heiflen (affine) Punkte, Geraden, Ebenen, Hyperebenen.
AG,(K) := AG(K™)

Die affinen Uterraume von K" sind genau die Losungsmenge von
linearen Gleichungssystem endlich vieler linearer Gleichungen in
n Unbestimmten iiber K.

Die linearen Unterraume sind genau sind genau die Losungen
linearer GLS.
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Proposition 2.6 Fiir jede affine Hyperebene H existiert eine lineare Abbilsung
¢y K" — K und g € K mit

auch Linearform genannt
H={z e K"|¢u(z) =05}

Umgekehrt ist jede solche Menge eine Hyperebene.

Beweis: Sei H =2+ U mit x € K" und U < K™,

wobei dim(U) = u — 1.

Dann existiert eine lineare Abbildung ¢ : K™ mit ker ¢, = U.
Aus der linearitat von ¢y folgt die Behauptung.

O

Defenition 2.7 Zwei affine Unterrdume x + U und y + W mit 1 < dim(U) < dim(W)
heiflen parallel, falls U < W. Zwei nichtparallele disjunkte affine

Unterrdume(der dim > 1) heiflen windschief.

o
(a1,..an)| ¢+ | =z + ..+ o, =0

Tn

Beispiel: K =3,V = F3
Es bilden die Verbindungen der 9 Punkte eine affine Ebene.
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Definition 2.8 Eine Abbildung ¢: K" — K" der Form
o(z) =v+Y(z) fir v e K™ ¢ € Hom(K™, K™) heifit affin.

Jetzt K =R,V =R", M CV
pos(M) := {1 + ... + Aoy [ N € Riv; € ML A > 0}
heifit positiver Kegel von M.

conv(M) := pos(M) N aff (M) heifit konvexe Hiille.

£

\ vi$v2

w1

V2

e

\ﬁ(h’l]

Definition 2.9 ein (konvexes) Polytop in R" ist die konvexe Hiille von

unendlich vielen Punkten.

Porposition 2.10 Sei P C R" ein Polytop und ¢ : R® — R™ eine lineare Abbildung
= ¢(P) ist ein Polytop in R™.



Kapitel 5 Determinanten

1. Voriberlegungen

Sei K ein beliebiger Korper, n > 1.

Ziel: Einfiihrung einer Abbildung

det : K™" — K

mit den Eigenschaften:

(i) det(E,) =1

(ii) det(AB) = det(A) - det(B), VA, B € K™

(iii) det(A™) = det(A)

(iv) det(A) # 0 <= Ainvertierbar(A € GL,K)

(v) Fiir K = R beschreibt die Determinante einer Matrix A
det(A) das Volumen des Parallelepipeds das von den Spalten von

A erzeugt wird.(egal ob Spalten oder Zeilen)

a a
A= 11 12 n= 2
azr  a22

Falls A = E, so ist P(A) = [0,1]"
der Einheitswiirfel = conv{e, | X C{1,...,n}}

er = Y6

i€X
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2. Multilinearformen

Definition 2.1 Eine Abbildung F': K" x ... x K" — K heift:
—_—
n mal
(i) Multilinearform auf K™(auch n-Form)

Vie{l,...,n}Vuy,...,v, € KN\, u € K,Ve,y € K" :
F(v1, .., U1, AT+ 1y, Vig1, e s Up)
= ANE(U1, oo, 01, Ty Vi1, e, Up) + W (U1, o, 021, Y, Vit oo, Up)

Das heifit: F' ist in jedem ihrer Argumente linear.

(ii) alternierende Multilinearform, falls (i) und zusétzlich gilt:

F(vy,...,v,) = 0,falls existieren ¢ # j mit v; = v,

(ili) normierte alternierende Multilinearform (oder Determinantenform)
falls (i), (ii) gelten und zusétzlich: F(ey, ..., e,) =1

Bemerkung 2.2
In der Literatur findet sich manchmal statt der Bedingung (ii) die
folgende Bedinungung;:

) F(... ,z, ...y, ..)=—F(..,y,...,z,...)

i.Stelle  j.Stelle i J
es gilt: " (ii)=-(*)"(Vor. (i) gilt!), denn (ohne Einschrinkung n = 2):

F(a,y) + Fly,2) 2F (2,y) + Fly,2) + Fz —y,z —y)
9 P(e,y)+ F(y,2) + F(z, 2 —y) — Fy,2 — y)

) (x,y+x—y)+ Fly,x —x+y)

= F(z,2) + F(y,y) 20 <= Flz,y) = —F(y,z)

F
F

-> Die Umkehrung gilt im Allg. nicht!!!
2:=1+41 (mult. neutr. Elem. in K)

2F (x,x) :F(x,x)+F(:p,x)(*:)F(m,x) — F(z,2)=0
= F(z,z) =0Vv2=0

D.h. wenn 2 # 0 ist (ii) < (¥)



Beispiel 2.3
K = Fy auf % existiert eine Multilinearform, die (*) erfiillt, aber nicht (ii).

P((2) () ot = £ ((2)(50)) =at a3 208

x1 =0Axzy =1 (i) gilt also nicht

L ) (1)

Beispiel 2.4 Die Abbildung idg : K - K =K' 12— x
ist eine Determinantenform auf K!. Denn:
(1) multilinear ist das selbe wie linear fr n=1

(i) automatishc erfiillt, da keine 2 Elemente vorhanden

(iii) id(1)=1

Beispiel 2.5
Die Abbildung F : K? x K? — K : ((m ) , (v1 )) T UV — Ul

ist die Determinantenform auf K?2.
(i) klar

(11)F(<Z;)(Z;)) = gty — Uptiy = 0
(iii)F((é),(?))zl-l—Ozl

Beispiel 2.5 F:K?2x K2 — K : ((“1) (vl)) > Uy — Uy

U2 (%)
Zu zeigen: I ist unlinear Vv, v, € K2\, p € KV, y € K*
F(Ar + py, vo) = AF(z,v2) + pF(y, v2)
F(Ula Az + /“Ly) - )\F(Uhx) + :LLF(Uby)

Beweis:

P ) () = o s = s

= AM@1v9, — I2U21) + 1(Y1v2, — Y2v2,)
=F(z,v2) =F(y,v2)




Lemma 2.6 Sei F': K™ x ... x K™ — K alternierend und multilinear
—_—
n—mal

Falls (x1, ..., x,) linear abhéngig in K" so F(xy,...,x,) = 0.

Beweis: Ohne Einschrankung, sei x1 = \oxg + ... + Az, fir \; € K

= F(Xoxo+ ... + My, xa + ... + x,) = Z)\lF(xl,wQ, )

=2 F' alternierend=-=0

O

Satz 2.7 Sei F: K" x ... x K™ — K alternierende Multilinearform.
—————
n—mal

Falls F(eq, ey, ... ,e,) =0, dann ist F' = 0.(F ist konstant-gleich)

Beweis: Wir fithren den Beweis per Induktion nach n.
n=1:F(1)=0=FAel)=\F(1)=0,A€e K
Sei n > 2 und die Behauptung beweisen fiir alle alternierenden (n — 1)

Formen.

Wir zeigen zunachst
(*) F(ei,eay...,e,) =0 Vo€ Sym({l,...,n})
Sei nun ¢ € Sym({1,...,n}). Dann gilt: (o(i) =1 # o(1))

F(esy, --- 7T€'17--- sean)) = —F(e1,€0(2), - s €0(1), - » €a(n))
7 14

g

Die Abbildung F :\K"*1 X o X K"V Kt (Y2, Y3, 0, Yn) — F | e, (;), , (
2

n—1 mal eKn

ist multilinear und alternierend.
1 0

Hier bezeichne e, = 0 e = . | die Standardbasis von K"
; 1
= Fi(ey,...,e,) = F(er, e, ...,e,) = 0 nach IV gilt F} = 0.

E o(1) #1
= F(eg(l), N TRTE ,€U(n)) = —F(el, vy o (1) ee ,ea(n))

0
Yn

)

68



69

I /

- —F1(60(2), .es ,60(1), ves 7ea(n)) - 0

Néchster Schritt, wir zeigen jetzt Vao, ..., x, € K™

(**) F(ey, g, ... ,x,) = 0.

Wir schreiben x; = A\;je; + A; wobei A; € lin{e,, ... ,e,}.

= F(ey,xa,...,2,) = F(e1, Aaeg + Ao, Azer + As, ..., \er + Ay)

= Ao F (e1,e1, )\3061 +As ..., e + Ay) + Fler, Ao, Aser + As, .., dper +Ay)

= F(e1, Ao, Azer + As, ..., Adper +A,)
— F<617A27A37 )\461 + A47 J)\nel + A'n,)
= ...= F(el,AQ,Ag, ,An) FlZ:O 0.

(%)

Seien nun zi, ..., 2, € K" beliebig. Wieder
zi = vier + 1 € lin{ea, ... ,e,}

= F(21,.,20) = F(meir+T, ., mer+n) = Fler, vaei+ g, oo ymer+10) +F (T, vpe1+
F27 .oy, Tn€1 —+ Fn) = F(Fl,’erl -+ F27 .oy Tn€1 —+ Fn)

= —’ygF(el,FQ,’ygel + Fg, ,’)/nel + Fn),F(Fl,FQ, ,’7/”61 + Fn)
= .= F([,Ty,..,T,) =0, und (I',Ts,...,T,,) lin. abh.

Korollar 2.8
Seien F,G : K" x ... x K" — K alternierende Multilinearform
—_——

n mal

mit Fley,...,e,) = G(er,...,e,) == F =G

3. Konstruktion der Determinantenform auf K"

Im Beispiel 2.4 und 2.5 hatten wir bereits Determinantenformen
D1:K1—>K:xr—>xundD2:K2XK2—>K:(x,y)»—>x1y2—x2y1
konstruiert.

Fiir n > 3 gehen wir induktiv vor, d.h. wir gehen davon aus, dass die

Determinantenform D,,_; : K" ' x ... x K" ! — K konstruiert ist.

n—1

(_1)i+jaian—1(Ai,j),i e{l,...,n}

beliebig!

Wir setzen A = (ay5) D, (A) :=

<.
NG



aiq aij Qi ail | Qin
Dabei ist Ai,j = Qi1 ot Qo ottt Qup = —-— —— —— —— € K(nil)x(nil)
anl e an] DY ann anl “ e | DY ann

Die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht.(Laplace-Entwicklung nach i-ter Zeile)

Notation: DZ<A) = Dn((aij)i,j> = |Oéij’
Beispiel 3.1 K =F3,n =3

Entw. nach 1. Zeile: 1 =1
01 2

1ool=0 Y o D00 D0 20 nem00)42.00-200)
0 2 2 2 2 0
2 0 2
—2.2=1
i=2
12 0 2 0 1
_1"0 2‘“)"2 2|_0"2 0‘:1

Proposition 3.2 Die Abbildung D,, : K™ — K ist eine Determinanten-form.

aqg
Beweis: Sei A = (ay,...,a,) mir a; € K", a;=

Qng
Die Abbildung a; — a;; D,,—1(A;;) : K™ — K ist linear.

Hieraus folgt, dass: D, (A) = > (—=1)"ay;D,,—1(A) multilinear ist.
=1

Sei A = (oy;) € K™ mit der Eigenschaft oy = ay1.

Dn(A) = D(al, cee 5 Ak, Afy1, CLn) = 2(-1)14—]@”1)”,1(14”)
j:

Induktion — > = (—I)Hkaian_l(Aik) + Z(—1)i+k0éi7k+1Dn_1(Ai7k+1) =0

n
Jj=1
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Erganzung: Die Symmetrische Gruppe/Permutationen

Sei M eine nicht-leere Menge. Die Symmetrische Gruppe Sym(M) ist
definiert als Sym(M) := {0 € MM | 5 ist bijektiv}

Falls M eine endliche Menge mit n > 0 Elementen ist, dann konnen wir

0.B.d.A annehmen, dass M = {1,2,...,n} und bezeichnen
Sp = Sym({1,...,n}).

Ein Element o € s,, heiit Permutation.
Eine Transposition ist eine Permutation, die genau zwei Elemente

vertauscht, d.h. fiir eine Transposition @ # j gilt:

Tj(i) =Jj, mi(j) =i

Eine Transposition 7; ;41 heiffit benachbarte Transposition fiir

ie{l,..,n}

Beispiel: M = {1,2,3}, |s3] =6

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 23)’\213)’\132)’”\321)’\312)"\231

T12 T23 T13

s3 ist nicht kommutativ, denn
(1 23\ (12 3\ (12
M2 723 = {9 1 3 13 2) \23
D 12 3) (12 3)_(1
23712711 3 2 2 1 3/ \3

Proposition: |s,| =n!

Definition: Sei o € s,,. ein Paar i < j,(i,j € {1,...,n}) ist ein Fehlstand.

Die Anzahl der Fehlsténde, bezeichnen wir mit a(o).
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. 1 2 3 45
Beispiel: o= ( 5 1 4 3 5§ )
=2>1

1 < 2 ist ein Fehlstand, da o(1) =0(2)

1<2  3<4
alc)=1 + 1 =2

(12345
= \5 43 21

a(o) =4+3+2+1=10= """ fiirn =5
Definition: Sei o € s,,. Das Vorzeichen von o ist sgn(o) = (—1)2().

Aquivalente Definition:

sgn(o) = {—1—1, wenn o Produkt von gerade vielen Transpositionen ist

—1, wenn o Produkt von ungerade vielen Transp. ist

Man nennt Permutationen a{ gerade } falls sgn(o) = { L :
ungerade -1

Satz: Voi,09 € s, @ sgn(oy - 02) = sgn(oy) - sgn(os)

HA37
A1l Jede Permutation ist Produkt von Transpostionen

A2 Jede Permutation ist Produkt von benachbarten Transpositionen

Lemma 1: Eine benachbarte Transposition verandert die Anzahl der
Fehlstdnde um 1, d.h. sei 0 € s,,,i € {1,...,n— 1}

sgn(o - 7i41) = a(o) £ 1 =sgn(o) - sgn(7 i41)

Lemma 2: Eine belibige Transposition ist Produkt von ungerade vielen

benachbarten Transpositionen.



Korollar: Eine beliebige Transposition 7 € s,, hat Vorzeichen sgn(7) = —1.

Auflerdem gilt fiir beliebige Transpositionen 7,7 € s,, :
sgn(7 - 7) =sgn(7) -sgn(7) =1

Also sind die obigen Definitionn Aquivalent.

Definition: A, C s, mit A, = {0 € s, | sgn(o) = +1}
A C s, mit A, = {o € s, |sgn(c) = —1}

Proposition: A, <'s, ist eine Untergruppe

Beweis: @A, ist nicht leer, da id € A,

oliir 01,09 € A, gilt: sgn(oy -09) =1-1=1 (UG1)

e Sei 0 € A,,. Dann gilt:

1 =sgn(id) =sgn(c -0~ ') =sgn(o) - sgn(oc™ ') = sgn(c™1)
also sgn(c') € A, (UG2)

Definition 5.3 Die Abbildung D,, - K™*" — K heifit Determinante
det := D,,.

Bemerkung: der Wert der Determinante ist unabhangig von

der fiir die Laplace Entwicklung gewahlten Zeile .

4. Eigenschaften der Determinante

Proposition 4.1 Sei A € K™, Dann gilt: det(A) = det(A™).
Beweis: Definiere folgende Abbildung fiir j € {1, ... ,n}
D"(A) = 3 (=1)"ay; D" (Ay)

i=1
Weise analog zu 3.2 nach, dass D" eine Determinantenform ist.

Aus Korollar 2.8 folgt, dass D™ = D, ist.

Damit gilt det(A) = D, (A) = D"(A) = D,,(A™) = det(A™)
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Proposition 4.2 Seien A, B € K™*". Dann gilt:

i) det(A - B) = det(A) - det(B).

ii) Falls A invertierbar ist, ist die Determinante det(A) # 0,
und det(A™!) = (det(A))~?

Beweis: zu i) Idee: Definiere zwei Multilinearformen F4 und G 4, mit
FA(E,) = G4(E,) und benutze Korollar 2.8-

Seien B = (by,...,b,) € K™™ und A = (ay, ... ,a,) € K"*".
Betrachte folgende Abbildungen Fy : K™*" — K mit
FA(B) = det(Aby, Aby, ... , Ab,) = det(A - B)

Da b; — Ab; eine lineare Abbildung ist fiir alle i € {1, ... ,n},
ist 'y eine Multilinearform. Da det alternierend ist, ist auch Fy

alternierend.

Es gilt: Fa(E,) = det(Ae,, ..., Ae,) = det(ay, ... ,a,) = det(A)

Betrachte aulerdem G, : K" — K mit Ga(B) = det(A) - det(B).
Dies ist abermals eine alternierende Multilinearform mit

Ga(E,) = det(A) - det(E,,) = det(A).

Da F4 und G4 zwei alternierende Multilinearformen mit
det(A) = Fa(E,) = G4(FE,) sind, folgt dass Fy = G4 ist aus
Korollar 2.8. Es gilt insbesondere:

det(A - B) = Fa(B) = Ga(B) = det(A) - det(B)

zu ii) Da A invertierbar ist, existiert A~ € K™™ mit A- A™' = E,
1 =det(E,) = det(A- A7) = det(A) - det(A™)

= det(A™1) = (det(A4))™*

insbesondere gilt, dass det(A) # 0 ist.
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Satz 4.3 Sei A € K™*". Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
i) A € GL, K, d.h. A invertierbar

ii) det(A) # 0

iii) Fir alle b € K™ ist Az = b eindeutig lésbar.

iv) Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

v) Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.

vi) rank(A4) = n

Beweis: 1) =ii) ist Proposition 4.2 ii)

ii)=-1) Beweis durch Kontraposition, d.h. A ¢ GL,,K = det(A) =0
Wenn A ¢ GL, K, dann ist die lineare Abbildung x +— Az nicht surjektiv,
also miissen die Spalten von A linear abhangig sein und nach Lemma 2.6
ist dann det(A) = 0.

Satz 4.4[Leibnitz-Formel] Sei A = (a;;);; € K™*"
Dann gilt: det(A) = > sgn(0) - 01,001) @2,02) * - * Mno(n)
gESn

Beweis: HA

5. Ahnlichkeit von Matrizen

Definition 5.1 Zwei quadratische MatrizenA, B € K™*™ sind ahnlich,
falls es eine invertierbare Matrix S € GL, K gibt mit: B = S~1AS.

Bemerkung: A ~ B : <= A und B sind ahnlich.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation
Als Folgerung aus Proposition 4.2 erhélt man:

Proposition 5.2 Ahnliche Matrizen haben die selbe Determinante
Beweis: Falls A und B ahnlich sind, existiert S € GL, K mit

B = S~'AS. Daraus folgt det(B) = det(S~AS) “2” det(S~1) - det(A) - det(S)
2 Jet(A) - det(S71) - det(S) = det(A)
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Sei ¢ € Endg K™ und By, By Basen von K™. Dann sind
(@12 und [¢]5 dihnlich(mit S = [idx]5)
Damit ist det(¢) := det[(b]gf wohldefiniert.

6. Determinanten& Gauf3-Jordan-Elimination

Proposition 6.1 Sei A € K™ mit A = ()i j=1,. » €ine

@11 0 Olp
obere Dreiecksmatrix, dh. A=1 o - bzw. oz = 0 fur ¢ > j.
0 0  ann
Dann ist det(A) = aq1 - g « ... - o

Beweis: Induktion iiber n.
Induktionsanfang: n = 1. A = ()= det(A4) = a3

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir obere Dreiecksmatrizen
der GroBe (n —1) x (n —1).

Q11 0 Oap
Induktionsschritt: Sei A= | o .. e Knmxn
0 0  ann

Berechne die Determinante von A mittels Entwicklung nach der ersten

Spalte:(Laplace-Entwicklung)

n Qo2 - Qop
det(A) = (—1)i+104i1 . det(Aﬂ) = (—1)1+1C¥11 - det 0 :
=1 0 0 ap
1.V.
= (11 * 22 * ... * Opp
0

Bemerkung: Das selbe gilt auch fiir untere Dreiecksmatrizen(transponierte

einer oberen Dreiecksmatrix)

Benutze das GauB-Jordan-Elim.-Verfahren zur Uberfithrung einer beliebigen

Matrix A in eine obere Dreiecksmatrix B.

Frage: Wie verandert sich die Determinante?
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Betrachte die Matrizen, die die Gauf3-Schritte darstellen.

(E1) Addiere das A-fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile.(i#j)

Entsteht A" aus A durch einen Schritt E1, dann gilt.

A =TA,L=E,+ ;= |"
A 10— 4 —teZeile
0 -~ 0 1

T j—Spalte
J
1 0 - 0 Cb.l 04.1
. O K . K . aj aj
Es gilt: LA = T =
il A o0 a; a; + Aa;
0 0 1 :

det(A") = det(LA) = det(L) - det(A) = 1- det(A) =A

(E2) Vertausche die i-te Zeile und die j-te Zeile von A.Dann gilt A’ = LA

i g
1 0 0

mit L =4 0 1
J 1 0 O
0 0 1

Es gilt: det(A’) = det(L) - det(A) = det (O 1) - det(A) = (=1) - det(A)

10

(E3) Multipliziere eine Zeile mit A # 0. Fir L = diag(1,..., 1, A\, 1,...,1)
gilt: A" = LA und damit det(A’) = det(L) - det(A) = Adet(A)

Also gilt fiir eine Matrix B, die durch Gauf3-Jordan-Verfahren aus A durch

t-Schritte der Form E2 entsteht(mit beliebig vielen Schritten der Form E1):

det(A) = (=1)" - det(B)

Falls B in Zeilenstufenform ist, so berechnet man die Determinante als

Produkt der Diagonaleintrage.

Leibnitz-Formel:
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A = (oy5) € K™ Dann gilt: det(A) = ) sgn(0)a1 o) ®2,0(2) * - * Ono(n)

oESy

Beispiel: Berechne die Determinante einer 3 x 3 Matrix:

Q11 Q12 013
A= Qa1 Qg2 (23
Q31 Q32 Q33

Die Permutationen vonss sind:
1 23\ /1 23\ /1 23\ /123\ /(123\" /12 3\
1 23)°\213) \132) \321)'\312) 1231

Damit gilt:oq, ..., 0¢

+1
— o2(1) 02(2) 02(3)
det(A) = Sgn(Ul)OénOéQzOé:sz - Q120021 (33 — (113Q320i31 — Q11 Qa30i3a T 2Qio3(i31 + (1391 (32

Aufgabe: Sei A € K™*". Dann gilt:
i) Fiir A € K : det(\A) = A\Wdet(A)

=det(Aa1,\az,... ,Aan)
ii) Falls A eine Nullzeile hat, dann ist det(A) = 0.

zu ii)
a) Betrachte Leinbnitz-Formel:

det(A) = > sgn(0)o o1y @2,02) * - * Cnom) = 0,

oESn

da aus jeder Zeile in jedem Summanden genau ein Koeffizient

vorkommt, sind alle Summanden Null, also det(A) =0

b) Sei die i-te Zeile 0, so ist die Laplace Entwicklung nach

der i-ten Zeile:
n

det(A) = Z(—l)i+jaij . det(Aij) =0

j=1 =0

¢) Wenn A eine Nullzeile hat so hat A" eine Nullspalte.
Damit folgt, det(A) = det(A™) =0 - det(A™) =0

d) Falls A eine Nullzeile hat so ist der Rang von A<n und damit
det(A) =0

Satz: det(A) # 0 <= rank(A) =n

Satz: Wenn Zeilen oder Spalten von A linear abhéngig sind, dass ist




det(A) =0

Berhauptung: Sein > 2 und A € K™ mit A = (64—1 { ZC>
2

Dann gilt det(A) = det(A;) - det(As)

Beweis: benutze GauB-Jordan-Verfahren und Konstruiere eine
B, '

Matrix B = ( 0 B,

) mit By, By sind obere Dreiecksmatrizen.

Uberfiihre zunichst A; mittels Gau3-Jordan-Verfahren in eine obere
Dreiecksmatrix B;. Wenn dazu t; vertauschungen notig waren, gilt:
det(A;) = (—1)det(By).

Genauso gilt mit passenden Umformungen und ¢, Vertauschungen:
det(Ay) = (—1)2det(Bs).

Wendet man ”dieselben” Gauf3-Jordan Schritte auf die Teilmatrizen

. : : B, '
von A an, so erhalt man eine Matrix B = 0 B/
2

Fiir B gilt aber det(B) = det(By) - det(Bs), da B, By, By obere
Dreiecksmatrizen sind. Daraus folgt: det(A) = (—1)"*"2det(B)
= (—1)"det(By) - (—1)2det(By) = det(A;) - det(As)

Beispiel 6.3 Sei K =C.

1 0 142 0 1 0 142 O 1 0 142 0
A= i 1 0 0 (21)) 0 1 1—4 0 (g) 01 1—4 0
0 0 1 2 meir {0 O 1 2 0 O 1 2
0 -1 0 ) 0 -1 0 ) 0 0 1—4 3

inverses zu (1 — i) = (1 + i), letzter Schritt: IV-IIT-Inv.

=det(A)=1-1-(1—4)-5(5—14)- (=1) = —3(5—i—5i—1)
fiir E2

— —1(4—6i)

(E2)
H

o O O

141
1—14
1—14
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7. Matrixinversion und Adjunkte

Fiir A = (o)) € K™ setzte o, = (—1)**det(Ay, ), fir 1 <ik <n

T

Beachte: die Reihenfolge der Streichung!
Adjunkte von A.

Proposition 7.1 A A% = A% . A =det(A) - E, = diag(det(A), ... ,det(A))

Bewweis: Der Koeffizient der Matrix A - A# an der Stelle (i, k) ist:

n n Laplace von A’ bzgl. i—ter Zeile ,
Zla,-j-aj; = 3 (=1)7t*.qy; - det(Ay ;) = det(A)
]:

j=1
wobei A’ aus der Matrix A entsteht, indem die k-te Zeile durch die i-te

: : u det(A), fallsi = k
. R )
ersetzt wird. Hieraus folgt: jEZlaZ] a]k—{ 0. falls i £ k

O

Korollar 7.2 Falls A € GL,,K, dann

-1 _ 1
Al = det(A) - A*

8. Die Determinantenabbildung aus dem

Blickwinkel der Analysis

Wir betrachten K = R.

Proposition 8.1 Die Abbildung
det : R™*"(= R™) — R ist diefferenzierbar(insbesondere stetig)

Beweis: Dies folgt aus der Konstruktion der Abbildung det aus der
Laplace Entwicklung. Zusammen mit der Tatsache, dass die Projektion
A= A RV — RM=1x("=1) eine linear ist und jede lineare

Abbildung differenzierbar ist. [

30
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Aus der stetigkeit der Abbildung det folgt:
GL,R = det (R \ {0})

offen

ist eine offene Teilmenge von R™*"™.

Aus Korollar 7.2: A~! = m - A#

mit A% = (aft) und of, = (—1)"*det(A, ). Fiir jedes Paar (i, k)
ist die Abbildung A — maﬁ : GL,R — R differenzierbar.

Zusammenfassend ergibt sich:

Proposition 8.2 Die Abbildung .7!: GL,R — GL,R: A~ A~}

ist differenzierbar(und insbesondere stetig).
Bemerkung: analog fiir K = C.

Wieder speziell K = R.

Bemerkung 8.3 In der Analysis wird das Volumen in R"

eingefithrt. Man zeigt, dass |det(A)| =Volumen des Parallelotops,
das von den Spalten(oder Zeilen)
von A aufgespannt wird

fiir A € R™*™ beliebig.

9. Cramersche Regel

Betrachte das lineare Gleichungssystem Az = b (*)
fir A€ K™ und b € K™ iiber beliebigem Korper K.
Bekannt: (*) eindeutig l6sbar <= A € GL, K <= det(A4) #0

Die eindeutige Losung lisst sich dann schreiben als zo = A™1b

Sei auch A € GL, K mit Spalten aq, ..., a,.

Dann folgt aus Korollar 7.2: A1 = m - A7 mit

aft = (=1)"*F . det(Ay,;). Anders ausgedriickt: A1 = () :



2+k
ik = (det -det(Ag,;) = det det(al, ey Qi1 Chy (g 1y ey Q)
&1 b1
Sei xg = | : und b={ :
&n by,
7 itk
= Z%‘k by = Z dlt)A) det(Ag,) - bi
= det det(al,... ,ai,l,b, ity --- ,an)

Beispiel 9.1 Wir betrachten Abbildungen

' ' sin(t) %sin(tz) ig
A:[0,5] = GLoR : t — <1+t2 cos(t)

b:[0]5 — R : £ (2;)

Vt € [0,5] : Ay € GLoR, denn:

sin(t) Lsin(t?) — 12 . . o )
det (1+t2 O cos(t) 10):Sm(t)cos(t)+1_0(12—sm(t DL+ 12) >0

>—1 >1 >1

Sei z; eindeutige Losung des LGS A;x = b;.
z:00,5] = R*: ¢t — z

10. Algorithmische Aspekte

Komplexitat Frage: Wie schnell kann man Determinanten berechnen?
Praziser: wieviele arithmetische Operationen in K werden asymptotisch

benotigt um die Determinante einer n x n Matrix iiber K auszurechnen?

Antworten:
Gaufl Leibnitz Laplace
O(n?) > (=1 @y 51, e s Ap oy Siche Leibnitz

o€ Sym({1,...,n})
n — Schritte mit je n? Operationen n! € O(?’LIOg n)
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Kapitel 6 Polynome

1. Arithmetik
Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.
Definition 1.1

i) Ein (abstraktes) Polynom mit Koeffizienten in R ist eine Abbildung
p:N— Rmit {i|p(i) # 0} < co. (abbrechende Folge beliebiger Lange.)

(i) Die Zahl deg(p) := max{i | p(i) # 0} heiBt Grad von p, fiir p # 0.
deg(0) := —o0

(ili) Fiir p # 0 ist le(p) := p(deg(p)) der Leitkoeffizient von p.

Ublich ist die folgende Notation:

Statt p = (ag, v, .. , g, 0, ...) d=deg(p)

schreibt man: ag + aqt + ast? + ... + agt?

wobei t ein Symbol ist, das im Kontext nicht benutzt wurde
(=Unbestimmte). Via Einbettung r +— (r,0,0,...) von R in RJ[t]
(=Menge aller Polynome mit Koeffizienten in R mit Unbest. )
gilt: R C R[t].

Auf R[t] lassen sich Arithmetische Operationen + und - definieren:

p,q € RIt]

p+q:N— R:i— p(i)+ q(i) punktweise Addition
k

p-q:N>R:kw— > p(i) - q(k — 1)
=0 Tarithm. Op. in R

In der iblichen Notation: p = Y a;t', g = > Gt
i=0 i=0
max(d,e)

pHq= ZO (i + Bt

deg(p + ¢) < max{deg(p),deg(q)}

d+e k
pPrg= (EOéi : 5ki) tF

k=0 \i=0
deg(p - q) = deg(p) + deg(q)
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Proposition 1.2
Das Tripel (R[t], +,-) ist ein Ring mit kommutativer Multiplikation
und Einselement 1 € R.

2. Polynome mit Koeffizienten in einem Korper

Sei K ein Korper und ¢ eine Unbestimmte.

Proposition 2.1 Mit der Skalarmultiplikation A - p : N — K : i +— X - p(i)
p € K[t],\ € K ist (K|[t],+,e) ist ein K-VR.

Da das Einselement aus dem Korper K auch das Einselement in K[t] ist,
ist zusétzlich K[t] eine K-Algebra.

Proposition 2.2 Die Polynome 1,¢,#2, ... bilden eine K Basis von KI[t].
Insbesondere dimg K[t] = oo.

d .
Beweis: Jedes Polynom p = ) «;t" ist eindeutig darstellbar
i=0

als Linearkombination von 1,¢,¢2, ...t O

Proposition 2.3[Division mit Rest]
Zu a,b € K[t] mit b # 0 existieren eindeutig ¢, € K[t] mit a =¢q-b+r (*)
und deg(r) < deg(b).

Beweis: (konstruktiv) Seien a,b € K[t] mit b # 0.

Setze ¢, := 0,71 :=a. [= @b+ r; = a].

Wir nehmen an, dass fiir ein & > 1 gilt: deg(ry) > deg(b).
Dann definieren wir induktiv:

Qg1 = lc(1) /le(b) - tdes(re)—des(b)

Thtl 1= Tk — Qrt1b.

Anschliefend wird £ um 1 erhoht, und die Schleife fortgesetzt.
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Das Verfahren terminiert, weil deg(rg41) < der(ry).

k+1 k
Induktiv gilt: (Z%) b4 rer1 = DG + Gr+1 + Tht1
i=1 i=1

7

=a—"Tp+ Qb+ Ty =a
:—Qk+1b

k
Fir ¢ :== ) ¢; und r := r, wobei k = min{j € N : deg(r;) < deg(k)}
i=0

gilt (%).

3. Einsetzungsabbildung und Nullstellen
Sei nun wieder R ein Ring (kommutativ&mit Eins).

d
Zu jedem Polynom p = > a;t" € R[t] existiert eine Abbildung
i=0

d
pPiR— Rz Y o
i=0

die Einsetzungsabbildung(in R).

Beispiel 3.1 Betrachte p = t*> — 1 € R[t]. Dann ist:
p(0)=0*-1=-1
(1) =12-1=0

Beispiel 3.2 Betrachte ¢ = t? +t € Fyt]
¢(0) =024+ 0=0
F(1)=12+1=0

Es gilt: p* : Fy — [y verschwindet identisch.

Bemerkung;:

Falls p € R[t], dann: p* - 0=p =0



Beispiel 3.3 Betrachte p = t? +t + 1 € Q**?[t]

(1 ist immer das multiplikative Neutralelement - hier Ej)
JL2) (T 2\ (L2 (1 0Y (3 2) (2 2)_ (5 4
PRluo)=\t o) "\1o)To1)7\1t2)Tl11)7\32

Definition 3.4
Ein Element x € R heifit Nullstelle von p € R[t], falls p*(z) =0

Satz 3.5

Sei € R Nullstelle von p € R[t]. Dann teilt ¢ — x das Polynom p.
Beweis: Wegen lc(t — x) = 1 ist Polynomdivision von R[t] nach Prop. 2.3
moglich. Ohne Einschrénkung, sei der Grad von d = deg(p) > 1.

a,be Rateiltb: < dce R:ac=1b

d
Fir p = > a4t
i=0
(agt? 4+ g1tV 4 . artt +ag) : (t— ) = agt? ' + (g1 + zag)t?24 ...
— (gt — zagt?t)
(g1 + zag)t?™ + ag_ 11972 + ..+ ait + ag
_[(ad—l + xad)td_l — (1‘C¥d_1 + 172Oéd)td_2]

(Qg_g + wag_1 + 2209)t4 72 + ag_3t43 + ..+ art + ag

Als Rest ensteht nach d Schritten: ag + a1 + ez + ... + agz?

= p*(z) = 0 nach Voraussetzung.

Korollar 3.6  Jedes Polynom vom Grad d hat hochstens d Nullstellen.

Beweis: Seien x1, ... , x4 verschiedene Nullstellen von p

(d—x1),(d — x3), ..., (d — x4) teilen p paarweise teilerfremd.

d+1 d+1
= [](t — ;) teilt p, aber deg(H (t — xz)) =d+ 1> deg(p)

=1 =1
-> Widerspruch

O
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Beispiel 3.7 t* —1 € R[t] Nullstellen: 1-1: (¢t +1)(t —1) =¢*—1
Beispiel 3.8 ? +t € Fy Nullstellen: 0,1: t(t + 1) =t + ¢

Proposition 3.9
Sei K ein beliebiger Kérper und A € K™*". Dann ist die Abbildung

O K[t] — K™ :p— p*(A)

eine Klineare Abbildung und ein Ringisomorphismus(insgesamt

Homomorphismus von K-Algebren)

4. Einsetzungabbildung fiir Matrizen

Sei K Korper.

Proposition 4.1 Fiir jede invertierbare Matrix A € GL, K dann existiert
d

ein Polynom p = > a;t' € K[t] (€ K™"[t]) vom Grad d < n? mit
i=0

A7t =p*(A) = B, + a1 A+ ap A% + ... + agA? und o # 0.

Bemerkung: Via a — diag(a, a, ..., ) ist K C K™"
= K|[t] ¢ K™"[t]

Beweis: Wegen A(AB 4+ uC) = AAB + pACVA € K,VB,C € K™*"

ist die Abbildung L4 : K™*" — K™*" : B — AB K linear.

Da A € GL, K ist L4 bijektiv. (L)™' = L1, d.h. Ly € GL(K™™).

Sei k =min{i e N|(E, = A%, A = A, A%, ... | A?) linear abhangig} < n?
Dann existieren 3y, 31, ..., 31 € K mit A* = BoE, + f1A+ ...+ Br_1 A1

Dann ist A¥ = A. AF = A(ByE, + 1A+ ... + Br_1AF )
= By A+ B A% + ... + B AF

= BoA+ B1A% + ...+ Be 2 AR 4+ B 1 (BoEn + BiA+ .+ B 1 AFTY) = BoBr1 B + (B +
B1Br_1)A+ ...+ (Be_1 + Be_1Pp_1)AF!

Das bedeutet insbesondere, dass der Unterraum
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die Folge (E,, A, A2, ..., A*¥=1) als Basis besitzt, dim(U) = k < n?.

Nach Konstruktion gilt: La(U) CU = La(U) =U.

Damit A~! = L,-1(E,) € U, und es existieren ag, ay, ... ,ap_1 € K :

aoE, + oA+ . Foap A = AT E, = A AT = A+ A2+ L+ oy AR =
QA+ a1 A2+ L+ a2 AP+ 1 (BoE, + BLA A+ .+ By AR

= Boag—1En + (ao + frag—1) A+ ... + (ap-1 + 6k710¢k71>Ak_1
—— ~—_—— —~ v

~0 =0 -0
= ap_1 # 0A [y~ betrachte A = A2 - A7 : 31 #£0=ay #0
O

Beispiel 4.2 Betrachte A = (1 g) € Q*? [33]

A2 = G’ ;) det(A) = —2 £ 0

3 2 1 2 2 0 00
2 _ A — _ _ _
A4 2E2_<1 2) (1 o) (o 2)‘(0 o)
= (Fy, A, A?) linear abhéngig
= U = IIDQ{Ak | ke N} = hIlQ(EQ,A)

Wir erhalten p = t* — ¢t — 2 € Q[t] € Q***[t]
und p*(A) = A2 —A—-2E, =0

5. Interpolation

Satz 5.1 [Lagrange Interpolation| Gegeben sind zg,21,...,24 € K(Stiitzstellen)
paarweise verschieden(!)

und Yo, Y1, ... , ya € K(Stiitzwerte). Dann existiert p € K[t] mit deg(p) < d
und p*(z;) = y; Vi € {0, 1, ... ,d}.

d

Beweis: betrachte das Lagrange Polynom L, = ] xt:—kak € K|[t] vom
k=0 er\(0}

k2



Grad d mit i € {0, 1, ... ,d}

N 1, fiirj =i
Es gilt: Lf(zy) = {O fﬁrj 2

= ¢; ; Kronecker Symbol

Anschauung Lagrange Polynom

1] — g e— (t_QCO)"'(t—$i—1)(t—$i+1)(t—a}d)
firk=1 = (Ti—20)(Ti—2i-1)(Ti—Tit1)(Ti—Tq)

d
p = ;]yiLi € K|t],deg(p) <d

d
p*(z;) = ;inL,*(xj) = y;Li(x;) = y;
Angenommen es existieren ¢ € K[t| mit deg(q) < d und ¢*(x;) = y;Vi
Dafiniere r := p — ¢ € K[t| mit deg(r) < d.
r*(z;) = p*(x;) — ¢ (x;)) =y; —y; = 0, Vi € {0, 1, ... ,d}

Damit ist jedes z;, Nullstelle von r, insgesamt d + 1 paarweise
verschiedene Nullstellen.
Falls r # 0 dann entsteht ein Widerspruch zu Korollar 3.6 OJ

Bemerkung: [K = R]
d=1
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Es existiert genau ein Polynom 1. Grades, welches durch die zwei Punkte geht.

Graph des Lagrange Interpolations Polynoms fiir d=2:
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Je mehr Stiitzstellen, desto mehr Ostzilliert das Polynom:

A

7% % x, %\/
TR S X, X

3

Lagrange Polynom muss nicht die Funktion wiedergeben, von dem die

Punkte stammen.
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Satz 5.2[Viede-Formeln] a4 =lc(p) #0
Fir p € K[t] vom Grad d > 1 und k € {1,2,...,d} mit

d d
P = ;)Oéﬂfz = adl:[o(t — i)
gilt: > BiBiy -+ Bip = (1) Fay_g/aq

1<i1<i<...<ip <d
Beispiel: d =1
OélT + Qo = al(t — ﬁl) = alt — ﬁlOél
= ag=wf = b =—ap/m

d=2

aot? + at + ag = ao(t — B1)(t — ()

= a(t* — (b1 + Bo)t + B152)

= o = —@(f + B2) A= azB1 3,
= —a/ay =1+ B ANag/ay = Bifs

Beweis Per Induktion nach d

Induktionsanfang: siehe oben.

Induktionsvoraussetzung: Aussage gilt fiir alle Polynome vom Grad < d,
und d > 2.

d d—1
ag[[(t = B3) = aalt = Ba) - T1 (¢t = i)
i=1 i=1
d—1 d &
= ad(t - ﬂd) -1 + Z (_1)d_1_k Z Bil o 'ﬁikt -
k=1 1<y <ig<...<ip<d—1
d—1
=aq| (- DT+ Y (~1)F R > Biy -+ Bt TR —(—1)41g, 141
k=1 1<ii<ig<...<ip <d-1
d
+ 30 (1), - > Biy -+ Biktd_l_k)
k=0 1<iy <ig<...<ix<d—1
d
— ad(—l)dfltd _ Z (_1)dfk Z /Bz'1 __.ﬁiktdfk _ (_l)dflﬁdtdfl
k=1 1<i1<i2<...<ip <d—1
d
- (=1)+F > Biy -+ Bi Bat® ™"

k=2 1<41 <i2<...<ip—1<d—1
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d d—1
=ay ((_1)d—1td _ (_1)d—2 Z ﬁiltd_l _ Z (_1)d—k . Z 5 "'ﬁiktdik
11=1 k=2 1<ii<i2<... <1 <d—1 i1
ol d—k d—k
= > (=% > Biy -+ Byt —Bofr -+ Ba
k=2 1<iy <ig<...<ir—1<d—1

6. Fundamentalsatz der Algebra

Satz 6.1
Jedes Polynom p € C[t] mit Grad deg(p) = d > 1 zerféllt in Linearfaktoren,

d.h. esex. f1,02,...,00€Cip=(t—01) - (t—Ba)
[C ist algebraisch abgeschlossen)]

Korollar 6.2
Jedes Polynom p € R mit deg(p) = d > 1 zerfillt in Linearfaktoren und

quadratische Faktoren.
t2+1 e R[t]

Beweis: Aufgefasst als Polynom in
Clt]: 321,y 2a €Cip=(t —21) - (t — 2q)
Vi p*(z) = 0.
d d -
Sei g = Yoot € Clf], 7= St € Clf) - 7°(2) = 7(2)
i=1 i=1
= p(z) = P(z) = p(z) = 0.
Sei z € C Nullstelle von p.
Fall 1: z € R = (t — z) teilt p.
Fall 2: z ¢ R = z # Z Nullstelle von p = (t — 2)(t — z) teilt p.
(t—2)t—2)=t*—(z2+2)t+ 22
cR eR

O

7. Quotientenkorper

Definition 7.1
Ein Ring heiit nullteilerfrei, falls Va,b € R\ {0} : ab # 0
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Sei im folgenden stets R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins.
Quot(R) := R x (R\ {0}) /~

(a,b) ~ (¢,d) : <= ad = bc a,c€ R,b,de R\ {0}

Beh. ~ ist Aquivalenzrelation:

transitivitdt : (a,b) ~ (¢,d) ~ (e, f) = ad = bc A cf = de

zu zeigen: af = be

= adf = bcf = bde = af = be

[Wir wissen aus UA: ab = ac = b = ]

(a,b) + (¢,d) := (ad + be, bd)
(a,b) - (c,d) := (ac, bd)

Proposition 7.2 (Quot(R),+, ) ist ein Kérper, der Quotientenkdrper von R.
Notation: Statt (a, c). schreibe ¢ Beispiel: Quot(Z) = Q;
Quot(K[t]) = K(t) [Korper der rationalen Funktionen {iber K in ¢ |

8. Exkurs: Multivariate Polynome

Sei K ein Korper mit n paarweise Unbestimmten ¢q,ts, ... , t,.
Sei Kty,ta, ..., t,) == (K[t1, ..., ta1]) [t — > induktiv

der Ring der Multivariaten Polynome mit Koeffizienten in K in

Unbestimmten ¢4, ... , ¢, .

Noataion: Fiir m € N™ sei t™ := (" - 5% - - -t m = (1,2) = 113 = t™
Monom

Lemma 8.1
Die Monome bilden eine K-Basis des K Vektorraums Kty ta, ... , t,].

Damit hat p € K[ty,1s, ... ,t,] eindeutige Darstellung p = > a,,t™ mit
m e N"
der Eigenschaft: #{m € N" | a,,, # 0} < 0.

Beispie: n =2, K =Q



(B + D3+ (1 + )ta — (8] + 1 +2) € Q[t1, ta]= (K[t1))[t2] = (K[t2])[t1]
€Qt1]

degy, (p) = 2
=8B+t + o+ Tt —t3—t3 -2 € Qlty, 1]

=—¢(3,0)

= (=)t} + (83 — 1)t} + toty + (3 + S'to) degy, (p) =3

tdeg( > amtm> = max{ 5 o # 0}

meN2

Zup € Klty,tg, ..., t,] existiert Einsetzungsabbildung.

T
P K" K| = Y age™eal

meN™
Tn,

Definition 8.2 V(p) = {z € K" : p*(z) = 0}
Beispiel 8.3 V(#? + 3 — 1) C R? [Einheitskreis]

Definition 8.4 Das multivariate Polynom
€ = Z tiltig"'tik - K[tl,... ,tn]
1<ir <...<ip<n

heiBt k-tes elementar-symmetrisches Polynom(iiber K) in n Unbekannten.

(monisch) <= ay4=1

Viete-Formeln: Fiir  univariates p € K[s] mit deg(p) = d > 1 mit
d ' |
p=Yais' = (s = 1) -+ (s~ ) gilt:
i=0
ex(Bi, B2, -, Ba) = (=1)4Fay

Beispiel 8.5 (Stiele) Betrachte p = (t—u)(t—v)(t—w) € Klu,v,w,t]
= (Kfu, v, w])[{]
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C K(u,v,w)|t]

[Zitat:nen Korper istn Korper istn Korper]
Klu,v,w| ntf
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K (u,v,w) = Quot(K[u, v, w])
Es gelten die Viete-Formeln: p =3 — et? + eyt  — e3

u+v+w wvt+uw+vw uvw

= 0 =p*(u) +p*(v) + p*(w) = (u + > + w3) — e (u? +v> +w?) +ex (u+v+w) —3es

e1
= (v + v+ w?) — (u+ v+ w)(u? +v* + w? — uw — uw — vw) — 3(uvw)
= u? 4+ 03 + w? = 3uvw = (u+ v+ w)(u? + v + W? — w — uw — vw)
Gleichung gilt in K[u, v, w]

Speziell z.B. folgt Yu,v,w € Z:u+v+w=0= u*+v* +w® = 3uvw



