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Hausaufgaben

Aufgabe 45: Sei K ein Kérper und K|[t] der entsprechende Polynomring. In der Vorlesung
wurde gezeigt, dass es zu zwei Polynomen a,b € K[t] mit b # 0 Polynome ¢, € K|t] gibt
mit a =¢q-b+r und degr < degb. Zeige, dass die Polynome ¢ und r eindeutig sind.

6 Punkte

Aufgabe 46: Sind f = a,, i+ -+ag, g = bpt"+- - -+by € K[t] Polynome mit deg f = m,
deg g = n. Der Grad von f, deg f, (analog fiir g) ist erklart als

—00, falls f =0,
max {v € N:a, #0}, sonst.

degf::{

Betrachte die Determinante der folgenden Matrix S(f, g) € K (m+m)x(m+n).

Res(f,g) :=det S(f, g) mit
ag cee een Am
n — Zeilen

ag [07%%%

S(g) = bo ... ... b

m — Zeilen

bo ... ... by
Zeige, dass die Aussagen (i), (ii) und (iii) dquivalent sind:

(i) Res(f,g) =0.

(i) f,tf,...,t""1f g,tg,...,t™ g sind linear abhiingig im K-Vektorraum K|t].
(iii) Es existieren p,q € K[t], p,q # 0, mit degp <n —1, degg < m — 1 und pf = qg.

Bemerkung: (nicht Teil der Hausaufgabe!) Mit etwas Teilbarkeitstheorie von Polynomen kann
man zeigen, dass (i) bis (iii) dquivalent sind zu

(iv) f und g haben einen gemeinsamen nicht konstanten Teiler h € K[t].

6 Punkte



Aufgabe 47: Sei K ein Korper, n > 0 (n € N) und K[t|<, := {p € K[t]| degp < n}
der Untervektorraum der Polynome mit Grad hochstens n. Sei B = {1,t,t2,...,t"} die
Standardbasis dieses Untervektorraumes. Betrachte die folgende Menge von Polynomen:

n

Bn = {Bk,n € K[t] | Bk,n = (k

)tk(l —t)" Ffiir k=0,...,n.}

i) Berechne die Darstellung der Polynome By, ,, beziiglich der Standardbasis 5.
ii) Zeige, dass By, := {Bn |k =0,...,n} eine Basis von K[t]<,, ist.
iii) Berechne die Darstellung der Standardbasisvektoren t* fiir k = 0,1,2, 3 beziiglich der
Basis Bs.

6 Punkte



