Aufgabe 42 6 Punkte
Bezeichne I, den vollstéindigen ungerichteten Graphen anf rn Knoten. Beweist folgendes Lemma,
welches fiir den Bewels verwendet werden kann, dass das Polytop, das die konvexe Hiille aller Touren
in I{,, beschreibt, genan Dimension 25— hat:
Fiir jedes & = 1 gilt
Die Kantenmenge von Kopyq kann in k disjunkte Touren partitioniert werden.
(b) Die Kantenmenge von Kzp kann in & — 1 disjunkte Touren und ein perfektes Matching parti-
tioniert werden.
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" 3.12 Satz (Hauptsatz der Linearen Optimierung)
~ Jede Instanz von LP nimmt das Optimum in einer zuldssigen Basislésung an.

~ Jede Konvexkombination optimaler zuldssiger Basislosungen ist optimal.
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™ 3.10 Satz (Interpretation der Ecken in den drei Sichten)

= Sei P einPolytopund S={x| Ax=b,x >0} die zugehdrige zuldssige Menge eines LP in
Standardform.
Seiy'=(yt",..,yn-m )T € P und y=(y1,..,yn)T € S der zugehorige Vektor gemdB (3.7)
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

“(1) y’ ist eine Ecke von P
“(2) y’ ist nicht als strikte Konvexkombination anderer Punkte aus P darstellbar

“(3) y ist zuldssige Basislgsung von S
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= 3.14 Satz (Optimalitdtskriterium)

“ Sei x zuldssige Basislasung zur Basis B. Dann gilt

“' (1) Ein Pivotschritt, bei dem x| in die Basis kommt, dndert die Kosten um den Betrag
Ba; = Bo(c; - ;)  (3.19)

“(2) Gilt
t=c-z20 (3.20)

d.h. sind alle reduzierten Kostenkoeffizienten nichtnegativ, so ist x optimal.
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© 4.2 Satz (Schwacher und Starker Dualitétssatz)

O Sei x primal zuldssig und n dual zuldssig. Dann gilt (schwacher Dualitatssatz)
¢’ » u'b (47

© Hat ein LP eine optimale Losung, so auch das duale, und die Optimalwerte sind gleich (starker
Dualitdtssatz)

© 4.4 Satz (Komplementirer Schlupf)
© Sei x primal zuldssig und © dual zuléssig. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

O x, 7 sind optimal (primal bzw. dual)

Oy = mi-(aiTx - bi) = O firalle i=1,.., m (4.8)
Vj (cj - nTAj)xj = O firalle j=1,..,n(49)
d.h. : (Schlupf primaler/dualer Restriktion)-(Wert zugehdriger dualer/primaler Variable) = O
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© 45 Satz (Farkas Lemma)

© Seien al,..,am € Rn und c € Rn. Dann sind dquivalent
(1) fiir alle y € Rngilt: ytai 20 fiirallei=1,.m => yrc 2 0
dh. fiir alle y gilt:
y hat nichtnegative Projektion auf alle ai
=> y hat nichtnegative Projektion auf c
(2) c €C(ai, .., am)
dh. ¢ liegtim von a1, .., am erzeugten Kegel
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mit
Car = duale Losung wegen (4.12), i.a. unzuldssig.
Die Werte ni werden auch Simplexmultiplikatoren genannt.
©b’ = B-1b momentane rechte Seite

z° = cBTB-1b momentaner primaler Zielfunktionswert
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m o< 1 i=1,..., m (6.4)
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= 7.6 Satz (Ein hinreichendes Kriterium fiir vollstdndige Unimodularitdt)
“ Eine Matrix A mit Eintrdgen aij € {-1,0,1} ist vollstdndig unimodular, falls sie folgende
Bedingungen erfiillt
“(1) A hat pro Spalte maximal 2 Eintrdge # O
' (2) Die Zeilen von A kénnen in zwei disjunkte Mengen I1,I2 aufgeteilt werden mit
' Fiir jede Spalte mit 2 Eintrdgen z O und gleichem Vorzeichen liegen die zugehirigen
Zeilen in verschiedenen Ij
' Fiir jede Spalte mit 2 Eintrdgen # O und verschiedenen Vorzeichen liegen die zugehdrigen
Zeilen in demselben Ij
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7.6 Korollar (Wichtige vollstdndig unimodulare Matrizen)

) Jedes LP in Standardform oder kanonischer Form, dessen Koeffizientenmatrix gleich der
1. Knoten-Kanten Inzidenzmatrix eines Digraphen
2. Knoten-Kanten Inzidenzmatrix eines bipartiten Graphen
ist, hat nur ganzzahlige optimale Basislosungen (bei ganzzahliger rechter Seite b).

“’ Hierzu gehdren u.A. die LP Formulierungen des
Kiirzeste-Wege-Problem
Max-Fluss-Problem
Transportproblem
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= 7.16 Satz (Beziehung zwischen Lagrange Relaxation und LP Relaxation)

“maxi L(A) 2 z(LP)

' Gleichheit gilt falls das von Bx > d erzeugte Polyeder ganzzahlig ist (also die
Ganzzahligkeitsbedingung in (LR%.) weggelassen werden kann.
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= 7.24 Satz (Die Hiillenbildung ist endlich)

! Sei P ein rationales Polytop. Dann existiert ein k € M mit PI = P).

Insbesondere terminiert das Schnittebenenverfahren bei geigneter Auswahl von Gomory Chvatal
Schnitten nach endlich vielen Schritten.
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