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6. Übungsblatt zur Vorlesung
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Diskrete lineare Systeme

Statt eines zeitkontinuierlichen Verlaufs gehen wir davon aus, dass wir den Zustand des
Systems, Ein- und Ausgänge nur noch zu diskreten Zeitpunkten t0, t1, . . . kennen. Mit
xk := x(tk), uk := u(tk), yk := y(tk) erhalten wir ein diskretes lineares zeitinvariantes
Steuerungssystem

xk+1 = Axk + Buk, x0 = x0,

yk = Cxk + Duk,
(1)

wobei A ∈ Rn,n, B ∈ Rn,m, C ∈ Rp,n und D ∈ Rp,m.

Aufgabe 1: (Z-Transformation, Übertragungsmatrix, Impulseantwort)

Sei {xk}
∞

k=0
eine Zahlenfolge. Falls x̂(z) = Z[xk] =

∑

∞

k=0
xkz

−k existiert, so heißt Z[xk] die
unilaterale Z-Transformation von xk. Diese Transformation ist das Analogon zur Laplace-
Transformation zeitkontinuierlicher Signale.

a) Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften der unilateralen Z-Transformation:

1. Linearität: Z[axk + b yk] = aZ[xk] + bZ[xk]

2. Verschiebung: Z[xk+j] = zj
(

Z[xk] −

j−1
∑

i=0

xiz
−i

)

;

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der unilateralen Z-Transformation die Übertragungsmatrix
G(z) vom System (1).

c) Bestimmen Sie die Impulsantwort vom System (1), die als Ausgangsfolge des Mat-
rixsystems

Xk+1 = AXk + BUk, X0 = 0,
Yk = CXk + DUk

mit der Eingangsfolge Uk = δk,0I definiert ist.

Aufgabe 2: (Asymptotische Stabilität und Stein-Gleichungen)

Man definiert asymptotische Stabilität von xk+1 = Axk durch limk→∞
xk = 0.

a) Zeigen Sie, dass das freie System xk+1 = Axk genau dann asymptotisch stabil ist,
wenn für alle λ ∈ Sp(A) gilt: |λ| < 1.



b) Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz einer eindeu-
tigen Lösung der Stein-Gleichung (diskrete Lyapunov-Gleichung)

AXAT − X + W = 0 (2)

an.

c) Zeigen Sie, dass die Stein-Gleichung (2) für asymptotisch stabile diskrete Systeme
eine eindeutige Lösung der Form

X =
∞

∑

j=0

AjW (AT )j

hat.

d) Sei das System (1) asymptotisch stabil. Zeigen Sie, dass

Sp(A) ⊂

{

s ∈ C : |s| ≤

√

1 −
1

‖X‖2

}

,

wobei X eine symmetrische Lösung der Stein-Gleichung (2) mit W = I ist.

Aufgabe 3: (Gramsche Matrizen)

Für asymptotisch stabile diskrete Systeme lässen sich die Steuerbarkeit und Beobachtbar-
keit wieder mit Hilfe der Gramschen Matrizen der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

P =

∞
∑

j=0

AjBBT (AT )j, Q =

∞
∑

j=0

(AT )jCT CAj

charakterisieren.

a) Zeigen Sie, dass (A,B) genau dann steuerbar ist, wenn P > 0.

b) Zeigen Sie, dass (A,C) genau dann beobachtbar ist, wenn Q > 0.

Aufgabe 4: (Verfahren des balancierten Abschneidens)

Geben Sie das Verfahren des balancierten Abschneidens für diskrete Systeme an.


