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Lineare Algebra II
1. Hausaufgabe

Abgabe: 29.10.2012 bis 02.11.2012

In den folgenden Aufgaben ist K stets ein beliebiger Körper.

1. Aufgabe (5 Punkte)
Sei V ein K-Vektorraum mit der Basis {v1, . . . , vn}. Zeigen Sie, dass genau eine Basis
{v∗1, . . . , v∗n} des Dualraums V ∗ mit

v∗i (vj) = δij, 1 ≤ i, j ≤ n,

existiert. (Diese Basis nennen wir die zu {v1, . . . , vn} duale Basis.)

2. Aufgabe (5 Punkte)
Gegeben sei die Basis B = {1, t+1, (t+1)(t−1)} des 3-dimensionalen Vektorraums R[t]≤2.
Berechnen Sie die zu B duale Basis B∗.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und V ∗ der Dualraum von V .

i) Sei v ∈ V . Zeigen Sie, dass f(v) = 0 für alle f ∈ V ∗ genau dann gilt, wenn v = 0 ist.

ii) Sei β : V ×V ∗ → K eine Bilinearform mit β(v, f) = f(v) für alle v ∈ V und f ∈ V ∗.
Zeigen Sie, dass β nicht ausgeartet ist.

4. Aufgabe (5 Punkte)
Gegeben sei eine Menge {u1, . . . , un+1} eines n-dimensional euklidischen Raumes Rn, so
dass ⟨ui, uj⟩ < 0 für alle i ̸= j. Zeigen Sie, dass je n dieser Vektoren eine Basis bilden.

Gesamtpunktzahl: 20
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