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1. Aufgabe (4 Punkte)
Ist V ein Vektorraum und f ∈ L(V, V ), so heißt f nilpotent, falls ein k ∈ N existiert mit

fk = f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸
k−mal

= 0L(V,V ).

Sei nun V ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum und f ∈ L(V, V )
selbstadjungiert und nilpotent. Zeigen Sie, dass f = 0 ist.

2. Aufgabe (4 Punkte)
Sei V ein K-Vektorraum, f ∈ L(V, V ) und λ ∈ K ein Eigenwert von f . Zeigen Sie, dass
Bild(f − λIdV ) ein f - invarianter Unterraum ist.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei K ∈ {R,C} und f : K4,1 → K4,1, v 7→ Fv mit der Matrix

F =


1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 1
0 0 −1 0

 .

Berechnen Sie Pf und bestimmen Sie für K = R bzw. K = C die Eigenwerte von f mit ihren
algebraischen und geometrischen Vielfachheiten sowie die Eigenvektoren bzw. Eigenräume.

4. Aufgabe (4 Punkte)
Seien V ein euklidischer Vektorraum mit dim(V ) = n ∈ N und f ∈ L(V, V ) mit f = −f ad.
Zeigen Sie, dass f ̸= 0 genau dann gilt, wenn f nicht diagonalisierbar ist.
(f is diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so dass [f ]B,B eine Diagonalmatrix
ist.)
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5. Aufgabe (4 Punkte)
Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f ∈ L(V, V ) und

p(t) :=
m∏
j=1

(t− µj) = (t− µ1)(t− µ2) · . . . · (t− µm) ∈ K[t]≤m.

Zeigen Sie, dass p(f) genau dann bijektiv ist, wenn λ /∈ {µ1, . . . , µm} für alle Eigenwerte
λ von f gilt.

Gesamtpunktzahl: 20
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